THEOREME DES NOMBRES PREMIERS
POUR LES FONCTIONS DIGITALES
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RESUME. L’objet de ce travail est de montrer un théoréme des nombres premiers pour les
fonctions digitales et plus généralement une estimation des sommes d’exponentielles de la
forme Z A(n)exp (217r(f(n) + ﬁn)), ou A désigne la fonction de von Mangoldt, f une

ne
fonction digitale, et S un parametre réel.

ABSTRACT. The aim of this work is to prove a Prime Number Theorem for digital func-
tions. More generally we estimate exponential sums of the form Z A(n) exp (2im(f(n) +

n<x
,Bn)), where A denotes von Mangoldt’s function, f a digital function, and 8 € R a para-
meter.

1. INTRODUCTION

Dans tout cet article, ¢ désigne un nombre entier supérieur ou égal a 2. Rappelons que
tout entier strictement positif n admet un unique développement g-adique de la forme

(1) n:anqj, 0<n;<¢g—1, n, =21
=0

Pour n = 0, on convient de poser v = 0 et ng = 0. Conformément a 1'usage, pour tout
0 < k < ¢—1 on désigne par |- | la fonction comptant le nombre d’occurences du chiffre
k dans le développement en base ¢, soit

Inly = #{0 < j <v|n; =k}

En particulier la fonction somme des chiffres est définie pour tout nombre entier positif n

par
v
s(n) = an = Z kln|, .
j=0 0<k<q
Dans la suite, la lettre p désigne toujours un nombre premier, nous notons P I’ensemble
des nombres premiers et, pour tout nombre réel z, e(x) = exp(2inx), ||z| la distance de x
a Uentier relatif le plus proche, 7(z) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a
x. Enfin nous désignons par A la fonction de von Mangoldt définie pour tout nombre entier
positif n par
A(n) = { logp s@ n = p’ avec p premier et £ > 1,
sinon,

par ¢ la fonction indicatrice d’Euler et par 7 la fonction qui compte le nombre de diviseurs.
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Afin de détecter les congruences nous utiliserons la relation d’orthogonalité classique

2) %ﬂie«(a—b)):{l si a =bmod m (meN.a,beZ)

m 0 sinon.

Meéme lorsque ce n’est pas mentionné, les constantes implicites dans les < et O peuvent
dépendre de la base de numération q.

1.1. Fonctions g-additives et fonctions digitales.

La notion de fonction g-additive a été introduite indépendamment par Bellman et Shapiro
[3] et Gelfond [18]. 11 s’agit des fonctions f : N — R qui vérifient pour tout (a,b,;) € N3
tel que 0 < b < ¢ :

flag’ +b) = flag’) + f(b).
Une fonction g-additive vérifie donc nécessairement f(0) = 0. Lorsque 'on a de plus
f(ag’) = f(a) pour tout (a,j) € N? on dit que la fonction f est fortement g-additive.
La fonction somme de chiffres appartient a la classe des fonctions fortement g-additives a
valeurs entieres.

Si f est fortement g-additive alors on a pour tout nombre entier positif n vérifiant (1) :

(3) 1Y ) = 3 fg) = 32 FR) Il

(/AN (/A7 1<k<q

de sorte que f est completement déterminée par ses valeurs f(k) pour 1 < k < g. Récipro-
quement, toute fonction de la forme f(n) = >, axln| est fortement g-additive. Par
contre on remarquera que la fonction | - |o n’est pas fortement g-additive.

Bassily et Katai ont étudié dans [24] et [2] la distribution limite des fonctions g-additives
dans I’ensemble des nombres premiers. On en déduit par exemple que lorsque f est forte-
ment g-additive alors

% {p<a:f() <pslog,x+y\fotlog,z} = 0(y) +o(1)

Ol fiy = ¢ Doepeg [(K), 0F = 5 D gcpey F2(K) — p} et ® désigne la distribution normale.

Notation 1. On note F [’ensemble des fonctions f : N — R définies pour tout nombre
entier positif n par

(4) f(n) = Z | nx,

0<k<q

ol g, Qs - . ., g—1 Sont des nombres réels.

Drmota et Mauduit ont étudié dans [13] certaines propriétés statistiques de ces fonctions,
appelées fonctions digitales et 'objet de ce travail est de fournir un résultat assez général
permettant d’étudier les propriétés statistiques de la restriction de ces fonctions a I’ensemble
des nombres premiers.

1.2. Propriétés digitales des nombres premiers.

On ne connait pas d’algorithme simple permettant de savoir si un nombre entier est
premier a partir de la donnée de son écriture en base q. Minsky et Papert ont d’ailleurs
montré dans [30] que I'ensemble des nombres premiers n’est reconnaissable par aucun g-
automate fini (pour cette notion, on pourra consulter [1] ou [15]). Cobham a présenté dans
[8] plusieurs preuves alternatives de ce résultat qui a été généralisé par Hartmanis et Shank
dans [22] et Schiitzenberger dans [32] en montrant qu’aucun ensemble infini de nombres
premiers n’est reconnaissable par un g-automate fini (ni méme par un automate a pile),
par Mauduit dans [26] en montrant que I’ensemble des nombres premiers n’est engendré
par aucun morphisme sur un alphabet fini et par Cassaigne et Le Gonidec dans [7] en
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montrant que l’ensemble des nombres premiers n’est reconnaissable par aucun g-automate
infini (voir [27] pour cette derniére notion).

Il existe peu de résultats dans la littérature concernant les propriétés des chiffres des
nombres premiers. Le théoreme de Lejeune Dirichlet ( voir [25, pp. 315-342] ou [12, p. 34])
concernant la répartition des nombres premiers dans les progressions arithmétiques peut
étre considéré comme le premier résultat dans ce domaine. Il permet de montrer, comme I’a
remarqué Sierpinski, que pour toute suite finie de chiffres a4, ..., a,, et by, ..., b, telle que
pged(by, g) = 1, il existe une infinité de nombres premiers dont les m premiers chiffres sont
successivement ay, . . ., a,, et les n derniers chiffres successivement by, ..., b, ([33] contient
une preuve de ce théoreme dans le cas ¢ = 10 et attribue a une remarque de Knapowski
le cas général). Harman et Katai ont étendu dans [21] ce résultat a des nombres premiers
qui possedent certains chiffres librement préassignés, améliorant des résultats antérieurs
dis a Kétai, Harman et Wolke [24, 20, 34] : pour tout nombre entier ¢ > 0 fixé, pour tous
0<ji < <ji <ketpour tout (by,...,0) € {0,...,q — 1} vérifiant (by,q) = 1 si
j1=0et by # 0 si j; = k, alors, pour tout ¢ > 0 fixé et pour tout nombre entier ¢ vérifiant

(5) 1<t <evk/logk,
on a, pour N = ¢*, k — oo,

k L
card{p<N, p:ijqj, (Pjrs--y05) = (bl,...,bt)} ~ { q

J=0

Sij1>0
81]1:0

Dans un travail récent ([6]), Bourgain a montré qu’il est possible de dépasser la barriere
1/2 dans la majoration (5) en montrant que ce résultat restait valable pour tout nombre
entier ¢ vérifiant 1 < ¢t < c(k/logk)*/7.

Copeland et Erdés [10] en 1946 ont montré, pour tout ensemble £ de nombres entiers
vérifiant, pour tout @ < 1, card{n < x, n € £} > 2% pour z assez grand, la normalité
du nombre réel dont I’écriture en base ¢ est formée de 0, suivi de la concaténation dans
I'ordre croissant des éléments de I’ensemble £ écrits en base ¢. Il découle en particulier de
leur théoreme que si f € F alors

Zf ql 0gq

psT

Le théoreme suivant démontré par Mauduit et Rivat dans [29] a permis de répondre &
une question posée en 1967 par Gelfond dans [18] concernant la somme des chiffres des
nombres premiers (voir [17, 16, 11] pour une réponse partielle dans le cas des nombres
presque premiers, c¢’est-a-dire ayant au plus r facteurs premiers, ou r > 2 est un nombre
entier fixé).

Théoréme A. Pour q > 2 et a € R tels que (¢ — 1)a € R\ Z, il existe o (a) > 0 tel que
pour x > 1,

(6) Z A(n)e (a s(n)) <ga gl

n<x

Un raffinement dans la preuve de [29] permet de s’affranchir de la dépendance implicite
en a et de fournir une forme explicite pour l'exposant o,(«) : c’est I'objet du théoreme
2.1 de [14], qui permet de choisir o,(a) = ¢||(g — 1)a|* ot ¢ est une constante strictement
positive qui ne dépend que de gq.

Lorsque ¢ = 2, Bourgain a généralisé dans [4] l'estimation (6) au cas ou la fonction
s est remplacée, pour toute partie £ de N, par la fonction sg définie pour tout nombre
entier positif n par sp(n) = >, .p 1, qui apparait de maniere naturelle dans le cadre de
I'étude de la transformation de Fourier-Walsh (voir aussi [19] pour le cas ou le cardinal de
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I'ensemble E est négligeable par rapport a v/logx et [5] pour I'étude de la distribution de
ces coeflicients de Fourier-Walsh).

2. RESULTATS

Il est assez naturel de rechercher une estimation similaire a (6) pour une fonction forte-
ment g-additive arbitraire. Nous établissons un tel résultat en traitant plus généralement
la somme d’exponentielles

(7) > A(m)e(f(n)+pn) (x>1,B8€R)

n<e

ou f est une fonction digitale.

Pour estimer (7) nous allons distinguer deux cas selon que la suite ag, aq, ..., @, est
une progression arithmétique modulo 1 ou non :
Cas 1 : la suite ag, oy, ..., ®,_1 est une progression arithmétique modulo 1, ¢’est-a-dire qu’il
0> ) » g )

existe § € R tel que pour tout j € {0,...,¢ — 1} on a o; = ap + j6 mod 1. Nous
verrons que dans ce cas le comportement de la somme d’exponentielles (7) dépend de

(g—1)8:
—si (¢ —1)0 € R\ Z alors

> A(n)e(f(n) + pn) = o(x),

n<x
— si (¢ —1)0 = ¢ € Z alors, en écrivant
aj =ap+j0/(¢g—1) mod 1
pour 0 < j < ¢, et en notant que |nfo + ...+ |n|—1 = [log,n| + 1, on parvient &

I'identité
ZA n)+fn) = ZA < |log, n| qfls(n)—irﬂn)
n<x n<x
In
= (IO ;A (O[Q 1qu J+qj+ﬂn>7

car s(n) = n mod (¢ — 1) pour tout entier naturel n. En découpant la somme en
n suivant des intervalles g-adiques, on se ramene ainsi a 1’évaluation de sommes
d’exponentielles de la forme

ZA e(nf) (PeR,0<y <),
y<n<z
qui peuvent étre estimées par des techniques classiques de théorie analytique des
nombres.
Cas 2 : la suite ag, aq, ..., a1 n'est pas une progression arithmétique modulo 1. Dans ce
cas nous verrons que l'on a toujours

> An )+ Bn) = o(x).
n<x
Ceci nous conduit a introduire le sous-ensemble suivant de F :

Notation 2. On note Fy l’ensemble des éléments de F pour lesquels la suite des nombres
réels oy, aq, . .., aq_1 est une progression arithmétique modulo 1.

Remarque 1.
— Lorsque q =2 on a F = Fyp.
— Pourq>2 et f(n) =as(n) aveca €R, on a f € Fy.
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Lemme 1. La suite g, o, . .., 0q—1 est une progression arithmétique modulo 1 si et seule-
ment St
. C a2
min a;, —a;— (1 —7)t||” =0.
win S flai—a; — - )|
0<i<i<q
Démonstration. Sila suite ag, o, . . ., ay—1 est une progression arithmétique modulo 1 alors

il existe t € R tel que pour tout j € {0,...,q — 1}, oj = a + jt mod 1. Par conséquent
pour tout (i,7) € {0,...,¢q—1}* on a ||y — a; — (i — j)t|| = 0. Réciproquement, si

. . . 2
min > o~ a; — (i = > =0
0<j<i<q

alors il existe un ¢ € R qui réalise ce minimum. Pour cette valeur de ¢ tous les termes de la
somme sont nuls, donc pour tout j € {0,...,¢ — 1} on a |ja; — ag — jt||> = 0 c’est-a-dire
aj = o + jt mod 1. O

Pour tout f € F on note

(8) 0(f) = min lloi = o — (i = )|
0<j<i<q

et on remarque que
feFo<=o,f)=0.
Nous allons démontrer les théorémes suivants.

Théoreme 1. Pour tout ¢ = 2, il existe c; > 0 tel que pour tout f € Fo, x > 2, B € R,
on a

©) S Am)e (f(n) + Bn) < (logx)tat el
n<x
ou 0 = oy — «p et la constante implicite ne dépend que de q.

Théoréme 2. Pour tout q > 2, il existe cg > 0 tel que pour tout f € F, x> 2, B R, on
a

(10) Z A(n)e (f(n) + Bn) < (log x)4x1_cq”‘1(f),

n<x

ot la constante implicite ne dépend que de q.

Les théoremes 1 et 2 permettent d’obtenir plusieurs applications de nature arithmétique
qui feront 'objet d’un travail ultérieur.

Remarque 2. Par la méme méthode, on peut obtenir des majorations analogues pour les
sommes

> uln)e(f(n)+ pn),

n<e
ot u est la fonction de Mdbius, en utilisant une variante de ['identité de Vaughan adaptée
a la fonction p (voir [23] proposition 13.5).

La remarque 2 montre le lien entre notre travail et le programme général proposé par
Sarnak concernant le principe heuristique connu sous le nom de « Mé&bius randomness
principle » (voir par exemple [31], [23, p. 338], ainsi que les articles [19], [4] et [5] déja cités
dans le paragraphe 1.2).
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3. DESCRIPTION DE LA PREUVE DES THEOREMES 1 ET 2

L’identité de Vaughan (voir par exemple [23] paragraphe 13.4) appliquée a la somme (7)
conduit a ’estimation de sommes classiquement qualifiées de type I et II, qui font I'objet des
paragraphes 6 et 7 respectivement. La pertinence de ces estimations repose sur 'étude de
la transformée de Fourier discrete de versions tronquées de la fonction f. Plus précisément,
nous fournissons au paragraphe 5 des estimation en moyenne L' et en norme infinie de ces
transformées de Fourier discretes qui semblent présenter un intérét intrinseque. La mise
en ceuvre de la méthode de Vaughan, et ainsi la preuve finale des théoremes 1 et 2, sont
effectuées au paragraphe 8.

La fonction somme des chiffres s correspond a un cas tres particulier de fonction digitale
car (s(0),s(1),...,s(¢—1)) = (0,1,...,¢—1) constitue une progression arithmétique. Dans
la méthode mise en place dans [29] il est crucial de pouvoir estimer de maniere tres précise
les transformées de Fourier discretes :

1 2 sian(a—q%)
|F)\h0é —)\H ] ( h>
j=1|sinm | — =

qJ

Lorsque f est une fonction digitale quelconque, I'étude des transformées de Fourier discretes

|Rha:§ﬁ ()

olt p(t) = |Dgcpeqelar —kt)|, est extrémement délicate. Si a,..., a1 constitue une

progression arithmétique modulo 1 (c’est-a-dire si f € Fy) la fonction ¢ est une somme
géométrique et la méthode mise en place dans [29] se généralise et permet d’obtenir le
théoreme 1. Dans le cas général la stratégie développée dans [29] est inopérante et il est
nécessaire d’étudier d’'une maniere beaucoup plus fine ces transformées de Fourier. C’est
I'objet des lemmes 2, 3, 4, 5, 6, 7.

4. LEMMES TECHNIQUES

Nous établissons dans cette section quelques lemmes utiles pour la section 5. Nous com-
mencons par fournir deux lemmes généraux concernant certaines moyennes quadratiques
et biquadratiques d'un polynéme trigonométrique.

K

Lemme 2. Soit K € N et P(t) = > cpe(kt) (¢, € C). Alors pour tout nombre entier
k=0

N>2K+1ona

1 N—-1 n 9 K
NP ()| =2 lal
n=0

Démonstration. En développant le carré du membre de gauche et en intervertissant les
sommes on obtient

K K 1
Zikck/ek k>)N

k=0

MZ

()

Pour tout N > K +1, il y a équivalence entre k— k' = 0 mod N et k— k' = 0, d’ou I'égalité
annonceée. 0

n=0
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K
Lemme 3. Soit K € N et P(t) = . cpe(kt) (¢ € C). Alors |P(t)]* est un polynome
k=0
trigonométrique de degré K :
PO =) <Z Cj+k0_j> e(kt),
[kI<K \ Jj

ot la somme sur j est restreinte par max(0, —k) < j < min(K, K —k), et pour tout nombre
entier N 22K +1 on a

Démonstration. On écrit

et en posant ¢ = j + k on obtient la premiere égalité. Pour montrer la seconde égalité, on
2
observe que |P(t)|” = |Q(t)| avec

Z (ch+k C]) k+K> Z <Z Cjtk/— KC]> kt)

lk|<K \ j 0<k/'<2K \ j

et on applique le lemme 2 a Q(%). O
Pour R € N* et u € R, introduisons

(11) Zalw) = | > elru)|

0<r<R

Lemme 4. Pour L>2, R>2, on a
1 N .~ 7 ¢ 1
» R Y} P D R
(12) AL 2 L)PE\RL) S 1 _23
Démonstration. Pour 0 < a < 1 fixé, la fonction x — sin(maz) est concave sur [0;1/2],
d’ou sin(max) > 2xsin(ra/2). En prenant a = |[¢| /L et x = 1/R, on a donc

|| Tl
sin 194

1 _ ( 14 )_ sin <
RSOR RL _Rsmz‘—ﬂ 25111”'4‘ 2L°

Le noyau de Fejér d’ordre L — 1 vaut pour tout ¢t € R :

Kot = 3 (1 ot - 5 (1t - (L'

[|<L [¢|<L

Nous avons ainsi

L (1_M>~ (=) <+ <L>_L<Sm%)2_ !
RL L)PR\RL) ST7\an) T 2 \sinz) T 2L2sin? £
le|]<L 4L

Par concavité de la fonction sinus, on a sinx > 87”6 sin

appliqué avec x = 7/4L € [0;7/8], donne
1 10\ - / 1
AL 2 ( L) 7R\RL) = 8sin? =
le|<L 8

d’olt la majoration (12) puisque sin® T = (2 — v/2)/4. O

Z pour tout x € [0;7/8], ce qui,
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5. ETUDE DE TRANSFORMEES DE FOURIER DISCRETES

Dans cette section nous considérons une fonction f € F fixée ce qui revient a fixer un

g-uplet (a, ..., aq—1) de nombres réels. Etant donné \ € N, nous introduisons les fonctions
| - |nx définie par
(13) nhe =#{0<j<Anj=k} (n=> n;¢,0<n; <q),

j=0

et la fonction f, définie par
(14) faln) = Z ag|n|x k-
0<k<q
Remarquons que pour j € {0,...,q — 1}, u,v € N, v < g, A € N¥,
(15) ug + vlxn; = [ulr-1; + [v];,
d’out
f,\(uq + U) = f)\,l(U) + Z Oéj‘?)’j = f)\,1<u> + Q.

0<i<q

La fonction n +— e ( f,\(n)) étant ¢* périodique, nous pouvons considérer sa transformée
de Fourier discrete

(16) = Z ( —Z—?) (h € 7).

0<u<g?

On a Fy = 1, et pour A € N*, en remplacant u par ug+v avec 0 < v < get 0 < u < ¢*!

nous obtenons,
1 h h
Fy(h) = q—A e(aw=73) X e(hat - )

O<v<q O<u<gr—1
— - E: e(ozv——)F,\ ().
O<v<q

Par récurrence, on obtient donc

(17) \Fx(h :%f[ ( ) (AeN,he),

ou ¢ est la fonction 1-périodique deﬁnle par

o(t) = ‘ S el - k:t)‘ (t €R).
0<k<q
Les calculs ultérieurs nécessitent deux types de renseignements spécifiques concernant
la fonction F) : une majoration en moyenne le long d’une progression arithmétique et une
majoration en norme infinie.

5.1. Estimations en moyenne.

L’objectif de ce paragraphe est d’obtenir une estimation fine du comportement en moy-
enne de F) le long d'une progression arithmétique. Dans le cas de la fonction somme de
chiffres et lorsque ¢ > 3, cela repose essentiellement sur 1’étude de la fonction de transfert

Bt =2 3 p(t+5).

pour laquelle il faut fournir une borne uniforme meilleure que la racine carrée de la borne
triviale : voir la preuve du lemme 16 de [29] (la fonction de transfert y est notée ¥,). Une



THEOREME DES NOMBRES PREMIERS POUR LES FONCTIONS DIGITALES 9

telle majoration n’est pas disponible dans le cas plus général traité ici. Tout comme dans
le cas ¢ = 2 pour la somme de chiffres (voir lemme 18 de [29]), il est nécessaire d’étudier
la fonction de transfert d’ordre 2 soit

@2@):% Z S0<t+r>®1<t—|rr>

0<r<q q q
t+r t+1r s
5 Y () X e+
0<r<q 0<s<q q q

Pour des raisons techniques qui apparaitront clairement dans la preuve de la Proposition
1 infra, résultat principal de ce paragraphe, il nous faut en fait étudier une version plus
générale de la fonction @, : nous introduisons

(18)  WERS) = q—122<p(t;7“) Se( 4 2) (teRRSEN)
s<S

r<R qR

Notons la majoration triviale (¢, R,S) < RS (t € R). Un majorant pour ¥(¢, R, S) de
la forme (RS)" avec 1, < 1/2 est fourni au lemme 7 infra, dont la preuve repose sur les
Lemmes 5 et 6 qui suivent.

Lemme 5. Pour R | g et S | q on a
52 S|¢| (S
(19 versp< S ¥ (1-2) g, (),
T i<ars E ah
ol pp est définie en (11).

Démonstration. Commencons par remarquer que d’apres le lemme 2 appliqué a la fonction
©, on a pour tout nombre entier N > ¢,

1N1 n
(20) v ()=
n=0

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la somme sur 7 dans I'expression (18) de
U(t, R,S), et en observant a l'aide de (20) que

o 5 A7) s 2 ) <R X e (an)

2
0<r<R 0<r<R q q 0<r'<q

on voit qu’il suffit de majorer par le membre de droite de (19) I'expression

_Z Z (t+r %>

0<r<R 0<s<S

Maintenant on peut écrire
S . . . NS
> A (irg) = X X cloimay—(i=ih) 3 e(<i-d)g).
0<s< S 0<i<q 0<j<q 0<s<S
ce qui entraine, d’apres la relation (2),

S (utg) =Y X elai—a;— ).

0<s<S 0<i<qg 0<y<q
j=imod S
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11 suffit donc de majorer par le membre de droite de (19) Iexpression

S Y Y elamn--nt).

0<7‘<R 0<i<q 0<j<q
j=imod S

En intervertissant les sommes et en majorant trivialement, il suffit finalement de montrer
que le membre de droite de (19) est égal a l'expression

X T X (i)
0<i<qg 0<j<q |0<r<R q
Jj=imod S

En découpant par tranches de longueur S on obtient

Y Y Y a()

0<i<S 0<k<q/S 0<j<q
j=imod S

c¢’est-a-dire en posant j =i + k'S,
- Z Z Z ( (kS — K S))
0<z<S 0<k<q/S 0<k’<q/S SOR qR ’
ce qui, en comptant le nombre de représentations de ¢ = k' — k, donne
Y (G-men(s).
|€\<q/S

c’est-a-dire le membre de droite de (19). O

Lorsque S < ¢, le membre de droite de (19) est strictement inférieur a RS car dans
ce cas il existe des valeurs de £ telles que 1 < |[¢| < ¢/S, et pour ces valeurs de ¢ on a

Or ( ) < R. En revanche, lorsque S = ¢, le majorant dans (19) vaut Rq et la majoration

est donc triviale. Il est donc nécessaire d’obtenir une majoration plus précise dans ce cas.
C’est I'objet du résultat suivant.

Lemme 6. Pour tout nombre entier R > 2 tel que R | q et toutt € R on a
(22) U2(t, R, q) < Rq (1—O(f))

o

vérifie
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Démonstration. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la somme en r dans l'ex-
pression (18) de ¥(¢, R, S), on obtient

U(t, R, q) = %(Z*D(t JJ;T> Zw(ﬁ{ ! §>)

<o (F) S (Ze(Gr D)
Ay (S

ou la derniere égalité provient de (21). Cela donne, vu que ¢ est périodique de période 1,

R—1g9—1 ¢g—1
1 t+r t+r k /
Uit R,q) < § 90( )90( R+—+—)-
9" 20 =0 —o q q @ 4

La contribution du terme ¢ = 0 est d’apres (20) :

R—1 g—1
1 t+r k
- @ ( +—>:R.
2
q r=0 k=0 q

On isole ce terme ¢ = 0 dans la majoration de ¥(¢, R, q) ci-dessus et on applique I'inégalité
de Cauchy-Schwarz a la triple somme en r, k et £ :

(24)
R-1g—1 g—1 1/2
1 ' k ' koo
V(t,R,q) <R+ | Ralg—1)> > s02( +T+—)<p2( +r+—+—) ~
4 r=0 k=0 (=1 git g ¢r g g

La triple somme dans la parenthese vaut

R—1q—1 q—1 R—-1q—
t+r k) 2(t—|—r k 6) 4(t+r k)
25 d> 3D + +-+-) - +-,
%) s@( )7 R T4 OSO qR g

r=0 k=0 ¢=0

c’est-a-dire, d’apres (20),

Or d’apres le lemme 3 appliqué & la fonction ¢, ©?(t) est un polynoéme trigonométrique de
degré g — 1 qui vérifie pour tout nombre entier N > 2q — 1,

> elaj — ajix)

J

N—-1 2

2 v (4 5) = 3

n=0 |k|<qg—1

Donc, comme gR > 2q — 1 (car R > 2), la quantité (25) vaut

Rg*—Rq Y |Yela; —ajp)

|k|<g—11 Jj

2

)

ou encore, en isolant le terme k = 0 et en exploitant la symétrie entre —k et k :

k 2

1-
E : e(a; — ajr)

J=0

q—

9

qg—1
R¢* — R¢® — 2qu
k
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ce qui, en mettant Rq¢3(q — 1) en facteur et en reportant dans (24), donne

q—1 |q—1—-k 2\ 1/2
\IJZ(ta R7 q) < R+R(q_ 1) - q_ 1 Z Z ela Ck]'Jrk)
k=1 7=0

et fournit bien (22).
La minoration (23) s’obtient en ne conservant dans la définition de ©(f) que le terme
k = q — 1 dans la sommation sur k. 0

Introduisons la quantité

SN )

27 -
(27) 2  4logqg—2log?2’ 2 4log q

En remarquant que 0 < ©, <1, on a

1 1 —
1, 1og(l1=6,) 1
2 4logq 2
et
1 log(4—2v2) 1 log(4—2v2) 1
0,38577665 < = — ——————7——> < = — < -,
’ 2 2log 2 2  4logq—2log2 2
d’on
1
(28) 0, 38577665 < 1, < 3

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat suivant.
Lemme 7. On apourt€R, R|q, S|qet R,S>2
(29) U(t,R,S) < (RS)™.

Démonstration. Lorsque S < ¢, nous employons le lemme 5 :

52 S|l S
U(t, R, q) < Z (l—j)go (_R>
1¢|<q/S 1 1
En appliquant le lemme 4 avec L = ¢/S, on obtient, pour R > 2, S | ¢, S < ¢ (et donc
S<q/2et L>2),

W(t, RS < (RS)~

et par suite, comme RS < ¢?/2,
og(4-2v2)
(30) U(t, R, S) < (RS)? hesniosz (S < q).
Lorsque S = ¢, on emploie (22) et (23), ce qui entraine

log(1—0©¢)

U2(t, R, q) < Rq (1 —0,) = (Rq)"" st

et par suite, comme R < ¢ et log(1 —©,) <0,

log(l O¢q)
(31) U(t,R,q) < (Rq) 1Togq
Les deux inégalités (30) et (31) entrainent bien (29). O

La proposition suivante généralise les lemmes 17 et 18 de [29].
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Proposition 1. Pour A€ N, a €Z, 0< I <\, k€ N*, k|¢*°, qtk, on a

(32) Y. IBM)] < kg Fy(a)].

0<h<g?
h=a mod kq®

En particulier, pour k=1, 0 =0, on a

(33) Z ‘FA(h)‘ < ¢

0<h<g?

Démonstration. Si A = §, la condition k | ¢*~° entraine k& = 1 et le membre de gauche
de (32) qui vaut |Fs(a)| est bien inférieur au membre droite qui vaut lui ¢|Fs(a)|. Lorsque
A > 0 nous reprenons les notations introduites dans la preuve du lemme 17 de [29] : on
pose pour § < 0 <\, dy = pged(q?, kq?), ug = ¢°/dp, et pour § < 0 <\, pg = dy/dg_1 € N.
Rappelons que I'on a alors

(34) pola et py<q,

et que par ailleurs

(35) pged(pg,ug_1) =1 (0 << N).
Enfin nous posons
(36) Gola,dg) = Y |Fo(h)= Y |Fola+udy)| (5<0<N).
0<h<q? 0<u<ug
h=a mod dy

En écrivant u = sup_; + v avec 0 < s < ¢/pg et 0 < v < wy_q1, on a, pour § < 6 < A,

Gy(a,dy) = Z Z |Fp(a +vdp + sq° " pp)|

0<v<ug_1 0<s<q/po

= Y > |Fyla+vpede_s + 54" po)]

0<v<ug—1 0<s<q/po

(37)

En employant Iécriture (17) de |Fy| sous forme de produit, il vient

1 a+ vpedy_q1 + sq!
Gola,dy) = = Z |Fy_1(a + vpgdy_1)]| Z 90( :09910 q P9>.

0<v<ug—1 0<s<q/po q

La majoration triviale ¢(t) < ¢ fournit donc la majoration

Gg(a,dg)éé Z [Fy—1(a +vpady—1)|.

O0<v<ug_1

D’apres (35), vpg parcourt bijectivement I’ensemble des classes modulo ug_; lorsque v varie
entre 0 et ug_;. Et comme la fonction h +— Fy_1(a + hdy_1) est ug_i-périodique, il s’ensuit

(38) Go(a,dy) < %Ge—l(a, dp—1).

Nous effectuons a présent une seconde itération a partir de (37) : pour § + 1 < 6 < A, en
posant v = rug_o +u avec 0 < u < up—_2, 0 <7 < q/py—1, on a

Go(a,dy) = Z Z Z |Fy(a+ upp_1dg—2 + 14" 2po_1 + 56" pg)|.

0<u<ug—2 s<q/pg r<q/po—1
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En employant 1'écriture de |Fy| sous forme de produit, on obtient en posant Ry = q/ps et
to = Ro_1(a + upp_1do—2)/q" ",

Gy(a,dy)
1 to+r tg+r s
= -5 Z | Fp(a + upg—1ds—2)| Z Z 90< )@( + —>
q Ou<ug_2 r<Rg_1 s<Ry Re—l qR0—1 RO
< max |W(t, Ro_1, Ro)| Z | Fo—2(a + upg—_1dg—s)|,

Ou<<ug_29
ce qui, comme pged(pg_1,us_2) = 1, entraine

Go(a,dy) < max |W(t, Rg—1, Rg)|Go—2(a,dy—sa).

Notons que d’apres (34), on a Ry | g et Ry > 2 pour § < # < A. Par conséquent, d’apres le
lemme 7 appliqué avec R = Ry_1 et S = Ry,
q2 Ma
(39) Gola, dy) < ( ) Goola,dgs) (5+1<8<N).
PoPo—1
En appliquant l'inégalité (39) [ (A — 0)/2] fois, puis éventuellement une fois I'inégalité (38),
il vient

> R = Gala,dy) < (pa- - ps1)"q* AP Gy (a, dy).

0<h<q)‘
h=a mod kq®

Compte-tenu des identités

dy k¢’
PXx- - Po+1 d_é_?_kv
et
Gs(a,ds) = Gs(a,q°) = | F5(a)l,
nous obtenons bien la majoration (32). O

5.2. Estimation en norme infinie.
Posons

Yq(f) —
(40) q max /o(t)p(qt)-

Notons d’emblée qu’avec cette définition on a

41 )2 < PaN)=D+
(41) max|Fy(h)] < g
En effet, cela résulte directement de 'expression (17) de F)\ sous forme de produit et de la
suite d’inégalités
A
[Teta?) <a [ elta™)eltg ") < @R PnuDH (1 e R).
j=1 0<5<[A/2]

Mauduit et Rivat ont obtenu dans [29, Lemme 20| et [28, Lemme 7] des majorations de
v,(f) dans le cas particulier ou f(n) = as(n) avec @ € R. Nous commencons dans ce
paragraphe par fournir une majoration générale de 7,(f) pour f € F qui est, compte-tenu
du lemme 1, non triviale des que f & Fy. Nous rappelons la définition de o,(f) en (8).
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Lemme 8. Pour f € F, on a

@) e <gen(=Tla—a— (=) O<ii<ateR)
De plus,

16
(43) Yo(f) <1 - a(f)-

-0
¢*(q —1)logq
Démonstration. Lorsque i = j, 'inégalité (42) est triviale. Lorsque i # j nous avons

0<k<q
kg{i,j}

< e(a; —it) +e(ay; — jt)| +q —2
= ‘1—1—6(0@—0@-—(2’—]’)2&)‘ +q—2.
Or d’apres le lemme 12 de [9], nous disposons de 'inégalité
[1+e(B)l <2(1-4[I8]°) (B €R).
Nous obtenons ainsi

p(t) < 2(1 = 4loy — oy = (i = ) +¢ -2
8 .
=1~ lloi =0y =G =yl

et compte-tenu de I'inégalité de convexité 1 — 2 < exp(—z) (z € R), nous obtenons bien
(42). Par ailleurs, en employant 1'inégalité (42) pour chaque couple (7, j) avec 0 < j < i < ¢
nous avons

_ _ 8 .
@@anﬂéqWIW%xp<—— > Wm—aw—@—JMF>

0<j<i<q
8
< g exp (= o).

Cela fournit bien la majoration (43). O

La preuve du Théoreme 1 nécessite une majoration spécifique de v,(f) lorsque f € Fo.
Pour ce faire, nous établissons en premier lieu un lemme technique. Nous introduisons la
fonction g4 ¢ définie pour ¢ > 2, 0 € R, par

Goo(t) = 0+ ¢|* + 110 + ¢t|* (t €R).
Lemme 9. On a pour ¢ > 2, 0 € R,

: (g — 1)]”
min t)y > —————.
teR gao(t) 2 (g +V2—1)2
Démonstration. Dans ce qui suit on désigne par d(z, A) la distance, au sens de la valeur
absolue, entre un nombre réel x et une partie A de R. Posons dy = d((q - 1)0, Z) de sorte

que
ale. ;Z) _ %
q—1 q—1
et fixons 0 < 6 < dp, un parametre a fixer ultérieurement.
Si ||(g — 1)t|| > 4, alors en employant I'inégalité |ju”® + ||u+ v||* > 3 |v]|* valable pour
tous u,v € R, on obtient

1
gqﬁ(t) 2 552
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Si [[(g — 1)t]| < 6, cela signifie que d((¢ — 1)t,Z) < 4, soit

d(t, LZ) < L

q—1 q—1
On a alors . . . 5 s
7)) > — 7)) - /A IS
d(t+9,q_1z>//dGLq_1Z) d@,q_lz)/,q_l
11 suit 5
d(t+0,2) > ——,
puis
(0 — dp)*
>
%Mﬂ/(q—DQ
Finalement ) (65 )2
S min (282 2 Y0
gwaxAana,@_ly) (tER),

302

et en effectuant le choix § = v O parvient a la conclusion souhaitée.

0

Nous sommes maintenant en mesure d’établir une majoration de v,(f), non triviale des

qu’il existe (i,7) € {0,...,q — 1}* tel que (¢ — 1)(a; — ) & Z.
Lemme 10. Pour f € F, on a pour tout (i,7) € {0,...,q— 1}?,
2
4l(g = (e — )"
g(q+v2—1)%logg
Démonstration. D’apres la majoration (42) nous avons
p(t)p(at) < ¢ exp (=2 ggara, (G —1)1))

L’emploi du lemme 9 fournit alors directement la conclusion souhaitée.

'7q(f)<1—

On en déduit immédiatement lorsque f € Fy :
Lemme 11. Pour f € Fy, on a
4(q — 1))
(44) () < 1 e = Do)

qlg++v2—1)2logq

avec 0 = oy — ay.

6. SOMMES DE TYPE [

La majoration des sommes de type I constitue la partie facile de la preuve des théoremes 1

et 2. La proposition 2 qui fournit une majoration des sommes de type I associées a la somme

d’exponentielles (7) via la méthode de Vaughan, généralise ainsi la proposition 2 de [29] :
la preuve en est d’ailleurs essentiellement identique, au moins une fois le lemme technique
12 établi. Nous la restituons sommairement dans le seul but de montrer comment le terme

additionnel fn dans I'exponentielle peut étre traité grace a un argument de périodicité.

Pour f € F, A € N, nous introduisons la fonction
A(t) = Y e(A(D)+Lt) (teR).
0<t<g?
Lemme 12. Pour e R, t € R, N > 1, on a

3 e(f<n>+nt)]<2(q_1) RENGI

0<n<N A< log N
= loggq
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Démonstration. Nous reprenons les notations de la partie 2 de [13] :

§ : [n]o |nh |nh 1,n
SN(Q?(),.Tl,...,QZq,h Lo Yy,
0<n<N
et
Inv,0 INIl [nlv,q—1, n
T, N(To, 1, -y Tg-1,Y) E xo Py 0y, (N > Lv eN),
o<n<N

ou les fonctions | - |, ; sont définies en (13), et nous posons

Sy = Sn(e(ao), e(ar),. .. e(ag1),e(t))
et

de sorte que

et
(45) T, = ®,(t).

17

Nous pouvons écrire N = fg” + N avec v = |log N/logq|, N' < ¢, 1 < £ < q. 1l résulte

alors des formules fournies au lemme 2.1 de [13] que

> e () +nt)| = [Segriw| <

v,N'
0<n<N
< |Sp| + (0 =1)|T, 4 LN
(46) <=1 Y |Tig| + (€= D)|Thp| + | Tone
0<y<v
<=1 Y |Tigl+ Tl
0<y<v

En posant N = mq' + N” avec i = |log N'/logq|, N" < ¢, 1 <m < g, ona
| Tw| < T, <(¢-D|Tig

i,N" i,N" |-

En itérant le procédé, on aboutit a
(47) Towl <(a=1) 3 [Tg|
0<A<i
En insérant (47) dans (46) nous obtenons
Y e <2a-1) > T,
0<n<N A<|log N/logq|

ce qui, compte tenu de (45), correspond bien a la conclusion attendue.

Proposition 2. On apour f e F,x>2, BER, 1 < M < z'/3,

g max
t<Z

M<m<2M ™

<< ‘/El_’{’Q(f) log 37,

> e (f(mn) + Bmn)

n<t

la constante implicite ne dépendant que de q, avec

Kq(f) := min ((13 %ﬁyq(ﬂ)
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Démonstration. Nous posons

T := max
M<m<2M ™

Pour M <m < 2M, on a

Z e (f(mn) + fmn)

o<n<t

:' Y ( +€(ﬁ+k))

0<k<m 0<l<mt

<2+% 1Y e(f(€)+€(5+£>>|.

0<k<m |0<t<mt

En employant le lemme 12 on obtient pour mt < x

Z e(f(€)+€<5+%>) <2q-1) Z

0<t<mt )\giziz

o

de sorte que l'on a

1
T<M+ > S(M,q,\)

log =
A< log q

avec

(48) SN = > % ‘@A(ﬁ+%)‘.

M<m<2M 0<k<m

En organisant la somme du membre de gauche de (48) selon la valeur de d = pged(k, m),

TR DD SIND SR N

1<d<2M M<m<2M  0<k<m
pged(k,m)=d

Tout comme la fonction F), la fonction ®, admet une écriture sous forme de produit :
[@A(t)| = Tlocjer p(—¢’t) (on aura remarqué que ®y(t) = ¢ F\x(—¢*t)). En introduisant
pour chaque d fixé un parametre A\; < A, on a donc, d’apres la définition de v,(f) en (40),

|<I)>\(t)| < |<I>)\1 (t)‘q'Yq(f)(/\—/\l)+1

Comme de plus les nombres réels k/m sont d? /M? bien espacés, on peut appliquer I'inégalité
de Sobolev-Gallagher a la fonction t — @, (5 + t) et aux nombres k/m, et on obtient

> Y |m(sen)

M<m<2M  0<k<m
pged(k,m)=d

< Q0N § 3 ‘q)h (5 n %)‘

M/2<m<M  0<k<m
pged(k,m)=d

< ¢rHO= Al)(d2/|<1>h,6+t}dt+ /|<I> ﬁ+t\dt)
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Comme la fonction @), est 1-périodique, on a

)OI SRR

M<m<2M  0<k<m
pged(k,m)=d

WO (M2 [ L (M
< Q" = \@Al(t)|dt+§ | (t)|dt ) .
0 0

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis 1'égalité de Parseval, on obtient pour

A €N,
1 1
/ | @, (t)]dt < (/ \@A(t)fdt)l/z _ P
0 0

Par ailleurs,

0] < Yo @ ] o=ty < D 7 ] el=d't) = > @,(t).

0<j<A  0<i<A 0<G<A 0<i<j 0<j<A
i#j
On a donc
k _ M? )
I S O R R R )
M<m<2M 0<k<m 0<j<A1
pged(k,m)=d

2

< QDO (M

?qu/g +q3A1/2> )

On choisit alors
2log(M/d
A1 = min <)\, {MJ> .
log g
Compte tenu des inégalités ¢™ < min(¢*, M?/d?), ¢~ < max(q~*, qd?/M?), on obtient
2

Z Z "I),\(ﬁ%—ﬁ)’ < %qvq(f)(/\—/\l)+/\1/2
m a2

M<m<2M  0<k<m
pged(k,m)=d

2 3-2
M2 o MP20D g
a2 B-27a(7)

2 3-2
My M
& d ’
la derniere inégalité résultant du fait que ~,(f) < 1. Il suit

S(M,q,\) < M*¢*? + M3~2D Jog(2M) g

<

<

puis
T < Q}l/QM + x'Yq(f)M2—2’Yq(f) IOg(QM)

Comme 1 < M < 22, on obtient bien la conclusion souhaitée. 0

7. SOMMES DE TYPE II

Proposition 3. On a pour tout f € F, toutes suites de nombres complexes a,, et b, avec
lam| <1, b, <1, 222, 0<e<1/2, 2° < M,N <z, MN < z,

(49) Z Z by e (f(mn) + fmn) < 218D log 2,

M<m<2M N<n<2N
mn<z
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la constante implicite ne dépendant que de q, avec

(50 6ac() =min (5.5 ) in ( (5 =) 201 - 2(1) )

log q

Démonstration. Quitte a intervertir les roles de m et n, on peut supposer que M < N.
Comme les constantes implicites sont autorisées a dépendre de ¢, la majoration (49) est
vraie lorsque N < (16¢)2. Nous supposons donc dans la suite que N > (16¢)2. Nous posons

Se= > > ambae(f(mn)+ pmn)  (Jaml, [ba] <1, M < N).

M<m<2M N<n<2N
mn<z

Notons tout d’abord que d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
S?< M Z } Z b e (f(mn) + pmn)

M<m<2M N<n<2N
mn<z

‘ 2

Rappelons l'inégalité de van der Corput (cf. par exemple lemme 4 de [29]) : pour tous

nombres complexes z1,...,2zy et R € N*, on a
2 N+ R r _
o | T af <R S e B (-8) T w0
1<j<N 1<j<N I<r<R/ 1<j<N—r

ou R(z) désigne la partie réelle de z.
Considérons R un nombre réel tel que

(52) 4 < R<ANYA

et que nous fixerons ultérieurement. L’inégalité (51) appliquée aux nombres complexes
zj =bnyje (f(m(N + 7)) + Bm(N + j)) Lnv+j)<as

de modules inférieur a 1, et & R' = [R] (le plus petit entier > R) fournit la majoration

2
(53) ( S bue(f(mn) + fmn)
N<n<2N
mn<z
N+ R -1
< TRy
N<n<2N
mn<z
N+R -1 ,
+2 R Z (1 o ﬁ)
1<r<R’
Z R (bnsrbne (f(m(n+7)) — f(mn) + Bmr)).
N<n<2N-—r

m(n+r)<z

En sommant sur m U'inégalité (53), puis en intervertissant les sommations, et enfin en
observant que & Jﬁ, 1 X +R R < N et que la condition r < R’ = [R] équivaut a la
condition r < R pour r entler nous obtenons la majoration

N2)M2
(54) S*<

+ MN max Z

1<r<R
N<n<2N

Z e(f(m(n+7’)) —f(mn)+mr6> .

M<m<2M ‘
m(n+r)<z

Le parametre R ayant vocation a étre choisi relativement petit par rapport a M et N, la
quantité mr est petite devant mn et I’addition de mr ne va donc pas changer les chiffres
de mn de poids supérieurs a un certain parametre A, sauf dans certains cas relativement
rares. De sorte que 'on peut espérer remplacer dans (54) la fonction f par la fonction
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tronquée f, définie en (14) au prix d’une erreur dont la contribution a S? est o((MN)?).
Cet argument a été développé et explicitement mis en forme dans le lemme 5 de [29] puis
raffiné dans le lemme 3.4 de [14]. Nous procédons un peu différemment ici et évitons ainsi
le recours a des résultats concernant la répartition en moyenne de la fonction 7. En prime,
cela évite de conditionner 1’évaluation finale (49) a la minoration M > 227/%2, comme cela
aurait été le cas si nous avions procédé exactement comme dans [14].

Désormais nous désignons par A l'unique nombre entier tel que ¢* ' < MR? < ¢\
Notons que cela entraine que ¢* < ¢gMR? < 16gMN'? < MN. Lorsque k,b € N* et
ke <b < (k+1)¢*, on a

bl; = [kl +1bln; (0<j<q).

Par conséquent, sous la condition k¢ < mn < m(n+r) < (k+ 1)¢*, ce qui revient a dire
que les chiffres de mn et m(n + r) de poids supérieur a A sont les mémes, nous avons

f(m(n+r)) = f(mn) = fa(m(n+7r)) = fa(mn).

Notons E(M, N,r, A) le nombre des couples (m,n) avec M < m < 2M, N <n < 2N pour
lesquels il existe k € N* tel que

(55) mn < kqg* < m(n+r).
Nous avons

2.

N<n<2N

Z e <f(m(n +7)) = f(mn) + mrﬁ)‘
i

- ¥

N<n<2N

Z e <fA(m(n + 7‘)) — fa(mn) + mrﬁ)‘
i<

+ O(E(M, N,r, A)).

Or,
E(M,N,r,\) < Z Z Z Tigr —¢=0 mod m
M<m<2M mN/q*<k<(2mN+mr)/q* 0<€<mr
mr
< —_
< ) > G+ 1)
M<m<2M mN/g> <k<(2mN-+mr)/g>
< M?NR < MN
¢ R
Ainsi,
, 2072
(56) S° K 7 + MN 11285%52(7“, M, N, ),
avec

So(r, M, N, \) := Z

N<n<2N

Z e <fA(m(n + 1)) — fa(mn) + mrﬁ) ‘
i

Rappelant la définition de F\ en (16), nous avons d’apres la formule d’inversion de la
transformée de Fourier discrete,

e(fa(n)) = Y Fx(h)e(nh/q").

0<h<g?
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Nous en déduisons l'identité

2: e(fﬂﬂﬂﬂ%—ﬂ)—;ﬁ@nn)+nw5)

M<m<2M
m(n+r)<z

(57)

- Y AWBEER Y e(m((h+k)n+hr)+mrﬁ).

q/\
0<h,k<g* M<m<2M
m(n+r)<z

En insérant (57) dans (7) puis en effectuant la somme géométrique sur m nous obtenons

| |
S< Y, IBMIRERT D mm<M’ M)
q)\

0<h,k<q? N<n<2N s

Nous employons alors le lemme suivant qui découle directement du lemme 6 de [29].

Lemme 13. Soient a,m € Z avec m > 1 et d = pged(a,m). Soit b € R. Pour tout réel
M >0, on a

> min (M,

o<n<m—1

1 1
—— | <dmin | M, ———+ | + mlogm.
Sinﬂ‘m“’) ( sm7r%H§||>

m

Nous découpons ainsi l'intervalle |N;2N] en un nombre < 1 + N/¢* d’intervalles de
longueur ¢*, et nous organisons les sommes en h et k suivant les valeurs de pged(h + k, ¢*)
de sorte que

S, < <1+ g> (Sél) +S§2>)

avec
1) ._ . 1
53 o Z I Z |F/\(h)||F)\<_k)| THin <M7 . d || hr+q*Br >
d|g? 0<h,k<g® sin 5 || =g
pgcd(h—&-k,q)‘):d
et

S = Mlogg® Y IRAM)IIFA(-F).

0<h,k<g*
Pour estimer S§2), nous employons l'inégalité (33) :
2
(58) P < (g N)g* (0 IB()]) < (loga)g 2w
0<h<g?

Pour estimer S:,()l), nous commencons par remplager la condition pged(h + k, ¢) = d par
la condition plus faible (h = a mod d et k = —a mod d) avec a parcourant ’ensemble des
classes résiduelles modulo d. Nous obtenons ainsi

2
. 1
s < Zd Z min (M, o [|arsgr ) ( Z ’F,\(h>’> :

dl¢*  0<a<d P2y d 0<h<g?
h=a mod d

Pour d | ¢*, on note v,(d) le plus grand entier m tel que ¢™|d. En employant la Proposition
1 sous la forme

> aml< (%) Fua@] @),

0<h<g?
h=a mod d
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il suit

1) < q277z1/\ de%q Z ‘qu(d)(a)fmin (M’ . d 1a7"+q>‘57" >

d|g> 0<a<d sinm % y

D’apres I'inégalité (41), on a

W) AN 120y (~24230(f)va(d) ~ 1
Sy’ < g™ Zd aq q a Z min (M, o Tarsarar )

d|g? 0<a<d ST X d

La fonction sinus étant concave sur [0, 7] , on a

, d ||ar + ¢*Br d . ar + ¢ pr d| . ar+qBr
sm<7r— _ ) > —51n(7r _ ) = —|sintT——|.
¢ d ¢ d 7 d
Ainsi
(1) o (142007 N g=200 (~2427(1)vy(@) o [ 1
SS < q a Zd 1q a a Z min < q)‘ T ar i .
d|g* 0<a<d S TT—r—
Nous pouvons alors employer une nouvelle fois le lemme 13 :
1
D p——
0<a<d C] sin W%ﬂ’gr
dM
< (ryd)min [ —-, + dlogd.
q sin T pgcd(r d) rB
pged(r,d)
Il suffit maintenant de majorer trivialement le minimum par M Hour obtenir une majora-
tion indépendante de 3 :
dM 1 dM
3" min | — | « 55 + dlogd < dlogd,
0<a<d sin 7 25 q

la derniere inégalité résultant du fait que » < R et ¢* =< M R?. Ainsi nous avons

Sél) < (log N)q(1+2nq)/\ Z d1—277qq(—2+27q(f))vq(d)'
dlg>

Nous décomposons & présent d sous la forme d = kq® avec 0 < § < ), ¢ { k, et donc
vy(d) = 9, ce qui entraine

Sél) < (1ng)q(1+2nq)A Z ¢ 1+2a()=2m0) Z J1=20

0<<A klg*—*
atk
Posons
1 log 2 1 1
59 0 < w, = (_ ) <z—n <>
( ) wq 2 logq 2 nq 4

(d’apres (28)). Comme pged(k, g) est un diviseur strict de g, il en résulte que (k,q) < ¢/2
et nous en déduisons k = pged(k,¢*°) < (k,¢)*? < (¢/2)*°. Nous avons donc, en
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employant la majoration 7(n) < n“e,

Z El2ma < T(q/\*‘;)(q/Q)(l_%qx’\_a)

klg*—°
afk

<< qwq(>‘_5)+(1_2nq)(>\_6)_(1_27711)iggz(k—é)

= ¢ @A =0)+(1-2m0) A=)
d’ou

S5V < (log z)g? Z ¢*@a) =) « (log )P0 (1 + gMPre(D=2twa)),
0<6<A

Finalement,
(60) S < (log ) (g@ e 4 g2aDX),

Ainsi, en regroupant les estimations (58) et (60) nous obtenons

N
Sy < (log x) (1 + ?) (q(2*wq)>\ + ¢?aDA 4 q(1+2nq),\).

Posons
g(f) = min <wq, 1— 277q,2(1 — 'yq(f))> = min (wq,Q(l — vq(f))>.

Remarquons que l'on a, d’apres (59),

(61) 0 < () <

On a ainsi

A~ =

Sy < (log x) (1 + g>q(2—#q(f))k7
d’ou, d’apres (56),
S* < (log ) (NZMQR‘1 £ N Mg ratD 4 Nquu—#q(f))A)
Comme ¢* < MR?, il suit
(62) S? < (logz)NM (NMR—I + M2 ra(f) RA=200(f) 4 NMl—uq(f)RQ—Quq(f))

Il nous faut a présent déterminer R de maniere optimale suivant les tailles respectives de
M et N. Lorsque

1— QM%(f>

(63) M<N ,

pq(f)
nous posons R =4M =2naD) : cotte égalité entraine que les premier et troisieme termes de
la somme figurant au membre de gauche de (62) sont de méme ordre de grandeur. On peut
vérifier que pour ce choix, la condition (52) est bien satisfaite. En effet, on a

f)
4 < 4M3f2qu(f) < 4N1/10 < 4N1/4.

Nous obtenons alors

(64) 5 < (log r) NM (NAL'~Hhatn 4 A2+ G

La condition (63) est précisément équivalente au fait que le deuxiéme terme de la somme
figurant dans (64) n’exceéde pas le premier. Par conséquent,

1— QH%(f)

(65) S? < (logz)N?M** (M <N ),
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avec
fq(f)
=ale,f)=—"Fr
6 — 4py(f)
Lorsque
1_2#q<f)
(66) N775 " <M<N,

1q(f)
nous posons R = 4N 5- e M 5= 2“q<f ) @ 1a encore il est facile de constater que la condition

(52) est remplie. Ce choix de R entraine cette fois que les premier et deuxieme termes de
la somme figurant dans (62) sont de méme ordre de grandeur. Sous la condition (66), les
premier et troisieme termes de la somme figurant dans (62) n’excedent pas le deuxieme.
Ainsi

2Hq(f)

§? < (logx) N?722 422 (NT757 <M <ON),

avec

1 _ tq([)
Cy = CQ(Q f) m et C3 — Cg(q, f) m

Notons bien que pour j = 1,2, 3, nous avons 0 < ¢; < 1 et que par ailleurs, c3 < c;. Nous
obtenons donc la majoration uniforme

(67) S < (NMHI n N“CQM”CQ*%) log .

Sous les conditions M < N < x, MN < z et M > 2°, qui entrainent d’ailleurs M < /z,
on a donc,

S < (xM_c1 + (MN)1_62M262_63> log x

< (azM’cl + xl’@(\/i)m’%) log =
< (l,l—ecl + [)31_03/2> IOgZL'
< z' % og x,

Bq(f) Bq(f)
6

10

avec ¢4 = min(ecy, c3/2). Or ¢ > et c3 > ce qui implique la majoration

S < gtk Jog g,

avec ¢; = min(e/6,1/20). Compte-tenu de la définition de p,(f), nous obtenons bien la
conclusion souhaitée. U

8. PREUVE DES THEOREMES 1 ET 2

Rappelons l'identité de Vaughan pour la fonction de von Mangoldt (cf proposition 13.4
de [23] par exemple) cpouru>1letn>1,ona

63 Al) = Al Lacun) + 3 loglmlh) = Y w(DA© + 3 w(bAQ).
mk=n mkl=n mkl=n
k<u k<u k>u
Posons & présent u = %1% de sorte que u < z'/3. Nous déduisons de (68) la décomposi-
tion
> Am)e(f(n)+ Bn) = So+ S — Sy + S,

n<x
avec

ZA n) + fn),

n<u
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S1="Y_ p(m)log(n)e(f(mn)+ fmn),

m<u
mn<z

Sy = Z p(ma)A(ms) e (f(mymaon) + Smymaon),

mi<u
mo<u
mimon<x

et
S3 = Z p(m)A(ny) e (f(mning) + fmninsg) .

u<m<x
u<ni<x
mning<e

Nous avons classiquement

So < u.
La somme S] peut étre traitée comme une somme de type I.
" dt
=" ) X e (flmn) + fmn) [
m<u n<:c/m 1
dt
= Z p(m / Z f(mn) + Bmn) — T
m<u t<n<z/m
1 |
< (logz) 3 maxx Z/ e (f(mn) + fmn)

< (logx) utgl;}}ﬂ(@ ‘ Z f(mn) + pmn) ’

En découpant la sommation en m suivant des intervalles dyadiques, et en employant la
Proposition 2, nous obtenons la majoration

Sy <zt D (log x)?.
Pour traiter Sz, nous posons m = myms de sorte que

S=3 (X wlm)A(ma)) D e (f(mn) + pmn) .

m<u2 m}nmiim mn<x
1S
mo<u

> pmi)A(ma) < > A(ms) =logm,

mimo=m ma|m
mi1<u
mo<u

De la majoration

nous déduisons que

Sy < (logu) Z‘ Z f(mn +ﬁmn)‘

m<u?2 n<z/m

< (S;+ Sip+u?) log

Z‘ Z (mn —i—ﬂmn)’

m<u n<aj/m

S = Z ) Z (mn —i—ﬁmn)‘

u<m<u? u<n<z/m

avec
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Nous traitons S; comme une somme de type I en découpant la sommation sur m suivant
des intervalles dyadiques et en appliquant la Proposition 2 :
Sy <zt (log x)2.

Nous traitons S7; comme une somme de type I1 : en découpant les sommations sur m
et n suivant des intervalles dyadiques il vient

Z Z b e (f(mn) + pmn)

M<m<2M N<n<2N
mn<z

Si1 < (log z)? sup

ou le supremum est pris sous les contraintes |a,,| < 1, |b,| < 1 pour tous entiers m et n,
M > wu, N > u, MN < z. En appliquant la Proposition 3 avec € = 3/10, nous avons donc

S < (log z)®at=Sas/10(f),
Ainsi
Sy < (log x)? (:clf"q(f) 4 pl€as0(f) | x9/10>.
Traitons enfin la somme Ss.

S3 = (logx) Z pu(m) Z <log

u<m<z/u u<n<z/m

Z A(nq ) f(mn) 4+ Bmn)

u<ni <
ninza=n

Z A(ny) < logn,

u<n1 <
nina2=n

Nous remarquons que

de sorte que I'on peut réécrire Sz sous la forme
S3 = (log x) Z Z bp e (f(mn) + pfmn)
u<m<z/u u<n<:1:/m

avec |a,,| < 1, |by] < 1 pour tous entiers m et n. En procédant comme pour S;;, nous
obtenons donc

93 K <log x)4x1_fq,3/1o(f)‘
Finalement, nous avons

ZA _|_ 571) < (log 13) < 1—rq(f) 4 I1*5q,3/10(f) 4 I1*9/10> < (log x)4x1*‘rq(f)’

nx

avec

() = min (), EgsoF). 75 )

10
i (553~ W) og 3 10°6)
i (555 =)oy 10 )

D’apres la majoration (43), on a pour tout f € F

1 /1 log 2 8a,(f)
7a(f) > min (20 (2 B 77q> logq’ 5¢%(q — 1) logq)'

Comme o,(f) < ¢(g — 1)/8, nous aboutissons a

To(f) = cqoq4(f),
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avec

. 1 . 2(%_7711)105%2 8
‘= qg—n ™ 51 " 5g1
q(q —1) 0g ¢ qlogq

ce qui fournit ’énoncé du théoreme 2.
De la méme maniere, lorsque f € Fy, nous obtenons grace a la majoration (44) et en
tenant du compte du fait que ||(¢ — 1)0]|* < 1/4,

7o(f) = ¢ ll(g = D)6l

avec

(%—ﬁq)logQ 2 >>0
Slogg " 5q(q+ V2 —1)%logq ’

Cq = m1n<

ce qui fournit I’énoncé du théoreme 1.

Nous remercions Guy Barat pour ses remarques pertinentes concernant ce travail.
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