FONCTIONS DIGITALES LE LONG DES NOMBRES
PREMIERS
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RESUME. Dans un travail récent [17] nous avons estimé des sommes d’ex-
ponentielles de la forme Z A(n)exp(2im(f(n) + Bn)), ou A désigne la

n<e
fonction de von Mangoldt, f une fonction digitale, et 5 un parameétre
réel. L'objet de ce travail est de montrer comment ces résultats per-
mettent d’étudier les propriétés statistiques des fonctions digitales res-
treintes a I’ensemble des nombres premiers.
ABSTRACT. In a recent work [17] we gave some estimations for exponen-

tial sums of the form Z A(n) exp(2in(f(n) + Bn)), where A denotes the
n<x

von Mangoldt function, f a digital function, and 3 a real parameter. The

aim of this work is to show how these results can be used to study the

statistical properties of digital functions along prime numbers.

1. INTRODUCTION

Dans tout cet article, ¢ désigne un nombre entier supérieur ou égal a 2.
Rappelons que tout entier strictement positif n admet un unique dévelop-
pement g-adique de la forme

(1) n:anqj, 0<n;<q¢g—1, n, >1
=0

Pour n = 0, on convient de poser v = 0 et nyg = 0. Conformément a ['usage,
on désigne pour tout 0 < k < ¢— 1 par | - |, la fonction comptant le nombre
d’apparitions du chiffre & dans le développement en base ¢, soit

In|k = #{0 <j <v|n; =k}

Dans la suite, nous notons P l’ensemble des nombres premiers et, pour
tout nombre réel z, e(x) = exp(2imx), ||x| la distance de x a I'entier relatif
le plus proche, 7(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a
x, et pour tout (a,m) € Z x N*, w(x;a, m) le nombre de nombres premiers
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inférieurs ou égaux a x congrus a a modulo m. Enfin nous désignons par A
la fonction de von Mangoldt définie pour tout nombre entier positif n par

A(n) = logp sin=p’avec p premier et ¢ > 1,
B 0  sinon,

et par ¢ la fonction indicatrice d’Euler.
Afin de détecter les congruences nous utiliserons la relation d’orthogo-
nalité classique : pour m € N* et (a,b) € Z?, on a

m—1 . .
1 jla —b) 1 sia=0bmodm,
2 - ASSENLC I
@) m jZO ¢ ( m ) {0 sinon.

Si f est une fonction a valeurs complexes et g une fonction a valeurs réelles
strictement positives, la notation f < g signifie que le rapport |f|/g est
borné.

Toutes les constantes, implicites ou explicites, intervenant dans cet article
peuvent dépendre de la base de numération q.

1.1. Fonctions ¢-additives et fonctions digitales.

La notion de fonction ¢g-additive a été introduite indépendamment par
Bellman et Shapiro [2] et Gelfond [12]. Il s’agit des fonctions f : N — R qui
vérifient pour tout (a,b,j) € N> tel que 0 < b < ¢ :

flag’ +b) = flag’) + f(b).

Une fonction g-additive vérifie donc nécessairement f(0) = 0. Lorsque 'on
a de plus f(ag’) = f(a) pour tout (a,j) € N? on dit que la fonction f
est fortement g-additive. Si f est fortement g-additive alors on a pour tout
nombre entier positif n vérifiant (1) :

(3) PO nid) = X S = > Fk) Ik,

(/AN 7 0y<sv 1<k<q

de sorte que f est completement déterminée par ses valeurs f(k) pour 1 <
k < q. Réciproquement, toute fonction de la forme f(n) = >, .., cx|nlx
est fortement g-additive. Par contre on remarquera que la fonction |- |o n’est
pas fortement g-additive.

Notation 1. On note F l’ensemble des fonctions f : N — R définies pour
tout nombre entier positif n par

(4) Fo) =3 alnls.

0<k<q
avec (ap, g, ..., 04-1) € RL

Drmota et Mauduit ont étudié dans [9] certaines propriétés statistiques
de ces fonctions, appelées fonctions digitales et 'objet de ce travail est de
montrer comment les résultats obtenus dans [17] permettent d’étudier les
propriétés statistiques de la restriction de ces fonctions a l’ensemble des
nombres premiers.
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1.2. Recherche de nombres premiers dans une suite automatique.
Les théoremes 3 et 5 présentées dans le paragraphe 6 concernent la recherche
de nombres premiers dans une suite reconnaissable par un ¢g-automate fini
(voir [10, chapitre 5] pour cette notion). En effet il est facile de vérifier que
lorsque g est une fonction digitale a valeurs entieres alors, pour tous nombres
entiers a € Z et m > 2, la suite formée des nombres entiers n tels que g(n) =
a mod m est reconnaissable par un g-automate fini. Lorsque g est la fonction
somme des chiffres, ce probleme a été entierement résolu par Mauduit et
Rivat dans [19], répondant ainsi & une question due a Gelfond ([12]). Ils ont
donné dans [20] une méthode assez générale permettant de traiter le cas des
automates de Rudin-Shapiro généralisés et Drmota a montré dans [8] que
cette méthode permet de traiter le cas d’une famille assez large d’automates
finis (automates inversibles).

La recherche de nombres premiers dans une suite reconnaissable par un
g-automate fini quelconque est un probleme en général extréemement diffi-
cile. Par exemple les suites (2" 4 1),en et (2" — 1),en sont chacune recon-
naissable par un 2-automate fini et les problemes associés correspondent
respectivement a la recherche de nombres premiers de Fermat et de Mer-
senne. Lorsque u est une suite reconnaissable par un g-automate fini irré-
ductible (c’est-a-dire dont le graphe de I'automate est fortement connexe)
il résulte d'une remarque de Fouvry et Mauduit [11] que la suite u contient
une infinité de nombres presque premiers. Mais le probleme de la recherche
de nombres presque premiers dans une suite automatique quelconque est lui
aussi largement ouvert (voir [4], [5] et [3] pour le cas particulier des nombres
ellipséphiques).

2. RESULTATS

Dans [17], nous avons étudié les sommes d’exponentielles le long des
nombres premiers associées aux fonctions digitales. Nous reformulons les
théorémes 1 et 2 de [17] sous la forme suivante *.

Théoreme A. [] existe cq > 0 tel que ['on a uniformément pour tout q-uplet
(a0, ag1) ERY, f=3"0 i ol [k, et pour tous x > 2, B €R,

(5) ZA(TL> e (f(n) —+ ﬂn) < (lOg x)4331760H(q*l)(alfozo)\\z’
et
(6) > A(n)e (f(n) + Bn) < (logz)z' 0ol
ol
7lf) = 1ip lloi — j — (i = J)ll*
0<j<i<q

1. Le théoréme 1 de [17] n’est énoncé que pour des fonctions digitales appartenant
a une certaine sous-classe Fy de F. Un examen de la preuve de ce théoreme permet de
constater que cette restriction n’est pas nécessaire.
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Signalons que la constante ¢, qui dépend de ¢, peut étre explicitée en
reprenant les démontrations des théoremes 1 et 2 de [17].

Dans cet article, nous étudions la répartition sur P des fonctions digitales
a valeurs entieres, c’est-a-dire des fonctions g : N — Z de la forme

g(n) = Y aglnls,
0<k<q
avec (ag,...,aq-1) € Z9. 11 est difficile de fournir des énoncés tout a la
fois directement utilisables et valables en toute généralité pour de telles
fonctions. Aussi allons-nous concentrer notre étude sur la classe F*1 des
fonctions digitales a valeurs entieres vérifiant les conditions

(7) ap = 0 et pged(ay, ..., a.-1) =1

(Nous convenons maintenant et dans la suite que le pged d’un seul nombre
entier a est égal a |a|.) Ce faisant nous ne restreignons pas la généralité
car il est toujours possible de déduire le comportement d’une fonction digi-
tale & valeurs entieres de celui d’une fonction de F*. Nous illustrerons ce
propos dans le paragraphe 6.4 et discuterons certains exemples dans le cas
de I'étude de la répartition des valeurs de (g(p)),ep dans les progressions
arithmétiques.

Soit g = > peq @l - Ik € FF, (@, B) € R? Dans ce cas particulier, le

théoreme A fournit une majoration non triviale de

> Aln)e(ag(n) + fn)

n<x
si et seulement si

2

(C) oq(ag) + [l(q = Daral|” > 0,
Le lemme 1 de [17] montre que la condition (C) est équivalente a la condition

les nombres 0, aay, . . ., aaqg—1 ne constituent pas une progres-
ston arithmétique modulo 1 dont la raison est un multiple
entier de 1/(q —1).

Ces deux conditions équivalentes sont peu maniables et notre premier objec-
tif dans ce travail est d’obtenir une condition équivalente qui I’est davantage.
A cet effet nous introduisons la quantité suivante.

Définition 1. Si g € F+, on appelle entier caractéristique de g le nombre

(8) dg = pged (a2 — 2ay, ..., ag1— (¢ —1)a,q—1).
En particulier pour tout k € {1,...,n},
(9) ay = kay mod d,.

ce qui par g-additivité de g entraine que pour tout n € N,
g(n) = ¢g(1)n mod d,.

Remarquons d’apres la condition (7), on a

(10) pged(g(1), dg) = pged(ar, dg) = 1.



Lemme 1. Pour g=73 . akx| | € F* et « € R, on a l'équivalence
(11) (C) & dya ¢ Z.

Pour g € F., nous introduisons la quantité

(12) Kg = dz (((q - 1)@1)2 + Z (ar — ka1)2> :

2<k<q

Remarquons que k4 est strictement positive puisque g est non nulle. Nous
définissons également la constante

_ 1 i@ 1/ ala-D\
S SV (RS VEESY (2’2(4* g ))“"

Dans le paragraphe 4 nous démontrons le théoreme suivant, dont I'intéréet est
de fournir une majoration dont ’exposant de x est completement explicite
en fonction de «a, ce qui nous permettra d’obtenir plusieurs applications
arithmétiques.

Théoréme 1. Pour g € F*, (o, ) €R?*, > 2, ona
(14> Ze (ag(p) + ﬁp) < (10g :U)gq;lfcl”g”dgaHQ’

psT

ot la constante implicite ne dépend que de q.

Remarque 1. Le lemme 1 garantit que le théoréeme 1 résume a lui seul
linformation qualitative contenue dans les deux estimations du théoréme

A.

2.1. Propriétés statistiques de suites arithmétiques.

De nombreux travaux concernent ’étude des propriétés statistiques des
suites de nombres entiers u = (u,)neny définie par un algorithme « simple
» (cf. [23]). En particulier I’étude précise des sommes d’exponentielles as-
sociées a ces suites permet d’étudier la répartition modulo 1 de la suite
(Up@)pen lorsque a € R\ Q ainsi que la répartition dans les progressions
arithmétiques de la suite u (voir par exemple [18] pour le cas des suites
reconnaissables par un g-automate fini). Dans ce travail nous nous intéres-
sons a 1’étude beaucoup plus délicate des propriétés statistiques des suites
extraites le long des nombres premiers d’une telle suite u. Lorsque u, = n
la répartition dans les progressions arithmétiques de la suite (p),ep a été
étudiée par Hadamard et de la Vallée Poussin dans [13] et [7] et la réparti-
tion modulo 1 de la suite (ap)yep pour o € R\ Q par Vinogradov dans [24]
(voir également [1, théoreme 9.12] et [15, théoreme 21.3]) :

Théoréme B (Hadamard et de la Vallée Poussin). Si (a,m) € Z x N*
vérifie (a,m) =1, alors
. 1 T
m(x;a,m) ~ om) Togz
Théoréme C (Vinogradov). Si o € R\ Q alors la suite (ap)yep est équi-
répartie modulo 1.
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Dans le paragraphe 5 nous étudions I’équipartition modulo 1 de la suite
(ag(p))pep et nous généralisons le théoreme 2 de [19].

L’objet du paragraphe 6.1 est d’étudier, pour b € Z, m € N*, g € F+, le
comportement asymptotique de la quantité card{p < z|g(p) =b mod m}
lorsque * — o0, et donc de généraliser le théoreme 3 de [19]. Dans les
paragraphes 6.2 et 6.3 nous généralisons les théoremes B et C au cas de
la suite u constituée des nombres entiers n tels que g(n) = b mod m, ou
g € F'. Dans le paragraphe 6.4 nous expliquons comment ’étude de la
répartition d'une fonction digitale a valeurs entieres quelconque dans les
progressions arithmétiques se ramene au cas des fonctions de F+.

2.2. Probleme de Goldbach ternaire. Vinogradov a démontré le théo-
reme suivant, qui implique que tout entier impair assez grand est la somme
de trois nombres premiers (voir [24] ou [6, chapitre 26]).

Théoréme D (Vinogradov). Pour tout réel A > 0 et tout entier N > 2,

on a
2

R(N):= Y A(m)A(n2)A(ns) = %6(1\7)]\[2 T OA(W)

n1,n2,n3
ni+ng+nz=N

o0 =I1(- ) I (- )

Lorsque N est un entier impair, on a S(N) > 1, de sorte que R(N) > N?
pour tout entier N impair suffisamment grand.

avec

L’objet du paragraphe 7 est de généraliser le théoreme D en imposant
des conditions digitales aux entiers ny, ny et ng.

3. PREUVE DU LEMME 1

Posons d = d, et supposons tout d’abord que do est un nombre en-
tier. En multipliant la relation (9) par «, nous obtenons directement que
0,aay,...,aa, 1 constituent une suite arithmétique modulo 1 de raison a;cv.
Comme da € Z et d | ¢ — 1, nous avons (¢ — 1)aya € Z.

Supposons réciproquement qu’il existe ¢ € Z tel que pour tout k €

{1,...,q— 1},
14
aap = k—— mod 1.
qg—1
Cela entraine que a € Q. Posons a = r/s avec pged(r,s) = 1. On a donc
pour tout k € {1,...,q— 1},
r 14
15 —ap = k—— d1.
(15) o 1 mo
En multipliant (15) par s, on obtient s | (¢ — 1)ray, et il résulte du lemme
de Gauss, que pour tout k € {1,...,n}

(16) s |ak(qg—1).
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La condition pged(ay, ..., a;) = 1 entraine, d’apres le théoréeme de Bezout,
'existence d'un uplet (uy,...,u,—1) € Z? tel que
(17) ajuy + -+ Ag—1Ug—1 = 1,

Nous déduisons directement de (17) et (16) que s divise ¢ — 1. La relation
(15) prise pour k = 1 montre que (¢ — 1)/s divise ¢. Il existe donc t € Z tel
que ¢ = t(q — 1)/s. En insérant cette identité dans (15) et en multipliant
par s, nous obtenons

ray = kt mod s.

Et comme pged(r, s) = 1, il suit
ar = kt' mod s,

avec t' € Z. Nous en déduisons que pour tout k € {1,...,q— 1},
ar = ka; mod s.

En conséquence s divise ay — ka; pour tout k € {1,...,¢ — 1}. Comme de
plus s divise ¢ — 1, s divise d. Finalement doa = dr/s appartient a Z.

Remarque 2. Le lemme 5 établi dans le paragraphe 4 fournit directement

une autre démonstration de l'implication dya ¢ Z = (C) du lemme 1.

4. PREUVE DU THEOREME 1

La proposition suivante est une conséquence rapide du théoreme A.

Proposition 1. On a pour g =}, ., ak| - [k avec (a1,...,a4-1) € VAR
(a,8) e R?, = > 2,
(18) Z e (ag(p) + Bp) < (logz)3gt—e2mal@9)
p<zT
avec
(19) 7y(a, 9) = 0(ag) + [l(g = Darar|)*,
et

e 1 (1 q(g—1) !
cg—m1n<2,2(4+ 3 .

La constante implicite dans (18) ne dépend que de q.

Démonstration. On applique le théoreme A pour f = ag, ce qui donne pour

(o, B) € R?,

S~ A(n)e(ag(n) + fn) < (loga)iz'-eol@Daal”

n<x
et
Z A(n)e(ag(n) + An) < (logz)*z!~c07al@9),

n<x
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Nous déduisons de ces deux majorations que

ZA n) + An) < (logx)tz'" 2 (04(ag)+l(g-Dara]?)

n<x

(10g$)4 1—co(og(ag)+|(g— 1)a1aH)

Notons que
¢ (04(ag) + I(g = Daral|*) < 1/2,

puisque ||(g — 1)aja® < 1/4 et o,(ag) < q(g — 1)/8. Maintenant une inté-
gration par parties standard fournit la majoration

max ZA )+ Bn)| + Vo

g]j t<x

> _elag(p) + Bp) < 7

PST
< (logx)3x1—02(Uq(ag)+\\(q—1)a1a|| ) T
< (log z)3z! e (sl @—Daral®)
ce qui correspond au résultat souhaité. 0

La suite de cette section consiste a montrer que pour g € F,

1
2 R P (P ey

Compte tenu de (18), cela fournira directement le théoréme 1.

2
Ry [|dgarl|”

Nous aurons besoin d’un raffinement du lemme de Bézout.

Lemme 2. Pourn € N, n > 2 et (by,...,b,) € Z", il existe (k1,...,k,) €
7" tel que :
k’lbl —+ 4 knbn = ngd(bl, Ce 7bn)7
D1]2 + -+ - + by |?
ngd(bla s 7bn>2

Démonstration. Ce résultat est certainement classique mais en 1’absence
de référence nous en donnons une preuve directe. On peut supposer que
pged(by, ..., b,) = 1et 1 < by < -+ < by, Le théoréme de Bezout four-
nit Uexistence de (ki,...,k,) € Z" tel que kiby + --- + k,b, = 1. Dans la
suite de cette démonstration nous notons (- | -) le produit scalaire canonique
de R™, || - ||2 la norme euclidienne associée et (e;)1<j<n les vecteurs de la
base canonique de R". Posons pour 1 < j < n —1, u; = bj;1e; — bjej ;.
Notons P le projeté orthogonal de l'origine O de R™ sur I'hyperplan af-
fine H passant par My = (ki,...,k,) et de direction V = {(zy,...,2,) €
Rn, bl.Tl +-- +bn$n = 0} = Vect(uj)lgjgn_l. Il existe (61, e 7€n—1) € Zn_l
et (e1,...,6,1) € [—1/2,1/2]"7 tels que

k44 ki <

M ? = (61 + 81)111 + -+ (fn_1 + En_l)un_l.

Le point M défini par MO = ftiuy + -+ ¥{,_1u,_; a des coordonnées
(my,...,m,) € Z" vérifiant mib; + --- + myb, = 1. On a ||Mﬁ||§ =



Z;L 11 ?”uJ”Q + 223 1 €5€j+1 (u; | wj41) done
n—1 — n
——}g 1 1
IMP5 < Z b2+b?+1)+122bjbj+2 < Zbi—z(b%+bi)
j=1 j=1 j=1
—
(car 2b;b; 5 < b2 + b2,,). Comme [|OM][2 = |OP|2 + | MP2, on obtient

<
im? < (ib?)_l +§n:b§. = }l(bf +12) < ib?,
=1 =1 =1 j=1

la derniere inégalité résultant du fait que )7, 2>2etbf+02>2 O

Rappelons que la fonction  — ||z||, qui & tout nombre réel z associe la
distance de x a Uentier relatif le plus proche, vérifie pour tout (u,v) € R?

(21) [+ o < flull + o]l
et que 'on peut en déduire par récurrence que pour tout u € Ret k € Z
(22) [kull < (k[ lu] -

Nous aurons également besoin des inégalités suivantes.

Lemme 3. i) Pour n € N*, (ky,...,k,) € Z", et (uy,...,u,) € R", on a

n 2 n n
(23) Hzmj < (Zkﬁ) <Z||uj||2).
j=1 j=1 j=1
i) Pourn € N, n > 2, (by,...,b,) € Z"\ {(0,...,0)}, et « € R, on a

(24) waW>(§yﬁ paed(by, - b)? ped(br, . bo)al
k=1

Démonstration. i) Les inégalités (21) et (22) permettent d’écrire

n n
| > k| < 3 Ikt s,
j=1 j=1

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne (23).
ii) D’apres le lemme 2, il existe (kq,...,k,) € Z" tel que

klbl + o+ knbn — ngd(bh ceey bn)

et

n

1
25 k2 < b3
(25) Z 77 peged(by, . .. Z

Jj=1

L’inégalité (23) avec u; = ab; et I'inégalité (25) condmsent bien a (24). O
Nous donnons a présent une minoration de la quantité o,(f).
Lemme 4. Pour (ay,. .. aq,l) ERY f =2 gcheql |k, on a

og(f) = Z lae — o — k(ar — )|

2<k<q

(q—1>(q—1
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Démonstration. Si ¢ = 2, la minoration est triviale. On peut donc supposer
q = 3. Soit tg un nombre réel pour lequel

. . 2
o) =D loi—a;— (i — j)tol*.
0<g<i<q
On a par conséquent,

0o(f) = Y llew — ag = kto||* + lar — g — to|*

2<k<q

1
z — Z ([loe — g — ktol|* + llax — ap — t0H2) ;

q- 2<k<q

En employant, pour chaque valeur de k € {2,...,¢—1}, 'inégalité (23) avec

n =2 u = ap—ay— ktg, us = oy — g —to, k1 = 1, ks = —k, on aboutit a
1 |y — g — k(oq — o) ||
Jq(f) 2 Z 2 Y
qg—1 ot k?+1
ce qui permet directement de conclure. O

Nous sommes maintenant en mesure d’établir I'inégalité (20).

Lemme 5. Pourg € F©, a € R on a
1
(¢—D((¢—1)+1)

ot d, et K sont définis respectivement en (8) et (12).

(26)  oy(ag) + (g — Daral® > g lldgall”,

Démonstration. Posons ¢z = ((¢ — 1)((g — 1)* + 1))71. Si g = 2, alors
c3 = 1/2, et la condition (7) entraine a; = 1, d, = 1 et kK, = 1. L’inégalité
(26) est donc bien satisfaite.

Supposons a présent ¢ > 3 et posons D = pged(az — 2aq,...,a,-1 —
(¢ — 1)ay). Compte-tenu de I'hypothese (7), les entiers a; et D ne peuvent
étre simultanément nuls. De plus leur pged divise tous les entiers a, pour
ke {l,...,q— 1} qui sont premiers entre eux. On a donc pged(as, D) = 1.
D’apres le lemme 4, on a

oglag) = es Y l(ax — kar)al®.
2<k<q

On a donc, puisque c3 < 1,

(g = Dara||* + o4(ag) = cs <H(q — Daral*+ > [l(ax — kal)aH2> -
2<k<q
L’inégalité (24) appliquée avec by = a;(¢—1) et by = ar—ka; pour 2 < k < g,
ainsi que l'associativité du pged donnent bien I'inégalité souhaitée puisque
pged(D, ai(g — 1)) = pged(D, ¢ — 1) = d,. O

Le théoreme 1 se déduit immédiatement de la proposition 1 et du lemme
5.
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5. EQUIREPARTITION MODULO 1 DE LA SUITE (ag(p))pep

Rappelons qu’une suite (u,),en de nombres réels est équirépartie modulo
1 si pour tout intervalle I inclus dans [0; 1], on a
1
(27) lim = gy, yer = |11,

T—00 I
n<e

ou |I| désigne la longueur de I'intervalle I. Selon le critere de Weyl (cf. par
exemple [16, théoreme 2.1]), ceci est équivalent a dire que pour tout entier
h non nul,

Ze(hun) =o(z) (z— 00).

nlx
Le résultat suivant généralise le théoreme 2 de [19] concernant 1’équirépar-
tition modulo 1 de la suite (as,(p))yep. Dans cette situation, il n’est pas
nécessaire de se restreindre a g € FT.

Théoreme 2. Soit g = 3, axl - [x avec ay, € Z pour tout 0 < k < q,
et « € R. Si la suite ag, ..., a1 est constante alors la suite (ag(p))pep
n'est pas équirépartie modulo 1. Dans le cas contraire la suite (ag(p))pep
est équirépartie modulo 1 si et seulement si « € R\ Q.

Démonstration. Supposons tout d’abord que ay = a1 = -+ = a4_;1. Etant
donné a € R, supposons par absurde que la suite (ag(p)),ep est équiré-
partie modulo 1 : d’apres le critere de Weyl, on a

LS e(ag(p) = o(1) (= o0),

m(z) &=
et donc, pour j € N*,
> el(aglp) =o(x(¢)) (j— o0).
¢ 1<p<g

Par ailleurs,

> elagm) = X e(aa UZ?;D

qi~<p<qd ¢I~1<p<g?
= e(aagj)(n(¢’) — m(¢’")) + O(1).
Comme e(aagj) # 0, on obtient ainsi
m(¢’) —7(¢™)
()
une contradiction puisque le théoreme des nombres premiers fournit

7(¢?) — (g7t 1
g 7@ —mle) 1

= (gl q
Traitons a présent le cas ol la suite ao, . .., a,—1 n’est pas constante. Si o est
rationnel, alors la suite (ag(p)),ep ne comporte qu'un nombre fini de termes
modulo 1 et n’est donc pas équirépartie modulo 1. Etant donné o € R\ Q et

h € Z*, supposons par 'absurde que haay, . .., haa,—; est une progression

=o(1) (j = o0),
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arithmétique modulo 1 de raison £/(q — 1) avec £ € Z. Si j est tel que
a; # ag, comme
gl
ha(a; — ap) = —— mod 1,
qg—1
on aboutit & ha € Q ce qui est absurde. Donc (haao,...,haa,—1) n'est
pas une progression arithmétique modulo 1 dont la raison est un multiple
entier de 1/(¢—1). Donc la quantité 7,(ah, g) définie en (19) est strictement

positive. En employant la proposition 1, on obtient directement
Ze (ahg(p)) = o(n(z)) (h€Z' x— 0).
pszT

La conclusion résulte alors du critere de Weyl. U

6. PROPRIETES STATISTIQUES DE LA SUITE DES NOMBRES PREMIERS p
TELS QUE ¢(p) = bmod m

Soit g € F et m > 2 un nombre entier. Nous allons voir que la réparti-
tion de (g(p))pep dans les progressions arithmétiques modulo m dépend de
I’entier

(28) Tm,g = Pged(dy, m).
Comme 7, 4 | dg, on a pour tout n € Z,
(29) g(n) = g(1)n mod 7y, 4.

Par ailleurs observons que 7, , = 1 des que pged(m,q — 1) = 1. De plus,
d’apres la relation (10), nous avons

(30) pgcd(g(l),rmﬂ) =1.

Dans ce qui suit, nous posons

J={0<j<m—1,——|j},
(31) T'm.g
Jo=1{0,1,...,m—1}\ J,.

Rappelons les définitions de x, et ¢; respectivement en (12) et (13).

Lemme 6. Pourm >2, g€ Ft, r=rp, SER, 22, ona

2 e (%g(p) + ﬁp)

X

max < <10g ]})3ZL’1_61H9T2/m2.

JE€J2

La constante implicite ne dépend que de q.

Démonstration. Soit j € J. Notons d = d,. D’apres le théoreme 1, on a

j —c1kq||dj/ml||?
Ze (Eg(p) + 5]9) < (log x)ggjl glldi/m| )

pszT
Posons m' = m = Tetd = m. Comme pged(m’,d") = 1, la

condition m’ 1 j entraine que
1

Idj/m| = [ld'j/m'l| = —=.
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ce qui donne bien la majoration souhaitée. (I

6.1. Répartition dans les progressions arithmétiques de (g(p))yep
pour g € F'. Le résultat suivant généralise le théoreme 3 de [19]. Nous
emploierons la notation suivante : lorsque k est un nombre entier supérieur
ou égal a 2 et a un nombre entier inversible modulo k, on note ix(a) I'unique
entier b € {1,...,k — 1} tel que ab =1 mod k.

Théoréme 3. Pourm >2, g€ F', r="rpy s=1.(9(1)), b€ Z, v > 2,
on a
card{p < z, g(p) = b mod m}
(32) 0oul sipged(b,r)>1,
B {%W(CE; bs,r) + O((log w)?’xl_cl’*gﬂ/”ﬂ) sinon,

et la constante implicite ne dépend que de q.

Démonstration. D’apres les relations (29) et (30), on a les inclusions d’en-
sembles

{p <2, g(p) =bmod m} C {p<x g(p) =bmodr}
C{p < g(1)p=>bmodr}
(33)
C{p<z, p=bsmodr}
C {p < x, pged(b,r) | p},

ce qui implique que 'ensemble {p < z, g(p) = b mod m} contient au plus
un élément des que pged(b,r) > 1. Supposons a présent que pged(b, r) = 1.
Nous pouvons écrire la décomposition

card{p < z, g(p) = bmod m} = S; + 5
avec
1 J 1 J
S=— Z D e (E(g(p) - b)) et Sp=— Z D e (E(g(p) - b))-
Jje1 psw Jje€J2 psT
D’apres le lemme 6, on a
SZ < (log m)Sl_l—cmgﬂ/nﬂ'
Tout entier j € J; est de la forme j = um/r avec 0 < u < r, d’on
Si=230 3 (Mot )
L= S , g\p .
p<z 0<u<r
D’apres les relations (29) et (2), on obtient

51 = %Z Z € (;(9(1)17 - b)) = % Z 1= %W(z; bs,r),

p<e 0<u<r p<x
g(l)p=bmod r

et la preuve est achevée. Il
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6.2. Théoréme de Vinogradov avec condition digitale. Soit g € F.
Au vu du théoreme 3, la suite des nombres premiers satisfaisant a une
relation du type g(p) = b mod m ne comporte un nombre infini de termes
que si pged(b,r) =1, avec 1 = 1y, 4.

Théoréme 4. Soientm > 2,9 € Ft,r =1y, b€ Z tel que pged(b,r) =1
et a € R. La suite u = (pOé)pe'p“q(p):b mod m €St équirépartie modulo 1 si et
seulement st a est un nombre irrationnel.

Démonstration. Si « est un nombre rationnel, la suite u ne prend qu’un
nombre fini de valeurs modulo 1 et n’est donc pas équirépartie modulo 1.
Supposons réciproquement que « est irrationnel. D’apres le critere de Weyl,
il suffit de prouver que pour tout h € Z*,

(34) ! Z e(hap) =o(1) (z — o0).

card{p < z, g(p) = b mod m}

P
g(p)=b mod m

La condition pged(b, ) = 1 entraine, en vertu du théoréme 3 et du théoreme
B

(35) card{p < z, g(p) = b mod m} >, , m(x).

Par ailleurs,

‘ hap’—‘—zz ( —b)+hap>‘

pgx 7=0 p<Lz
g(p)=bmod m
< S (Lo +nap) |+ 373 e (Lotw) + hap)|
jeJ1 p<z J€J2 p<T

D’apres le lemme 6, on a
- Z ‘ Z ( + h&p)) < (IOg :L‘)SZEI_CIKHTQ/mQ.
J€J2 psT

Par ailleurs, si j € J; alors j = um/r avec 0 < u < r et d’apres (29)

S (Lgtp) + hap) = S e (Lolr) + hop)

PST p<z
u
= Z e (—g(l)p + hap)
p<zT r
1
Y (p(ug< L ha)).
pP<T
Comme « est un nombre irrationnel, le nombre “£~ ) + ha Dest également.

Donc d’apres le critere de Weyl et le théoreme C, on a

(36) Ze (p(%(l) + hoz)) =o(m(z)) (z — o0),

psT
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et par suite,
1 J
(37) - Z ‘ Ze (Eg(p) + hap)’ =o(n(z)) (z — o0).
jes1 psz
Finalement nous avons
1 J

(38) . Z ‘ Ze (Eg(p) + hozp)’ =o(n(z)) (z — o0),

0<j<m  p<z
et compte tenu de (35), nous obtenons bien la relation (34). O

6.3. Théoreme d’Hadamard-de la Vallée Poussin avec condition
digitale. Nous aurons 'usage du théoreme des restes chinois sous la forme

Lemme 7. Pour tous (ay,as) € Z*, (n1,na) € (Z*)?, le systéme d’équations

{xzal mod ny

T = ag mod ng

admet une solution si et seulement si a; = ag mod pged(ng, ny). Dans ce
cas, la solution est unique modulo ppcm(ny, ng).

Démonstration. Voir par exemple [22], ou [21] théoreme 2.9. O

Théoréme 5. Pour m > 2, g € F', 1 = g, s = i,(9(1)), k > 2
(0,b) €Z?, v =2, on a

)

card{p < z, p = ¢ mod k, g(p) = b mod m}

(39) 0 si £ # bs mod pged(k,r)
- L7 (z;v, ppem(k, 7)) + O((log :1:)3.2E1_01“9T2/m2> sinon,

ou v est une solution du systéme

v=/{mod k
v = bs mod r,
et la constante implicite ne dépend que de q. En particulier, lorsque r =1,
on a
card{p < x, p = ¢ mod k, g(p) = b mod m}
G O((log z)?at-eror*/?).
m

Démonstration. Notons tout d’abord que d’apres (29) et (30),

{p<z,p=Lmodk, g(p) =bmod m}
C{p<z,p=Llmodk, g(p) =bmod r}
C{p<z,p=Lmodk, g(1)p=bmod r}
<

C{p<z,p=Llmodk, p=bsmodr},
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ce qui, d’apres le lemme 7, regle le cas ¢ # bs mod pged(k, ). Supposons a
présent que 'on a ¢ = bs mod pged(k, ). Nous avons

card{p < x, p =¢ mod k, g(p) = b mod m}

:% >, e(%(g(p)—b»

0<j<m  psz
p={¢ mod k

- Sl + O(SQ)

avec

51:%2 > e(%(g(p)—b))

jeJ P

p=¢ mod k
=3 X o)
2 m mgp .

JjE€J2 p<T

p=¢ mod k

Lorsque j € Js, on a d’apres le lemme 6

J 1 J n
| Y ()| <k [T+ )
p<Lx m k on<k p<z m k
p=¢ mod k
< (10g x)?:xl—clng'rQ/mQ’
et par suite,
Sy < (log z)3gi=crrar/m?,
Par ailleurs,

51—% > Y e(Gemp-n) == > 1== 3 1

p<z  O<u<lr p<T p<T
p={¢ mod k p={ mod k p=¢ mod k
g(1)p=b mod r p=bs mod r

ce qui, compte-tenu du lemme 7 et de la définition de v, fournit bien le
résultat escompté. Il

6.4. Répartition d’une fonction digitale dans les progressions arith-
métiques. Dans ce paragraphe nous montrons comment étudier la répar-
tition de (g(p))pep dans les progressions arithmétiques lorsque g est une
fonction digitale a valeurs entieres quelconque. Nous allons voir qu’il est
toujours possible de se ramener au cas ou g € F*t et donc d’employer le
théoreme 3.

En effet si g est non nulle et fortement g-additive donc de la forme

g= Z ak‘ : ‘ka
1<k<q
on peut introduire 4 le plus grand diviseur commun des entiers ay, . .., aq—1
puis la fonction g définie par g = dg. Les coefficients g(1) = ay, ..., g(¢g—1) =
a,—1 sont premiers dans leur ensemble, et donc g € F'. Par ailleurs, la
relation de congruence g(p) = b mod m est équivalente a une relation du
type g(p) = b mod 7 avec m, b € Z.
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Plus généralement, si g est une fonction de la forme
g= Z a/k‘| ' |k‘7
0<k<q
on peut introduire la fonction gy fortement g-additive définie par
9= (ax—ag)l - s,
1<k<q

et on a alors
g9(n) = ao(|nlo + - + |nfg-1) + go(n)
— ao(Llog, n] +1) + gon).
Et en se ramenant au cas précédent, on peut évaluer le nombre de nombres
premiers p d'un intervalle de la forme ¢!, ¢/[ satisfaisant & g(p) = b mod
m. En effet, avec ces notations,
(40) card{¢’ ' <p < ¢, g(p) = bmod m}
=card{¢" ' <p < ¢, go(p) = b — apj mod m}.
Suivant les valeurs de j, la quantité (40) peut valoir 0, 1 ou alors approxi-
mativement C(7(¢7) —m(¢’~")) ot C est une constante strictement positive
qui ne dépend ni de 7, ni de b. De sorte qu’il existe des cas pour lesquels la
limite )
lim —— card{p < z, = bmod m
iy crdlp <@ g(p) }

existe, d’autres pour lesquels elle n’existe pas. A titre d’illustration, nous
présentons trois exemples.

(1) Lorsque ¢ > 2, m € N* et g(n) = |n|o, on a pour j € N* b € Z,

q] 1 < x < q.j
q—1
{7 <p<ax gp)=bmodm} ={¢ ' <p<z Y |pl=j—bmodm}
k=1
Comme l'entier caractéristique d de la fonction go : n +— |nfy +--- +

|n|,—1 vaut toujours 1 quelque soit la base ¢, on a r =1y, , =1 et le
théoreme 3 fournit 1’estimation

card{¢’ ' < p <z, g(p) = b mod m}

— .771 2
_ W(x) W(q ) + O(aogx)?)mlfclﬁgo/m )7

m
et cela entraine que pour tout ¢ > 2, m > 2 et b € Z,
1 1
lim —— = b mod = —.
A ){p T, [plo = bmod m} = —

(2) Lorsque ¢ = 3, m =4, g(n) = 2|n|o + 3|n|1 + 2|n|2, on a pour j € N*,
7 i< <,

{7 <p<w glp)=1mod4} = {7 <p<w,[ph =1—2jmod 4}.
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L’entier caractéristique de la fonction gy : n — |n|; en base 3 vaut
d = 2, et donc 744, = 2. Donc en appliquant le théoreme 3, nous
obtenons pour tout j € N*,

card{¢’ "' <p <, g(p) = 1 mod 4}

_ () —27T<qj_1> n O((log z)%lfcmgo/z;)

et ainsi,

) 1 1
Jim @) card{p <z, 2|plo + 3[pl + 2[p|> = 1 mod 4} = .

(3) Toujours avec ¢ = 3, m = 4, on a maintenant pour g(n) = |n|y +
2nfy +|nlz, j €N @7 <o < ¢,

{¢ ' <p<z gp)=1mod4} ={¢ " <p <z, |ph =1-jmod4}.

On retrouve la fonction gy : n — |n|; de 'exemple précédent, et le
théoreme 3 fournit
card{¢’ ' < p <z, g(p) =1 mod 4}
(41) 0 ou 1 si j est impair,
- {—ﬂ(m)g(qj_l) + O((log :U)gxl_cl“go/“) sinon,

de sorte que la quantité

1
card{p < z, |plo + 2|p|1 + |p]2 = 1 mod 4}
m(x)

n’a pas de limite lorsque x — oo.

7. PROBLEME DE GOLDBACH TERNAIRE AVEC CONDITIONS DIGITALES

Dans ce qui suit, nous considérons pour ¢ € {1,2,3} une base de numé-
ration entiere ¢; > 2 ainsi qu’une fonction g; fortement g-additive non nulle,
donc de la forme

(42)  gi(n)= Y awlnl (ax € Zpourie{1,2,3},1<k<q),

1<k<q;

ol |nli désigne le nombre d’occurrences du chiffre k& dans le développe-
ment en base ¢; de n. On suppose également que pour chaque i € {1, 2, 3},
pged(ait, - - -, @i(q,—1)) = 1. Pour chaque i € {1,2,3}, nous considérons un
entier m; > 2.

Rappelons la définition de 'entier 7, 4 en (28). Afin d’énoncer un résultat
clair, nous faisons également I'hypothese dans ce qui suit que les entiers
Ti = Tm,g (1 = 1,2,3) sont tous égaux a 1. C’est notamment le cas des que
pged(m;, g — 1) = 1 pour tout i € {1,2,3}.

Rappelons la notation R(N) employée dans le théoreme D. Usant de la
notation x pour désigner un triplet (zy, x9, z3), nous introduisons pour tout
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b e Z3
n14ns bna=N

gi(ni)=b; mod m;,i€{1,2,3}
Théoreme 6. Sous ces hypotheses, il existe jiqmg > 0 tel que pour N = 2,
R(N)

miymsains

R(N,q,m,b) = +O((log N)* N*Hams),

ot la constante implicite ne dépend que de q. En particulier, il existe un
entier Ny dépendant de q, m et g tel que tout entier impair N > Ny s’écrit
sous la forme

(44) N =pi+ps+ps avec gi(p;) = b mod m; pouri € {1,2,3},
ol p1, P2 et pg sont des nombres premiers.

Remarque 3. Il est possible de s’affranchir de ’hypothese faite sur les en-
tiers caractéristiques ri,r9, 13 et, sous les conditions pged (b, r;) = 1 pouri €
{1,2,3}, d’obtenir une formule asymptotique générale pour R(N,q, m,b)
dont le terme principal serait a un coefficient multiplicatif prés la quantité

(45) Y Alm)A(n2)A(ns),

ni+n2+nz=N

nj=s; mod r;

j€{1,2,3}

ot l'on a posé pour i € {1,2,3}, s; = bji, (g;(1)), ce qui est licite puisque
pged(g;(1),7;) = 1 (cf. relation (30)). Une formule asymptotique pour la
quantité (45) est contenue dans le résultat principal de [14] : pour A > 0,
N > 2, pgcd(c?,rj) =1 pour j € {1,2,3}, on a

Ug(N)N2 N
A(ny)A(nay)A(ng) = +O0(——),
m+n;3—N A 2¢(r1)p(rz)e(rs) ((logN)A>
nj=c; mod r;
je{1,2,3}

ot p désigne la fonction indicatrice d’Fuler, et ou la constante implicite est
autorisée a dépendre de A, ri, Ty et r3. La quantité o3(N) est une série
singuliere issue de la méthode du cercle : la définition de o3(N) étant fas-
tidieuse, nous renvoyons a [14] pour les détails et nous bornons a signaler
que 03(N) = 0 si et seulement si :
— s0it N # ¢1 + ¢o + ¢3 mod (pged(r1,72,73)) ;
— soit il existe un nombre premier p et un triplet d’entiers deux a
deuzx distincts (j,k,0) € {1,2,3} tels que p | pged(rj,mx), p 1 10 et
pln—(¢+ck).

Démonstration. Nous employons ici la notation

Ti(z; o, B) = ZA (g;i(n) 4+ Bn) (o, B €R).

n<e
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Rappelons que 'on peut écrire R(N) sous la forme

(46) R(N) = / (3 Aw)e(nt)) e(~Nt)d.

1
0 n<N

De méme, en employant la relation d’orthogonalité des caracteres additifs,
on a

R(N,q,m,b) = /0 e(—Nt)H< > A(n)e(nt))dt

=1 n<N
gi(n)=b; mod m;

1 k1by kaby ksbs
= mamam Z ‘T mi  ma m L o s
1Mamg | =~ 1 2 3

0<ka<ma
0<kz<mg

ou l'on a posé

1 3
ki
Ik17k21k53 - / e(_Nt)HTi<N;E7t>dt-
0 i=1 k

En isolant le terme correspondant a k; = ky = k3 = 0, nous obtenons

RN) S

(47) R(N,q,m,b) = ,
mimains mimmeoins
avec
(48) S = E ]kl,szf:s'
0<k1<my
0<ka<mea
0<ks<ms

(kl k2 7k3)7é(07070)

Considérons un triplet (kq, ko, k3) tel que (ki, ko, k3) # (0,0,0). Sans res-
treindre la généralité, on peut supposer que k; # 0. En utilisant I'inégalité
lab] < max(|a|?,]b|?), on obtient alors,
1
max /
=23 J,

K
19)  lp gl < max |7 (N; 21 )
( ) | k1,k27k3| = te[O;}I(] 1 ) m1>
Comme 7, vaut 1, 'ensemble J; (voir définition en (31)) relatif a ry et my
est réduit a {0}. Par conséquent, k;/m; appartient a l'ensemble J, relatif a
r1 et my, et d’apres le théoreme 1, on obtient via une intégration par parties
standard,

E(N;%,t)ﬁdt.

()

k
T <N; o t) < (log NYIN-etray fm?,
my

En employant ’égalité de Parseval on obtient ainsi

[ s k| < (log NYIN e /md 5™ 7 ()2

n<N

< N /mi (log N)?,
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ou la derniére majoration résulte de la majoration A(n) < logn et de I'in-
égalité classique de Tchebychev, >\ A(n) < N. En posant,

(50) fqmg = €1 min "o,

ic{1,2,3 m?
nous obtenons
(51) S < mymgms N* Fams(log N)°.

En insérant (51) dans (47), nous obtenons bien la conclusion souhaitée. [J
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