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Analyse numérique
Résolution numérique d’'EDO

Exercice 1 Soit T > 0 et y, € R. On souhaite implémenter différentes méthodes permettant
d’approcher la solution du probleme de Cauchy suivant :

{y’(x) = f(xy(x), Vxelo,TI, O

yO0) =y,

Pour cela on considere une discrétisation uniforme de l'intervale [0, T] de pas h = % et donnée
par X = (xy, X,...,Xy) avec X, .; = X, + h.

1. Onfixe a >0 et on considere y, =1 et f(x, y) = —ay dans le probleme (1).
a) Calculer la solution exacte du probleme (1).

b) Ennotant u,, 'approximation de y(x,,) en utilisant le schéma d’Euler explicite, déter-
miner u,,; en fonction de u,,. En déduire que

u,=010-ah)".

c¢) Méme question avec v,, 'approximation de y(x,,) utilisant le schéma d’Euler impli-

cite. Montrer que
1

d) Etudier la convergence des suites u,, et v,, en fonction de a et h. Comparer avec la
limite en +oo de la solution exacte. Que peut-on en déduire sur I'approximation de la
solution?

Exercice 2 Soit T > 0. On s’intéresse a I’évolution de la vitesse d'un objet en chute libre et
soumis a la force de gravité ainsi qu’'a une force de frottement d’amplitude a > 0. Le probleme
peut ce mettre sous la forme du probleme de Cauchy suivant :

"H=—-g— 1, V>0,
{v() g—av(n) > .

v(0)=0,

ol v est la vitesse inconnue et g la constante de gravité.

1. Vérifier que la solution exacte v est donnée par

_ 8 (prar_
v(t) = a(e 1).

2. Faire l’étude de la fonction v. En déduire sa limite en +oo.

On souhaite maintenant faire I’analyse numérique de cette EDO afin de voir I'impact de dif-
férentes méthodes de discrétisations dans cet exemple particulier. On considére une discréti-
sation uniforme de pas & > 0, donnée par t,, = nh pour n € N.

3. Ennotant v, 'approximation de v(¢,) en utilisant le schéma d’Euler explicite, déterminer
v, en fonction de v,,.

4. Méme question avec w,, I'approximation de v(f,) utilisant le schéma d’Euler implicite.
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5. Pour c et  des réels données, on considere la suite (a,,) défini par récurrence par :

{ ag donné

a,,,=c+pa, neN

On rappelle qu'une telle suite est convergente si et seulement si || < 1 et que, dans ce
cas, la limite est ﬁ En déduire la convergence des suites v, et w,, en fonction de « et
de h. Comparer avec la limite en +oco de la solution exacte. Que peut-on en déduire sur
I'approximation de la solution?

Exercice 3 On considére le systeme d’équations différentielles suivant :

{yl(t)=—y2(t) rel02ml s ec y@=1 et 1,0)=0. 3)

() =y (8)  relo,2m]

2 . ’ . . . PN .
1. Onpose h = =F. Montrer que laméthode d’Euler explicite appliquée a (3) conduit calculer

k+1

les points P;. de coordonnées yk = (y{C , yéc) T tels quey " =A, yk avec

1 —-h
A= (h 1 )
k+1.2 k+1)2

2. Montrer que (X2 + (142 = A+ 1) ()% + (#5)?). En déduire que les coordonnées de
P, vérifient ||yk||2 =1+ hz)k. Les points P;. sont-ils sur le cercle €'?

3. Montrer que la méthode d’Euler implicite conduit calculer les points Q. dont les coor-

. L. k2 1
données vérifient = .
1712 =

4. Utiliser la méthode du trapéze pour approcher (3). Les points M. obtenus se trouvent-ils
sur le cercle?




