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Analyse numérique
Correction examen 2019-2020

Exercice 1.

1. On introduit la fonction w définie par w(f) = 9e >’ —6. On vérifie par le calcul (pas écrit
ici) que 'on a bien w'(¢#) = —18 — 3w(¢#). On vérifie de plus que w(0) = 3. La fonction w
vérifie alors I’équation (1).

2. Pas d’astuce particuliere pour cette question. En particulier on a lim,_, . = —6.
3. Pour le schéma d’Euler explicite, ona f(t,v) =-18—-3vet

Vppr=v,thf(t,v,)=v,-18h-3hv,=-18+(1-3h)v, forallneN

avec vy = 3.

4. Pour le schéma d’Euler implicite, on a
W, =w,+hft, ,w,,)=w,-18h-3hw,,, forallmeN

avec w, = 3. En réorganisant les termes on obtient

18h w,

- for all N.
1+3h+1+3h orafine

Wy =

5. > Pourle casexpliciteonac=-18het f =1-3h. Orlasuite v, converge si et seulement
si|Bl <1, cestadire -1 <1—-3h <1 et, aprés quelques calculs, si et seulement si
0 < h <2/3. La suite (v,,),, converge donc si et seulement si 0 < /2 < 2/3. Dans ce cas,

sa limite est
c —-18h 18h 3

“1-8 1-(1-3k  3h

. . . _ _18h 1 . .
> Pourle casimplicite ona c = —1.5; et f = 1753 Orla suite w,, converge si et seulement

si|Bl <1, cestadire —1< ﬁ < 1 ce qui est vérifié pour tout i > 0. La suite (w,,),,

converge donc sans conditions sur /. Dans ce cas, sa limite est

L

18h 18h
[ = C  T1s3n __1+3h__18h__
27 4y_R74__1 3h -
1 ﬁ 1 1+3h 1+3h 3h

Les limites obtenues avec chacun des schémas sont les mémes que celle de la solution
exacte. Ces schémas approchent donc correctement la solution exacte lorsque ¢ est grand
lorsque h < 2/3 pour le schéma explicite et sans condition pour I'autre.

6. On integre I’équation (2) sur [f,,, ¢,,,;] : fti"“ y'(t) dt= ft;”“ ft,y®)dt. Or

tn+1

Lnt1 ’ h
f y(t)dt:y(tn+1)_y(tn) et f(t’y(t))dt:E(f(tn’y(tn))+f(tn+1’y(tn+l)))'
t

n tn

ol la derniére égalité est obtenue en utilisant la formule de quadrature des trapezes. On
en déduit :

h
V) = y () + = (f i y (G + f (i, Y (1))

Le schéma du trapeéze est alors donné par

{yo donné
Yn+1 :yn+g(f(tn’.)/n)+f(tn+l’yn+l)) VneN
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7. Ce schéma est implicite car y,,,; ne peut étre calculé directement a partir de la connais-
sance de y,,. Ce calcul nécessitera la résolution d'une équation.

8. La difficulté est que le calcul de y,,.; a chaque pas de temps nécessitera la résolution
d’une équation en utilisant une méthode numérique appropriée comme la méthode de
Newton.

9. La méthode de Newton a pour objectif la résolution d’'une équation de la forme g(x) = 0.
C’est la méthode de point fixe suivante

Xy donné
8(x,)

; VneN.
8 (x,)

Xp+1 = Xp +
Si cette méthode converge, elle converge vers un zéro de g.
10. Un algorithme possible est le suivant
1 function y = schemaEulerTrapeze(y0, f, fp, t, eps)
2 N = length(t) -1;
3 y = zeros(N+1, 1);
4 h = t(2) - t(l);

s y(l) = y0;

6 for i=1:N

7 g =@(z) z—y(i) —h/2 = ( f(t(i+1),z) + £(t(i),y(i)) );
8 gp = @(z) 1 — h/2+fp(t(i+l),z);

9 [y(i+1),~] = Newton(y(i),g,gp,eps);

10 end

n end

Exercice 2. Ona (xy, X1, Xy, x3) = (=2,—1,0,2) et (¥, V1, V2, ¥3) = (1,0,0,3).
1.
(x—x1) (x—x5) (x—x3)

(xg = X1) (X9 — x3) (X — X3)

Ly(x) =

= }lx(x+ D(x-2)

Méme genre pour les autres (L;,L, et L3).

2. Ona 3
Py(x) = . ¥iL;(x) = Ly(x) +3 L3 (x).

i=0
3. Ona

No(x)=1, Niy(x)=(x+2), Npy(x)=(x+2)(x+1) et Nzx)=x(x+2)(x+1).

4. On commence par calculer les différences divisées.

-2 1 -1 30

1
“10 0 5
o0 3
2 3

On obtient 5
1
P3(x) = Z flxg, ..., X;IN; (x) = Ny(x) — Ny (x) + ENZ(x)'
i=0



L2 informatique 2019-2020 Université du Littoral Céte d’Opale

5. On commence par écrire P; et P, dans la base de Newton. On a
1
P(x) = Zf[xo,...,xl-]Ni(x) = Ny(x) = Ny (x)
i=0
1 1
P,(x) = Z flxg, .o, x;1N; (x) = Ny(x) — N; (x) + ENz(x) = P3(x)
i=0

On les écrit dans la base canonique :

Pi(x)=Ny(x)—N;(x)=1-(x+2)=—-x-1

1 1
Py(x) = Py() = No(x) = Ny (1) + S Np (¥) = Py (1) + - (x +2) (x + 1)

1 >
:—x—1+§(x +3x+2)
1, 1

==-x"+=X
2 2

Exercice 3. On comence par remarquer que

4 4
v(4):v(4)—v(0):f v'(t)dt:f a(t)dt.
0

0

1. Onprend N=4, h=1ett; =ipourie€{0,1,2,3,4}. On en déduit :

4 1
v(4) :f a(t)dt:5(a(0)+a(4))+a(1)+a(2)+a(3)
0
1 1 53
= _(10+=)+4+3+1=—
2 2 4
2. Onprend N=2,h=2ett; =2ipouri € {0,1,2}. On en déduit :

4 h
v(4) :f a(t)dt = g(a(O) +a(4) +2a2) +4(a) + a(3)))
0

1 1
=—(10+-+6+4(4+1)

3 2

61

6



