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Exercice 1. Soit a un nombre réel et k > 0. Soit f une fonction continue sur l’intervalle I =
]a− k, a+ k[ et dérivable sur I \ {a}. Montrer que si limx→a f

′(x) = L alors f est dérivable en a
et f ′(a) = L.

Exercice 2. (1) Calculer le développement limité d’ordre 4 en 0 de l’application x 7→ ln
(
sin x
x

)
.

(2) Calculer le développement limité d’ordre 4 en 1 de l’application x 7→ x
1

−1+ln x .

(3) Calculer le développement en +∞ de l’application x 7→ (x3 + x)1/3 − (x3 − x)1/3.

Exercice 3. Soit f : [a, b]→ Rd continue, Rd étant muni de sa structure euclidienne canonique.
Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i)
∥∥∥∫ ba f(t)dt

∥∥∥ =
∫ b
a
‖f(t)‖dt ;

(ii) il existe un vecteur e de norme 1 et une fonction φ = [a, b]→ R+ tels que, pour tout t ∈ [a, b],
on a f(t) = φ(t)e.

Exercice 4. Soit f l’application définie, pour tout t > 1, par :

f(t) =

∫ π

0

ln(t− cosx)dx.

(1) Justifier que f est dérivable sur ]1,+∞[.

(2) Montrer que f ′(t) = π√
t2−1 pour tout t > 1.

(3) En déduire une expression de f .

Exercice 5. Soit f l’application définie, pour tout t ≥ 0, par :

f(t) =

∫ 1

0

dx

(1 + x+ x2)t
.

Le but de cet exercice est de fournir un équivalent asymptotique de f(t).

(1) Justifier que limt→+∞ f(t) = 0.

(2) Justifier 1 que, pour tout t ≥ 0, on a 1
(1+x+x2)t = e−tx+o(x).

(3) D’après la question précédente, il est naturel de comparer f(t) à
∫ 1

0
e−txdx (la principale

contribution de 1
(1+x+x2)t lorsque t tend vers +∞ est en effet en 0).

(a) Justifier que, pour tout t ≥ 0, on a :∣∣∣∣f(t)−
∫ 1

0

e−txdx

∣∣∣∣ ≤ 1

t

∫ t

0

e−u
(

1− e−t ln
(
1+u

t +
u2

t2

)
+u
)

du.

(b) En déduire que f(t)−
∫ 1

0
e−txdx = o(1/t).

(c) En déduire un équivalent asymptotique de f(t).

Exercice 6. On pose un =
∫ 1

0
xn
√
1+x

dx.

1. Le o(x) est à comprendre au sens où x tend vers 0.
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(1) Justifier que limn→∞ un = 0.

(2) Le but de cette question est de fournir un équivalent asymptotique de un.

(a) Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1], on a :
√

2−
√

1 + x√
2
√

1 + x
≤ 1− x

2
.

(b) En déduire que

un −
∫ 1

0

xn√
2

dx = O

(
1

n2

)
.

(c) En déduire un équivalent de un.
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