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Exercice 1. (1) Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur {−2,−1, 1, 2} et
Y = |X|. Montrer que X et Y ne sont pas indépendantes mais que E [X|Y ] = E [X] p.s..

(2) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que PX = PY = 1
2δ1 + 1

2δ−1.
Posons Z = XY . Montrer que Z 6= 0 p.s. mais que E [Z|X] = E [Z|Y ] = 0 p.s..

(3) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramètre 1
2 .

Posons Z = X + Y . Montrer que E [X|Z] et E [Y |Z] ne sont pas indépendantes.

Exercice 2. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé et soit {B1, . . . , Bn} une partition de Ω, telle
que P (Bi) 6= 0 pour tout i ≤ n. Posons B = σ({B1, . . . , Bn}).

(1) Décrire la tribu B.

(2) Soit Z une variable aléatoire réelle B-mesurable.

(a) Soit ωi ∈ Bi, i ≤ n, et zi = Z(ωi). Montrer que Bi ⊂ Z−1({zi}).
(b) En déduire qu’il existe z1, . . . , zn ∈ R tels que Z =

∑n
i=1 zi1Bi

.

(3) En déduire que, pour toute variable aléatoire X dans L1, on a

E [X|B] =

n∑
i=1

E [X|Bi]1Bi
p.s..

Exercice 3. Soient X : Ω → E et Y : Ω → F deux variables aléatoires, et soit h : E × F → R+

une application mesurable.

(1) Supposons que E et F soient dénombrables. Calculer E [h(X,Y )|Y ] en fonction de la loi du
couple (X,Y ) et de la loi de Y .

(2) Supposons que E = Rm et F = Rn et que (X,Y ) admette une densité fX,Y . Calculer
E [h(X,Y )|Y ] en fonction de fX,Y et de la densité fY de la variable aléatoire Y .

Exercice 4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans Rm et Rn

respectivement. Soit h : Rm ×Rn → R+ une application mesurable. Montrer que

E [h(X,Y )|Y ] =

∫
Rm

h(x, Y ) dPX(x).

Exercice 5. Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires ayant pour loi jointe la loi de densité
fX,Y définie, pour tout (x, y) ∈ R2, par

fX,Y (x, y) = x(y − x)e−y10≤x≤y.

Calculer E [X|Y ] et E [Y |X].

Exercice 6. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et X : Ω→ R une variable aléatoire réelle de
carré intégrable. Soit B une sous-tribu de A. Notons

V [X|B] = E
[
(X − E [X|B])2|B

]
.

Montrer que V [X] = E [V [X|B]] + V [E [X|B]].
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Exercice 7. Soient (Ω,A,P) un espace probabilisé et X : Ω → R une variable aléatoire réelle
dans L2. Soit B une sous-tribu de A. Posons Y = E [X|B] et supposons que Y ait la même loi que
X.

(1) Justifier que Y est dans L2.

(2) Montrer que X = Y p.s. (Indication : considérer la variable aléatoire (X − Y )2).

Exercice 8. Soit (Y,X1, . . . , Xd) un vecteur gaussien centré. Notons Z la projection orthogonale
de Y , pour le produit scalaire de L2, sur le sous-espace vectoriel vect(X1, . . . , Xd) (c’est-à-dire
cov(Y − Z,Xj) = 0 pour tout j ≤ d).

(1) Montrer que E [Y |X1, . . . , Xd] = Z p.s..

(2) Soit h : R→ R+ une fonction mesurable bornée. Calculer E [h(Y )|X1, . . . , Xd].

Exercice 9. Soit (Wn) une suite croissante de variables aléatoires positives telle que W0 = 0.
Pour tout entier n, posons Tn = Wn −Wn−1. Supposons que les variables aléatoires Tn, n ≥ 1,
soient i.i.d. de loi exponentielle E(λ), λ > 0. Posons X0 = 0 et

Xt =
∑
n≥1

1Wn≤t,

pour tout t > 0. La famille de variables aléatoires (Xt)t∈R+
s’appelle un processus de Poisson

d’intensité λ.

(1) Soient s et t tels que 0 ≤ s < t. Calculer par récurrence l’intégrale définie pour tout n ≥ 1
par

In(s, t) =

∫
Rn

1s≤x1≤x2≤···≤xn≤t dx1 · · · dxn.

(2) Calculer, pour tout n ≥ 1 et pour toute famille (fj)j≤n de fonctions mesurables positives
bornées sur R, la quantité

E

1Xt=n

n∏
j=1

fj(Wj)

 .
En déduire la loi de Xt et la loi conditionnelle de (W1, . . . ,Wn) sachant l’événement {Xt =
n}.

(3) Soit 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk = t une suite finie de nombres réels. Déterminer la loi de la
variable aléatoire (Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtk −Xtk−1

) et justifier l’indépendance des variables
aléatoires Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtk −Xtk−1

.

(4) Quelle est, pour tous s et t tels que 0 ≤ s < t, la loi de la variable aléatoire Xt −Xs ? En
déduire E [Xt −Xs].

(5) Soit k ≥ 1 tel que 1 ≤ k ≤ n. Déterminer la loi conditionnelle de Wk sachant l’événement
{Xt = n}.
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