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Fin mathematisches Modell fiir die Stromung einer zdhen, inkom-
pressiblen Fliissigkeit im Raum wird durch das Navier-Stckes-

System in IR3 gegeben:

¢ 3
B/ata(x,t) —v-Axﬁ(x.t) +(l§1 ul(x,t)-a/axluj(x,t)>1ij53

+ vxn(x,t) = f{x,t},

{1) 3
3
151 a/axlul{x,t) = 0,

fir x €A, t €{(0,T).

Hierbei ist A entweder ein beschrinktes Gebiet im IR3 {Innenraum-
problem), oder aber das Komplement IRB\E zum AbschluB eines sol-
chen Gebietes (AuBenraumproblem). Gesucht werden die Funkticnen
4 und v, wobei der Vektor G(x,t) die Geschwindigkeit und der Ska-
lar n{x,t) den Druck dexr Fliissigkeit an der Stelle x zum Zeit-
punkt t beschreibt. Man kann (1} flir den Fall T € (O,=) betrachten
{L&sung fiir einen endlichen Zeitraum), oder aber den Fall T =

untersuchen (L&sung fiir alle Zeiten; globale Lé&sung).

Die Funktion T ist vorgegeben und steht im Modell fiir eine Hufere
Kraft (z.B. die Schwerkraft). v ist eine feste Zahl aus (O,c«) und
hat die Bedeutung einer physikalischen Konstanten (kinematische
Viskositdt). Die erste Gleichung in (1) ergibt sich aus der Bewe-
gungsgleichung fiir ein Fliissigkeitsteilchen. Die zweite Gleichung
bringt zum Ausdruck, daB die betrachtete Fliissigkeit inkompressi-
bel ist. Genauere Informationen iiber die physikalische Bedeutung
des Navier-Stokes-Systems findet man etwa in [Gr], 5. 203 ff.,
oder in [F11, S. 149 f£f.



Um das Gleichungssystem (1) sinnvoll lésen zu kidnnen, muB fiir it
noch eine Rand- und eine Anfangsbedingung vorgeschrieben werden,
Als Randbedingung wihlt man oft Dirichlet-Null-Randbedingungen:

{2) ¥]aex(0,T) = 0.

Anschaulich besagt Gleichung (2), daB sich die Fliissigkeit am
Rande von A nicht bewegt (Haftbedingung).

Als Anfangsbedingung verlangt man, daB zur Zeit t =0 die Geschwin-
digkeit der Fllissigkeit bekannt ist:

{3) d(x,0) = ¥ () fir x €a,
fiir eine vorgegebene Funktion 30 auf A,

Als Anfangs-Randwertproblem (1)-(3} bot Anlag zn zahlreichen mathe-
matischen Untersuchungen; siche etwa die Literaturangaben in [Wal.
viele dieser Arbeiten stiitzen sich auf Ergebnisse, welche das
lineare Stokes—-System in IR3 betreffen. Dieses System hat folgen-
de Form:

—veAT(x) +Vn(x)} = £(x),

(4)
3 . .
151 a/axiui(x) = 0, fir x €A.

Wiederum ist A gleich ¢ oder gleich IR3\5, wobei @ ein beschrink—
tes Gebiet im =3 bezeichnet. Das bedeutet, daB (4} ebenfalls fiir
Innen— und AuBenraumfall betrachtet wird. Der Randbedingung (2)
entspricht jetzt die Gleichung

(5) da20 = 0,

Wir bemerken, dafB dem System (4) ebenfalls eine physikalische Be-
deutung zukocmmt. Es beschreibt die Strémung einer zXhen, inkom-
pressiblen Fliissigkeit, unter der zusdtzlichen Annahme, daf die
Stromlinien zeitlich unver&ndert {stationdr) bleiben, und daB die
Geschwindigkeit (genauer: die Reynoldsche %#ahl) klein ist ("schlei-
chende" Stré&mung; siehe [Gr], 5. 205, 381; [Fri], §. 153).

Grundlegende, oft zitierte Ergebnisse zu {4), (5) findet man im
Buch von Ladyzhenskaya [L}. Allerdings werden in [L] die Beweise
zu ¢iesen Ergebnissen nur skizziert. In einer Vorlesung von Prof.
von Wahl, die sich iiber das Wintersemester 85/86 und das Sommer-
semester 86 erstreckte, wurden diese Beweise ausgefiihrt. PFerner
wurde die Helmholtz=-Zerlegung von LP(IR3)3 mittels der Bogovskij-
Methode bhehandelt. SchlieBflich wurden diese Ergebnisse auf das
Navier-Stokes-Problem (1)-(3} angewandt.

In der vorliegenden Arbeit so0ll nun diese Vorlesung ausgearbeitet
werden, soweit sie sich auf das lineare Stokes-System (4), (5). be-
zieht. Die {ibrigen Teile der Vorlesung sollen in einer weiteren
Arbeit behandelt werden.

Unsere Darstellung ist auf Studenten mittlerer Semester ausge-—
richtet. Sie setzt jedoch einige Resultate aus der Analysis vor-
aus, die im Mathematikstudium meist nicht angesprochen werden.
Wir denken dabei an den Satz von Calderbn-Zygmund, die Hardy-
Littlewood-S5cbolev-Ungleichung, die Ungleichung von H&lder-Korn-
Lichtenstein-Giraud, Sdtze tiber den Trace-Operator, sowie L _-Ab-
schdtzungen zum Laplace-Operator iiber beschrénkten Gebieten. Wir
werden versuchen, zu diesen Resultaten solche Literaturstellen
anzugeben, welche einen mﬁglichst elementaren Zugang ermglichen.
In dieser Hinsicht wird der Fachmann beim letzten Ergebnis — bei
den L -Abschdtzungen zum Laplace-Operator - Bedenken haben. Wir
bemerken jedoch, dafl Simader, Sohr [SiSo] dieses Brgebnis mit
elementaren Hilfsmitteln aufarbeiten.



Entgegen den sonst iiblichen Konventionen entschlossen wir uns,

zu unterscheiden zwischen Lebesgue-mefbaren Funkticnen einerseits,
und Aquivalenzklassen solcher Funktionen (bezliglich der Relation
"fast dberall gleich”} andererseits., Wir folgen hierin Forster
[F3]. Ohne diese Unterscheidung, so hatten wir den Eindruck, wilir-
den einige Stellen fiir den Neuling unglaubwiirdig erscheinen. Als
Beispiel sei der Beweis von Lemma 7.12 angefiihrt. Dort verbinden
wir Lp—Ahschﬁtzungen zum Laplace-Operator und klassisches Maxi-
mumprinzip - €ine scheinbar unvereinbare Komkination, denn das
erste Ergebnis macht Aussagen iiber Aquivalenzklassen von Funktio-
nen, wdhrend das zweite fiir solche Klassen keinen Sinn ergibt.
Selbstverstdndlich 1dst sich dieser Widerspruch auf bekannte Art:
Die betrachteten Aquivalenzklassen enthalten Reprisentanten, wel-

che geniigend glatt sind.

Um das Anfangswertprdhlem {4}, ¢5) =zu l¥#sen, verwendet Ladyzhens—
kaya [L}_die Integralgleichungsmethode. Bei dieser Methode wird
eine Lisung (ﬁ,w) zu {43, (3) im Innenraumfall so angesetzt:

E|
{6} uj(x):= é k§1 Ejk(x—y)-fk(Y) dy +
3
+ I I (-& .-E.,+v-D E__+v-D E .} (x-y)
2 k,1=1 kl 734 k17 17kj
<4 (y)eny ly) daty),
3
{6') ni{x):= 7 I E, (x=y)-f {y) ay +
Q l=1 4k k
3
+ s b Z2:v:D.E, (x-y)-¢ (y)-n (y) da(y),
90 k,1=1 174k k 1

filr 1 #3 3, x €R. Hierbei bezeichnet Ejk' fiir 1 <3,k <3, eine

Funktion aus Cm(IRB\{O]), die explizit angegeben wird ("Grund-

16sung™} . Weiter steht I fiir die duBere Einheitsnormale an 2.

Die Funktion 3 schlieBlich, die arf der rechten Seite wvon (6) und
(6') erscheint, muf eine qewissé Integralgleichung erfiillen. Letz-
teres erklidrt den Namen der hier beschriebenen Methode. 2Zu der
Summe aus Volumenintegral und Doppelschichtpotential, wie sie in
{6} und {6') auftritt, kommt im AuBenraumfall noch ein weiteres

Randintegral - ein Einfachschichtpotential.

Die Volumenintegrale in (6), (6'), als Funktionen 3,9 von x aufge-

fapt, ldsen die Gleichungen in (4) fir den Innenraumfall:
- v AV +9p = T, div ¥V = 0 auf 0.

Im Allgemeinen erfiillt v jedoch nicht die Randbedingung (5). Die
deshalb notwendige Korrektur der Randwerte wird durch das Doppel-
schichtpotential in (6} geleistet = bei geeigneter Wahl von 3.
Die Giiltigkeit der Gleichungen in (4) werden durch die Doppel-
schichtpotentiale in (6), (6') nicht gestdrt, denn wenn man diese

Potentiale als Funktionen a,q von x auffaft, so gilt:
- v-AW +Yg = 0, div w = O in G.

Die so konstruierten L&sungen lassen sich in Lp—Normen abschitzen.
Genauer kann man beim Innenraumfall zeigen, daB fclgende Abschit-

zung filr eine Tdsung (4,m) von {(4), (5) gilt:

(T)Ihmz'p+ﬁnﬁ1d)§ c4¥np,

wobei ¢ nur von p und & abhi#ngt. Die Ausdriicke Il | I

2,p’ t.p’
Il "p bezeichnen die jeweiligen Normen der Sobolev-Réume wz'p(9}3,

w'Pa), Lp(n)3 {siehe § 1).

Wir werden im folgenden eine L&sung zu (4), (%) fir Innen- und

AuBenraumfall konstruieren, sowie eine Abschitzung vom Typ (7) fiir



den Trnenraumfall beweisen. Im AufSenraumfall wird sich eine Ab-
schitzung dieser Form im allgemeinen nicht herleiten lassen. Zu

diesem Problem, das in [L] nicht behandelt wird, verweisen wir

auf [Dwl.

Wir méchten nicht versidumen, Frau R. Gottgens flr die sorgfidltige
Niederschrift des Manuskripts zu danken, insbesondere auch dafiir,

dap sie alle nachtriglichen Enderungen geduldig eingearbeitet hat.

Bezeichnungen

IR sei die Menge der reellen.Zahlen, € die der komplexen Zahlen.
IN stehe filir die Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Null. Es
sei I _:= IN u{o}.

Zu a,b €IR sei a ab:= min{a,b}, a vb:= max{a,b].

Wie lblich, setzen wir di.:= 0 fiir i,j €N mit 1 +3, ﬁii:= 1 flir

i €IN (Rronecker-Symbol}.

Sei A eine Menge. Eine Abbkildung f:IN -A, d.h. eine Fclge mit Wer-
ten in A, schreiben wir in der Form (an) , wobei a, =f(n) fir n €IN
gelten soll.

Sei n €. Zu i €{%,...,n} sei e, = ej(_n)

der i-te BEinheitswvektor
im IRn. Das innere Produkt ';ron zwel Elementen a',b aus IRn wird

mit <a,b> bezeichnet, ebensoc das innere Produkt von a,b E{Bn. Die
euklidische Norm in IR" und €" schreiben wir als 1.

— n it
Ist 8 7(81,-..,811) EINO, so setzen wir

™

VBl 2= 1T TEY (Linge von B).
Fiir x=(x1,...,xn) EIRn, R € (0,=) sei
Ro{x):= {y €m™: !x-y| <RI,
W(x,R):= {y €R": lx;~y;} <R £ir 1 <i zn}
Fir a,B cTRD setzen wir

dist(A,B):= infl|x-y|: x €a, y €B},

2u AcIR” sei & der AbschluB, 3A der Rand von A beziiglich der

euklidischen Norm des IRD



Ist ¥k €N und f eine Abkildung von A in IRk oder u:k, so bezeichne
fi die i-te Koordinatenfunktion von f.

K ab. Dann

Zu i €(1,2} sei Ai Menne, und fi bilde Ai in mk oder T
ist der Definitionsbereich von f1+f2, f‘l_fz' f,l-f2
A, NA,. Gilt A, cA,, so bezeichne f,liA2 die Restriktion von f

die Menge

1
auf AZ. Fiir Mengen A,RB,C,D mit B —C, und fiir Abbildungen f:A -8B,
g:C -B, schreiben wir die Verkniipfung von f und g in der Form

gof.

Sei m,n €EN. Ist A eine (mxn)-Matrix in IR oder [, so sei Ay- das

3
Element in der i-ten Zeile und in der j-ten Spalte von A. AT sei

die transponierte Matrix zu A. Ist A invertierbar, so wird die

inverse Matrix zu A mit A_1 bezeichnet. Elemente aus mn bzw. T

werden als einspaltige Matrizen aufgefaBt.

Sei n,k €M, Aém“. Fir eine Funktion f von A in :I'_Fl'k oder Ek

setzt man

Tr £:= {x €A: f(x) +0};

|f]0:= sup{{f(x)|: x €A};
sowie fuUr o €(0,1):

Ho(E) := sup{|£(x)-£(y) |- [x-y]™": x,y €A, x +y)s

[£], e= |£]  +8 (£).

o
Wir definieren ferner
[+] .
CY(A):= {f:A -C: £ stetigl;

c*(A):= {f:A -T: Iffu <},

: k
Sei n €N, UcIR® offen. Sei f eine Funktion von U in B(k E{IIRk,ﬂ: 1.

Wenn fir einen Index i €{1,...,n} und fiir ein Element x €U der
Grenzwert lim {f(x+h—ei)—f(x))/h existiert, so wird er mit 3/axif(x)

h-0
bezeichnet. Existiert dieser Grenzwert fiir alle x €U, so definiert

man die Abbildung Dif:U —-Jl(k durch

Dif(x}:= a/axif(x), x ETI,

riilr 1 €m, i €E{1,...,n} definiert man Di Di f durch

.
1 1 1 1
Rekursion. Existieren D f,D,f,... D f, 50 bezeichnet df/dX die

- . . . ko .
Funktionalmatrix ven f, als Funktion von U in K n_ Wir setzen

DYf:= £, fiir 1¢1i "n. Falls 1 €{1,...,n}, 1 €W, und falls die
l-fach iterierte Ableitung Di . "Dif existiert, so schreiben wir

diese in der Form D.l:E. SchlieRlich setzen wir fiir a emg:
a

Df:=D‘I
a 1

...Dnnf, falls diese Ableitung existiert,
Sei wiederum U cIR™ offen. Sei AcIR"™ mit UcaAcT, X €{IR,I},
k EIN, a GINE, f:A »TK" Funktion. Die Ableitung Da(fo) existiere,
sei stetig sowie stetig fortsetzbar auf A. Dann bezeichnet
a
1

a
n - .
D, ...an oder D, --+Dg £ oder Daf diese stetige

D, ...D

1 1,777

a,~mal a_-mal
1 n

Fortsetzung.

Zu U cIRnroffen, m € IN U{e=} setzen wir

c™(U) 2= {f €ec®m: zu a EINZ mit |al, sm existiert die

1

Ableitung Daf und ist stetigJo;

1

cg‘(m:= {f ecd™wuy: Tr £cu, Tr f kompakt | .
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; no_., = s
Ist wiederum A cIR mit UcA cU, so definiert man

c™a):= {f ec®(n): flu ec™u); fir a €IN2 mit [al, #m

ist Da(fIU} stetig fortsetzbar auf A.}.

Weiter sei fiir £ £ (A}, im Fall m <o
|£] := = 'p_£l .
m n a Q
a€my
lal ,sm

Ist f ECT(A), 50 schreiben wir anstatt (D1f,...,an) nur grad f
n

oder Vif. Fiir £ ECZ(A) setzen wir Af:= ¥ DjDif. Entsprechende
i=1

Schreibweisen sollen fiir schwache Ableitungen gelten, die in § 1

eingefﬁhrt werden.

Fir m €N, o €(0,1), UcIR" offen, f €C™(T) setzen wir

T, o3= |ffm + nZ H (D, ).
re a€lN_, |a],~m :

Es sei

——

I | = -
R (D) = £ ec™W : Il <

Sei o cIR™ offen. Der Rand 22 von @ sei so glatt, daB Lebesgue-

Integration iiber 32 méglich ist (siehe etwa [RT3] §§ 63,84). Dann
bezeichnet f f &0, oder 5 £{x) de(x), das Integral einer Funk-

aft afl
tion f:58Q »IK (nit IK €{IR,C}), falls dieses Integral existiert.
Im Fall f =1 bezeichrenr wir dieses Integral mit Vol(af). Ist @

-11-

eine Kugel KR(X) in IRn, 50 schreiben wir Integrale Gber 3@ in

der Form [ f{y) do_. Unter Vol{Q) verstehen wir das Integral
PK (x) Y

J odx.
f2

Alle Vektorrdume, insbesondere alle Hilbert- und Banachr&ume,

s5ind als Vektorridume iiber T zu verstehen.

gt - e
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§ 1. Das lineare Stokes-System im R

Wir wiederholen zunfichst einige Ergebnisse iiber schwache Ab-
leitungen und Sobolev-Riume.

Sei || || eine Abbildung von einem Vektorravum B in [0,=~]. Dann
definiert man

2}1/2

E 13 8% 3(m,,by,by) by 24lp,t 2ib, € [0,»1,

172, (3

wobel = = m zu setzen ist. Wir werden allerdings den Index

nmeist weglassen.

Es ist IIbiII sl flir b€B3, i€{1,2,3}. Wenn {B,l I} ein Banach-
raum ist, so gilt dies auch fiir (33," 1. Speziell im Fall, daB
B ein Hilbertraum H ist mit S8kalarprcdukt ( , ), sc ist auch H3
ein Bilbertraum, wenn man H> mit dem Skalarprodukt

3

: 3
1= ii.l(ai'bi) (a,b €H7)

(a,p )

versieht, Bie zum Skalarprodukt ( )(3)

i3]

gehdrende Norm ist ge-

(3)

rade |l . Wir werden meist nur { , ) statt ( , } schreiben.

N

Sei NEW, BeIR cffen. Auf dem. T~Vektorraum

FB:= {f:B »C: f Lebesgue-meBbar}

definiert man eine Aquivalenzrelation ~, indem man fiir £,g EFB

festsetzt: f~g genau dann, wenn f =g f£.i.

Zu £ EFB sei [f]:= [f]B die zu f geh¥rende AEgquivalenzklasse
bhzygl. ~, Das bedeutet:

[f] = {g EFB: f-g =0 f.ii.}.

FB\ ~bezeichne den zu ~ gehfrenden Restklassenraum.

—13-

=

3 . :
Zu f: B - mit f1’f2’f3 EFB sei

[£1:= ([£,1,0£,1,1£,1).

Sei p €{1,=). Setze

bl _: Fo3f » (s [£]P ex) P € [0,=],
p B B

wobei w1/p = zu verstehen ist. Weiter definieren wir

L (BY:= {f €F_: IIfl_ <=},
P(} B p

Fiir F EFB\~ qgilt:Fiir alle g €F nimmt gl _ denselben Wert an.

Ssomit kann man fir I aus dem Restklassenraum FB\~ definieren:
* .

||F||p:= [1flip, wobei £ ein beliebiges Element aus F ist. Im Fol-

. *
genden schreiben wir || llp statt | "p' Wir setzen
L _{(B):= f:fELIB)}.
p( } {[f] P(

; . - ist ei
LP(B) ist ein Unterraum von FB\ und (LP(B),H E!pILp(B)) ist ein

Banachraum.

Wir definieren ferner

N
Lp,loc(B):: {f EFB: Fiir alle offenen Mengen A in IR

mit R cB ist f|A E.EP(A) -
Fiir F EFB\~ gilt: f € Lp,loc(B) fiir ein £ €F genau dann, wenn

fe Lp loc(B} fiir alle £ E.F. Deshalb ist klar, wie der Unterraum
. S

L‘I,loc(B) von FB\~ zu definieren ist.

Weiter erinnern wir an den Begriff der schwachen Ableitung: Sei

N . .
F EL1'10C(B), B €M . Wenn es h € L1'10C(B) gibt mit
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5 £.D pdx = (-1 Bl h.¢dx fiir alle £ €F, 3 ec”(mY
B B B ' N :
50 heiBt DBF-z [h] "die schwache Ableitung der Ordnung 8 von F»,

Es ist sinnvoll, von "der" schwachen Ableitung von F zu &prechen
da es nur eine Aquivalenzklasse H EF gibt, so daB obige Bedin-
gung fiir eine, und damit fiir jede Funktion h €H zutrifft,

: N
Sei f €L1 loc(B)’ R EINO. Dann benutzen wir die Sprechweise:
"Die schwache Ableitung Dsg existiert", Damit meinen wir, daf die

schwache Ableitung DB[f] existiert und daB Dﬁf EDB[f].

Als nichstes erliutern wir unsere Bezeichnungen fiir Sobolev-
rHume:

Sei mem, F €L1 loc(B). Die schwachen Ableitungen D F fiir o EINN
mit Ts|a|l ¢ m sollen existieren, Dann setzt man

E = C
I Hm'p )ZN llDuFII .
uEINo,IqISm

wobei D Fi= ¥ zu verstehen ist.

Sei f €L, | (B), so dak D f existiert fir o em) mit 1 |af “n.
Dann definiert man
£ 1= F :
mypi™ NP
das hgiﬂt:
ﬂfllm’ == X IID“fI{ s mit D fi= f,
cEIN ,IM

Weiter sei

Wm'p(B):= {r ELI'ch(B): Die schwachen Ableitungen D F

existieren flir o GINg mit 1 - f{g| *m, und es ist

IEll, <=3,

e

-15-

WPy = {FE L (B): [£] eWw™P(my.

1, lac

WP By,
' .
wird als "Sobolevraum der Ordnung m zum Exponenten p' bezeichnet,

(Zum Beweis der bisher aufgefilhrten Ergebnisse siehe etwa [A]l.)

!Wm'p(B}) ist ein Banachraum. Dieser Banachraum

Schliefilich wollen wir noch bemerken, wie wir die Faltung zweier
Funktionen bezeichnen: Seien f,g:IRN -»{ meBbare Funktionen; flir

fast alle x €IRN soll das Integral f n fix-y)-gly)ldy existieren.
m®m .

Dann definieren wir die Faltungsabbildung f*g:IRN =T durch

faglx):= 1 N f{x-y)-g{y}dy, falls dieses Integral existiert;
IR

f+g(x):= O sonst,

Im Feolgenden beweisen oder zitieren wir technische Hilfsmittel,
die wir anschlieBend ben&tigen, um Ldsungen zum lincaren Stckes-

Problem im IR3 zu konstruieren.

Lemma 1.1: Seil WEIN, B cIRN offen, r €11,=], s €[1,r],
fe H{B) nlr(B). Dann ist £ ELS(B) und Hst < Hf"1 +|lf[lI

Beweis: Siehe [GT] (7.10)7 o

Satz 1.1: Zu N €W, y €IR sei definiert:

Gy ®N0} 3z » [z|T €.
Y

Sei N €IN, » € (O,N), p € (1,N/(N-0)). Setze q:= (o/N -1 +1/p)~"
Zu f ELP(IRN) existiert dann die Faltung GN “a*f‘ und es gibt
s

eine Konstante P1(N,u,p] >0, 50 daf fiir f ELP(IRN) gilt:



H.A
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I
REGy _ o o Py a,p) - BFl L

(Hardy-Littlewood~Scbolev-pbschitzung) .

Beweis: Siehe [J], aufgabe 11.7, [BJS)], 5. 242 ff. o

ve(A L), |
Lemma 1.2: E—{—-&Mﬁrﬂ)—‘l EE[_f € Lr(]IR3) existiert dann f*GE),—I

—un—dE*Ga,—z‘ LM Té(:‘":ﬂ‘.-(i(‘. L.«r(IR;j &eﬂt.'vﬁ.f/—ﬂ
Setze P, (s)i:= P, (3,1, (1/s+2/3)7 "), Pyls)e= p,(3,2, (1/s+1/3)7 ),
filr s > 1, mit PT aus Satz 1.1.

’ ) -
sei r ef6/s,ad, £ (%) nr(m?),

Dann gilt im Fall r 23/2 fiir s € (3,=), im Fall r <3/2 flir
5 E(3,(1/e-2/3 11

I £%6

3,4l & Pytsd gl

(1527371

@t6(3/2r(1/r—1/3)-1ltﬁ L cve Toll v 23 -Le(}f'lluo)cw?:aﬂ

il + 73

£+, I, = P (t).IE e

3,-27t 773 (1/e4173) 71

Beweis: Sei s €(3,=), falls r 23/2, und s € (3, (1/r~2/3)7"] im

Fall r <3/2. Dann ist (‘l/s+2/3)—1 €lt,r]l, so dap f €L _TInach
(1/7s+2/3) 7 1L

1

Lemma 1.1. Weiterhin ist (1/s5+2/3)°  aus (1,3/2) und

s = (1/3 -1 +1/(1/s+2/3))'1,,

50 daff aus Satz 1.1 folgt: fxn:G3 -1 existiert,

Ty

IE4Gy _ Il < P(3,1,(1/s+2/3)" -
r 5 (1/5+2/3)

1 1"
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| v dadd +42 ) 16 (32, 0a)
Sei t €{3/2,{1/x=1/3)" ]LDann ist ('I,H:+'I/3)_1 €l1,r]l, so daB

feg _1(IR3) {Lemma 1.1), und es ist
(1/t+1/3)

_A
'Lt = (273 -1 +17(1/t41/3)y7 7, 1/4 f’f/i") 6(4;3)M~0l

Jetzt folgt aus Satz 1.1: £+

1

3,-2 exXistiert; es ist

Ty e

(1/e4+1/3)

T£+G Il

3,2l P1(3,2,(1/t+1/3)

1

Lemma 1.3: Sei N €IN, o ec™(mRY) mit GN(IRN) CIR, Tr ¢, €K, (0),

N

Oy 20, J dy = 1 (siche etwa [RT21},5. 228). Zu e >0 sei

5]
IRNN

ogsR" 3x » ¢ Moo (c7'x) €. Sei BeRY offen. Zu ¢ >0,

. N N I T
h EL1,loc(B) sei hg. IR Ix - iERN BN(X y)+h(y) dy € €

(Friedrichsche Gldttung), wobei H die triviale Fortsetzung von

h auf IRN bezeichnet.

- = N o
Es ist hE €C (IR) fiir .hEL1,loc(B)‘

Ist f eine Funktion von B in IRN, so sei f€:= ((f1)a""’(fN)s)'

fiir e >0.

(IR3); die schwache Ableitung D _h

. N
Sei semo,sen,m),hel 8

1, loc

existiere und sei aus LS(IR3). Dann gilt:

{(1.1) ||DBhE—DghIIS -0 {e+0), DBhE = (Dsh)E flir e >0.

{(1.2) Sei ac(0,1), ECG(IRN) mit kompaktem Triger, (en) Folge

in (0,«) mit €, *0. Dann gibt es eine streng monoton wach-

sende Abbildung o: IN - TN mit [[£-f

Il -0 (n -w).
%4 (n) a/2
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Zue>0, hel, ;. (BRY) sei
, sei

N
h(:): IR 3x - éRN E}l\‘z(x—y)-h(y]-xK1 (y) dy € @T.

/e (®

(1.3) Sei s €[1,=), h € LS(IRN). Dann ist h ec";(mN) fiir ¢ >0,

(e)
und es gilt: Hh—h(s)H5 -0 (e+0).

N

{(1.4) Seien A,A' cIR" offen mit AcA'. Sei u € L loc(A') und
- 1 r
B E]ng. Die schwache Ableitung DBu existiere. Dann exXistiert
auch die schwache Ableitung DB(uIA), und es_ist Ds(qu)
(D) |a £.4.
Beweis:

Zu (1.1): Siehe [FI, §. 13/ 14.

Zu (1.2): Fir alle n €IN, x,y €IRY ist

E

n ! )
|fen(x)-fsn(y)L = |1 4 oy (2)-(£(x-z)-f(y-z))dz]
€I‘L - o _ . _ 2]

R (z)dz-Hu(f)-[x y| % = H (f) | x-v]%.

Weil auferdem

= |f{°, folgt:

E
n
V. ] s irRN ey (z)dz-|£]

n

(1.5) [£ | = |£ff fir n €IN.
sna o

Es gibt R >0 mit Tr f €K (0}. O.E. sei ¢ £1 fiir n €IN. Damn ist

Tr fEn CKR+1 {Q) fiir n €IN.
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Weil KR+2iOi kompakt und !f.;n|KR+2(O)|a z If}{l flir n €W (wegen

{1.5)), gibt es eine streng moncoton wachsende Abbildung o¢:IN - 1IN

und eine Funktion g ECu/Z(KR+2(O)} mit lfeu(n) !KR+2 (0)—g|u/2 -0

{n »w) (siehe [A], 1.31}). Wegen f ECO(IRN) gilt andererseits:

chu(n)—f)Jsz(O)]o-»o (n =) (siehe [Al, 2.18). Somit:
r _ - :
i (fcu(n) £) [KR+2(O) lm/2 -0 {n ~»=), Weil Tr f“o(n)' Tr £ t:KR_H(O).
folgt hieraus: |f -f] -0 (n =),
Ton) a/2
Zu (1.3): Flir ¢ >0 ist
"h_h(c)"r = IIh-hgllr +"he_h(a)":
Nun gilt aber: IIh—hEIIr»O (e4+0} {[A]l, 2.18); ferner:
nhe-h(e)"r = f (h-(1-—)(K1/E(O)))E||r < "h.“-XK.UE(O))"I
fiir ¢ >0 (2ur letzten Abschitzung siehe [A], 2.18), wobei
lIh- (1_XK1/E(O})Hr +0 {£40). Somit hat man: llh—h(E)ll = 0 (e40).

Zu (1.4): Die Behauptung folgt sofort aus der Definition der
schwachen Ableitung.

Lemma 1.4: Sei NEWMN, r,s €[1,=), 6 emY offen, w.uy GLr(G) fiir

n €N, mit ||u—un||r -0 (n-w). Sei B8 G].'Ng. Fiir alle n €W sgoll die

. . . . N
L
schwache Ableitung DBun existieren, mit DBun € s(ZI:R ). Es gebe

v €1 (6) mit IDu ~vl_ =0 (n-e),

Dann existiert die schwache Ableitung D

Bu, und es ist DBU =v f.d.
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Beweis: Sei ¢ ECZ(G)- Dann ist

S uwD ¢ dx = 1lim f u_-D_4 dx
G & nse G OB

- 1im-1y 1Bl f Dyu -6 dx -1 1Bl f vy ax.
N-+o G G

Hier gilt die erste und vierte Gleichung, weil |l un—ulir =0,

|IDBun—vIlS 0 (now),

Lemma 1.5: Sel W €M, r,r' €(1,«) mit 1/r +1/r' = 1. Sei

VELZ'loc(IRn},wELr. (e ny (=¥ . ozuxelt,...,m

;loc 2,1oc

sollen die schwachen Ableitungen Dkv, D, w existieren, mit

.4

D v E Lr(mN) , Dwel (mY):

k k 2,1loc

Sei ¢ €CT(R"). pann gilt fir k €41,... x5}

.;IFRN Dkv-w-.l; dx = ~ {RN v-Dkw-E dx - f n V'w-D £ dx.

IR k

Beweig: Sei k €{1,...,N}. Fiir n €W ist

| r D v-w-%f dx — f D, v (w-
= Pk R ( £ 4 /n ax|

0 (D v| | we e (e
IRNIkVI lweg=tweg) | dx

< IJDkvﬂrllw-g—(w-E) 1/n"r' .

N . L
Da w-f € LI"(IR ), gilt: "w.E-(w'gH/n"r' =0 {n —)co)_ Somit hat man:
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{1.6) f _ D v-w-{ dx = lim © D v-(w-E) dx
IRN k - IR.N k 1/n

= 1lim (~1)-r veD, ({w-£&) ) dx.
=Y k 1/n

n—=

Die letzte Gleichung gilt nach Definition der schwachen Ablei-

tung.

Weil ¢ EC';(IRN), existiert die schwache Ableitung Dk(w-g) , und

es ist

(1.7 Dk(w-g-) = Dkw-g +w-Dk£.

GemdB (1.1) gilt fiir n €N :
Dk((w-E)”n) = (Dk(W-E)).I/n-
Somit felgt aus (1.6):

(1.8) r . D vewet dx = lim(-1)-f ve (D, (weg)) dx.
IRN k s IRN k 1/n

i o N oo N
. L .
Wegen (1.7}, und weil £ €C_(IR ), D]w,WE 2,1 c(IR )}, haben wir:

D, (w-r) €L,(IR"), und daraus:

HDk(w-é;)-(Dk(W-E))anlz -0 (n »w) .
Jetzt ergibt sich wegen v € Lz,loc(IRN):
(1.9) f . v-D (w-£) dx = lim f , v-(D,w-E) dx.
IIRN k S IRN k 1/n

Aus (1.8) und (1.9) folgt:
I D, vewef dx = = f veD, (weE) dx.
IRN k IRN k

Wegen (1.7) ist dies die Behauptung.
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Lemma 1.6: Sei eine Funktion j0 EC:(IR) mit jo(IR) cIkR, O sjo =1,
igll=1,11 =1, j_|R~[-2,2] =0 fest gewdhl:.

3
Zu k €IV sei z;k:m3 3x = j {Ix|/x) €IR. Dann ist 7, ec:(IR ) mit

=1 k € N
Tr ¢, <K, (0) und :klxk(o) { N}

Zu p €[1,=) gibt es P,{p) ¥0, so daR

-p+
;oo 1Dz |P ax < B, (p) -k PHI
53 1Pk 4

-1
. N, 1€{1,2,3}, pe[1,=}].
und IDl;kIO s Pk (k€ e P

o 3
Beweis: Sei p €[1,«)}, k €N, 1€{1,2,3}. Dann ist fiir x €IR ~{0}:

[Dyeg ) 1P= 132 (x| /K) - x / (ke [ %] ) |
s K P32 x| /0[P,

wobei j(‘)(|x[/k) =0, falls [x] <k oder |x| z2k. Damit folgt:

S oo 1Dz, (x) P ax s 5 K P 5(xl/k) b ax
w3 P17k R gy (OY~K, (0) °

_ 3
k p.|jé[°-4m-%_-((2k13-k

)
% . -p+3
P,(pi-k .
i = [ 3! - . , daB
mit P,(p): [30|0 28n1/3. Beachte

iDlzklosk_1-|jé|osP4(1), fir 1 €41,2,3}, k €IN.

Von nun an sei v eine fest gewdhlte Zahl aus (Q,w).
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Lemma %.7: Zu j,k €{1,2,3} sei

. -1 NS 0 1.1 =3
Ejk.m ~{0} 32z » (8-w-v} -(ajk izl vzgezy lz[77) €,
E4k:]}!3\{0} Iz o (4-17)_1-21(-[2!_‘3 EIR.

Fir j,k €11,2,2) ist

3

(1.70) = v.aE DB, = 0, 151 DB, =0

Fiir j,k,1 €(%,2,3}, x €IR {0}, ¢ >0 gilt:

{(1.11) DIE.; (£+%) =¢ 2-D,E,, (x), E,(c-x) = & 2-E, (x)

. 179k e F TE 1R R By lEr®l S e 4k '

Ferner hahen wir fiir j,k €{1,2,3}:

o3
{1.12) f{=v)- X

(y,+D.E.. {y)) +y.-E, (y)} do. = &
2K, (0) 1=1 1 11k 4k

1 Y ik*

(1.13) Es gibt eine Konstante P

5 >0, so daB

-1 . -2
. [DlEj (z)“"IEdk'(z)! - 95-42[ r

|2, P1Ey ()] + DBy, ()] = P5-|z|'3L L} iﬂ..DMD/(Em(?.]H

|Ejk(z)[ P 2]

: -
fir z € R ~{o}, j,k,l.m(f“rz'?’}- La“- < PS 2
Beweis: (1.10)-(1.12) bestitigt man durch Nachrechnen. Beim  Be-
weis von (1.10) kann man ausnutzen, daB Az(]z|_1) =0 fiir

z EIR3\[0}. Zum Beweis von (1.11) verwende man, daf fiir
3,k €17,2,3) gilt:



H£

(4, 50)
|nL, )

H Q’rw)
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I f.-1, do (6., /3)-r do = &., -4-u/3.
2K, (0} 7 ko ik i @ " ik

Durch Ausrechnen der Ableitungen g TR T
‘14-’—}-,—1(—;-1-,%6—}-){ bestdtigt man, daf (1.13) mit

Pﬁ;«awxaaugn4i_asemhwii erfiillt ist. o

o
F . 3 I
mmm1ﬁ:ggreﬁﬁmq,3¢Je{uLﬂ,f65uR)kmjuam

*f, D.E. *f und E, *f.

Esx 15k 1k

Setze P6(5)== PS-PZ(S), P.](S):: PS-P3(5) fiir s >1, mit P5 aus

Lemma 1.7, }?2,12'3 aus Lemma 1.2.

Sei r € forsrel, £l () L, (®Y).

Dann gilt im Fall r »3/2 filir s € (3,=), im Fall r <3/2 fiir
s €43, (1/r-2/3)")

1, sowie Fiir 1 ¢4,k £3:
HE., *£ll £ P_(s)-HEH .
ks T 76 (1/s+2/3) 7"

Weiter ist fiir t E(3/2,(1/r—1-/3)_1]k T i.k,t <3 LL\W‘?‘M ‘f’-%‘
1" ?rfla 1‘?3

Ip,E., +£fll, +4E, sfll, £ P_{t) -l £l
179kt 4kt 7 (1/441/3)"

Beweis: Flr j,k,l1 &€{1,2,3}, x,vy EIR3 mit x #y ist nach (1.13}:
LBy (x=y)-£(y}] & Po-Gy _, (x=y) - 1E(3) ],

[DlEjk(x—y}-f(y)| +[E4k(x—y)-f(y)! £ P5-G3'_2(x—y)-ff(y)l.

G aus Satz 1.1.

mit G3'_1,

3,-2

Damit folgt die Behauptung aus Lemma 1.2, o
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Lemma 1.9: Sei j,k,l1,m€(1,2,3}. Dann gilt:

(1.14) b D.E € c™(mIn{0});

155k P1%ax

(1.15) Z"DmnlEjk(t.z)Z-Zt£3 zjanlEjk(z)Z, Z —vﬂ
ZDlEdk(t'zkrilizF =JD1E4k(z)l flir =z EIRB\{O}. t >0; [,,@

3 .
(1.16) £K1(0) DleEjk(Z)-[zl do,
I D.E, (2): 2|~ do_, = O
3k, (0) L 4k

Beweis: (1.74) ist klar.
Filr t >0, z EIRB\{O} gilt (siehe {(1.11)):
D\E. (t-z)-t? = DB (z}, E (t-z)-t2 =E, (z)
175k ) R N 4k

Nach [BJS], 8. 223 Folgt daraus (1.15) und (1.16). (1.15) und
(1.16) x®nnen aber auch ohne weiteres direkt nachgerechnet wer—

den. o

Satz 1.2 (Calderdn-Zygmund): Sei N €IN, Q €C™(IR~{0}) mit
Qtt-z)tY = Q(z) fir z €Y, t >0;

I Q{y) do_. = 0.
3%, (0) ¥

Za e >0, pe(1,=), £ E_Lp(]:RN) setzt man

A(Q,e) (F):IRY 9x » ¢

N Clx-y)-£{y} dy € .
IRTNK (%)
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Fir p € (1,=), £ eLp(mN), >0 gt dann A(Q,+) (D) €L (IR"), wnd

es gibt cine Funktiom A(Q) (F) € Lp(mN) mit

20, e) (£)-A(Q) (D) | » O Lidr +¢0.

.
Dies bedeutet insbesondere: Zu p € {(1,=}, ng(mI\) gibt es eine
‘Folge (rn) in (0,®) mit nn+0, A(Q,nn)(flA»A(Q)(f) {n »w) f.0,
2Zu p €(1,w) gibt es PB(p,Q) >0, so daf

. v L(mN
hat) ()l s pelp,@)-hrll ) fur £ e L (®m7).

Beweis: Siehe etwa [N], S. 82-83, 104-11%, [Altl, S. 227 o

Satz 1.3: Sei N €N, Q €CT (IR ~{01) mit Q(t-z)t" = O(z) fiir
z EIRV~{0}, t >0;

I Q(y) do 0.
3K, (0) Y

ist £ €c®(®™ mit Tr f kompakt und [f| <= fr ein o €(0,1).

. N
so existiert der Grenzwert lim A(Q,c) (f)(x) fir alle x EIR".
40

Die Funktion

BIO) (£):TRY 3x - lim AL, ¢) (£) (x) €T
e+0

ist also wohldefiniert. Fs gibt hun zu « € {0,1), R >0 eine Zahl
: N .
Pg(a,Q,R), so dap fir £ ECu(I{R } mit Tr CKR(O) gilt:

B (F) | < Pgla,Q,R)-[F] .

(Ungleichung von Hdlder—Korn-Lichtenstein-Giraud).

Beweis: Siehe [BJS], 5. 244, [Alt], §. 225. o
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Gemdn Lemma 1,9 kann man Satz 1.2 und 1.3 auf den Fall

Q =DmD1Ejk bzw. =DlE4k anwenden. Insbesondere sind die Opera-

toren A(DmDIEjk,c), A(DleEjk), B[DleE:.| )} definjert, ebenso

A(DlE4k), B(D1E4k) (1 £j,k,1,ms3, & >0},
Weiterhin bemerken wir, daf in der Situation von Satz 1.2 und 1.3
fiir ¢ €CT(IRY) die Funktionen A(Q) (®) und B(Q) (¢) definiert sind,
und daB gilt: A{Q) (p) =B{Q) (¢) f.4.

Lemma 1.10: Sei o Ecz(m3), ¢k, 1,m€{1,2,3}. Dann ist Ejk*«p,

E4k*lp ECM(IRE'), und es gilt:
Dl(Ejk*q)) (DlEjk)*tp.

Weiter gilt fiir x em3:

Dle(Ejk*w)(x) = B(DleEjk)(w}(x) + w(x)-gK (o)ym'DlEjk(y)doy'
1
Dl(E4k*w) (x) = B(D1E, ) (@) (x) + w(x)-gK (O)yl-E4k(y)doy.
1

Beweis: Wegen (1.13) und wegen o ECZ(IRS) existieren die Faltun-

gen E_, «D_o, DlEjk*Daw,fur v €{4,5}, a E:INO. Man (iberlegt sich
leicht, daB die Integrale

i E _(x-y)»D_w©(y) dy, [ D.E. (x-y)D_u(y} dy,
IR3 vk a w3 13k a

(v €{4,3}, a EINS;) sogar flir alle x EIR3 existieren. Es folgt:
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(1.17) Die Grenzwerte lim [ 3 Evk(y)-Daw{x—y) dy, bzw.

(Beachte: ¢ hat kompakten Triger)
e+0 IR \KS {0)

lim f D.E.. (y¥)-D_w(x-y) dy existieren und sind = (DlE.k*w) (x) {wegen (1.17), (1.19)).
3 175k a J
e+¥0 IR \KE {0)

. 3
gleich (Euktnaw) (%) bzw, (DlEjka«Da{p} (x), fir alle x EIR™.

Man stellt weiter fest, daB fiir x EIR=3, e >0 gilt:

o= 3 .
Aus (1.13} und wegen ¢ €C_{IR”) folgt auferdem, dag | . o). _
= ¥ o : DiEj (V) -oix-y) -y /I y] do
E“k*(p €EC (IR™) und BKE(O)
- ox)-r D.E. (z).z do l
N 3 3 . 3K, (O 17jk m Z
{1.18) Da(Evk*Lp) {x) = E“k*Daw(x) filr x €R”, a €IN°, v E{4,7}. 1( }

Fir x €%, >0, ¥ €cO(R?) ist wegen (1.13): r DiEg ) v /Iyl telxey o)) doy’

BKE(O)
i E. (y)-¥(x-y)-y,/|¥| do I “(wegen (1.11))
2k (o) J¥ 1 4
E
- - £ o . : O)}-P.-4 . '
< PS-[‘FI . lyl L S T sup{ | @ (x)~p(x=-y)| Yea#e( )}. 5o 4r (wegen (1.131))
[o] h'd 5 s )
aK_(0) -
's0 dak wegen der Stetigkeit von uw folgt:
s0 daf
(1.20) . DyEjp (¥)-wlx-y) -y /ly[ do, -
E
(1.19) s E.k(y)-w(x—y)-yl/lyl do, =+ O fUr e+0. 3
3k_(0y -] - @(x)-/ D,E., (z)-z_do_ - 0 (e+0), fr x €EIR",
€ 179k m z
9K, (0)
Nun findét man f£ir x EIR3:
: Damit gilt fir x €IR°:
D, (F. * ®) = 1im S E__(y)-D plx—y) d
1) () €40 m3\K€(O) Ik L e
. D.D (E. 1 {x
(wegen {1.17), {1.18)) 10 (B gpr@) ()
= lim(s DlEjk(y)-lp(x—y) dy + = lim J 5 By (¥) DD 0(x-y) dy (siehe (1.17), (1.18))
£+0 IR ~~1<E{0) i :

£+0 IR \KE_ ()]

0 E; (v}-wlx=y) .y /|y| do_)
aKE(O) ik . ¥
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- ]_im(_r 3 DlE.k(y)°D w(x-y) dy +
£¥0 MR TNK_(0) ! ™
+r E., (¥)+D_opi{x-y)-y,/]y!| do )
3K€(0) ik m ! Y
= lim(.r 3 D DiE . (¥)-w(x-y) dy +
s+ \R*~K_(0) ™ 1]
7 D E., {¥)-¢(x-y)-y_/|y| do_ +
aKE(O)- 175k ™ ¥
+ r CEL (¥)D oplx-y)-y. /]yl do )
9K_{(0) e m t o
* BB DEy ) (0} (x) + w(x)-;K ©) D, (2) -2z do,.
1

Bei der letzten Gleichung wurde (1.19), (1.20) angewandt, sowie
die Definition von-B aus Satz 1.3 eingesetzt, Die im Lemma be-
hauptete Formel fiir DI(EM(*W zeigt man analog.

LFemma 1.11: Sei @ <:IR3 beschridnktes Gebiet; der Fall 2 =¢ sei

zugelassen.

Sei ¢ €(0,3), ferner B € L3+E(IR3\E)3, v € L(R3A) . Die_schwa-

chen ableitungen Dyuys DyDyug, Dyr sollen existieren; es gelte:

. 3 = . .
D, u. ELZfIR ~qar, uj-Dkau., uj-Djw € L

3 -
X j 5 (TR "~Q)

1,loc

fir 1 £4,k 3.
Ferner wird fir 1 <k,3 <3, ¢ EC‘;(]RB) vorausgesetzt:

(1.21) s DD u.-u,-¢ &K = - o ((D
I .= "kkF ] IR3\Q

2
u.) - 4D, u.-u.-D, ) dx
3G T e P

k
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(1.22) r _ D.w-u.+rp dx -f _{msD.u.+¢ +w-u,-D.5} dx,
w3~g 3 3 rig 373 37

{1.23) —-v-Au +V7 0 f.4., div u o f.d.

Dann ist 4 =0 f.i., * =0 f.i.

Beweis: Zu n EIN sei Cn definiert wie in Lemma 1.6. Setze

s:= 2« (3+:)/{1+c}. Es gilt: 1/s +1/(3+e) +1/2 = 1. Fur j,k €{1,2,3}

]
(1 <,k £3, n €IN). Damit folgt fiir j,k €{1,2,3}, o E{Dkuj,w},
n €EM:

. 3. = . 3. = 3
ist "’Dkuj E LZ(IR ~R}. AuBerdem ist u. € L3+L_(IR ~1), chn (:'LS(IR Ve

1.24 cuL e dx| = lell,-llu.ll -too e |l
( ! I;:’RB‘\-ﬁpuj Dk‘:n x[ el 3" 3+e k'n's

S ol yellugl g, pyts)1/8un (7873078,

Die letzte Ungleichung gilt nach Lemma 1.6. Beachtet man, daB
-s+3 <0, wie aus der Bedingung ¢ € (0, 3) folgt, so erhdlt man:

(1.25) Lm 7 5 _peuyeD dx = 0 fir j,k €{1,2,3}, o €(Duy,7l,

EA
n-ee IR "~Q k*n

Es ist O s.;n <1 (n €N}, und es gilt: Ln -+1 (n »=) punktweise.
Mit dem Konvergenzsatz von Lebesque folgt:

2 . 2 y
(1.26) 7 5 _ {Dkuj) so dx =S g (Dkuj) dx  [n -»w) £ir

IR "0

~

e

i,k €{1,2,3},

MNun ist aber flir n €IN:
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3
.27y o £R3\ﬂ j§1{ (_v'Auj-'-Dj")'cn'uj} dx Der folgende Satz enthdlt die angekiindigte Existenzaussage fir
Lé#sungen des linearen Stokes-System im 1'R3.
3
= =v T f o _ D Du.su.-z_ dx +
j,k=1 m¥*g Kk31 3 m
Satz 1.4:
3 ]
+ I I Don-u,-r_ dx 1
. ER i “n . 1.3 3.3
=1 IR ~~0 3 ki I), Sei r Et-'é-yLEs...m', _fELr(IR ) rlL,I(IR )~ . Setze Pi (A!Dd)
; ?
3 ) uj.('t'):: m; Bty (153 3], ()= m§1 E, *f ,
ve X I {{D,u.)"-¢z_ +D,u.-u.-D r_ 1 dx -
'k#1IR3\ﬁ k] n "kj 3 7k'n
I mit Elm (1 <174, 1Zzm<3) aus Lemma 1.7. Gemdf Lemma 1.8 ist

3 ; B(F), =(F) wohldefiniert.
- I [ _{w-Dou -k +r-.u.-D.g } dx
3=1 m3<3 s i7im \
Dann ist [ﬁ(?)]x[w(?)] die Menge aller Paare (ﬁ,'wr) aus FBx'FB mit
3 5 folgenden Eigenschaften:
= v ; ]Z(=1 Py {(Dkuj) g, tDus-u, D g 1 dx - .
! | Fiir 1 #j,%,1 <3 existieren die schwachen Ableitungen Dkuj’
3 ilts
ST S Teu.«D.C_ dx. i lekuj' Dy und es gilt:
F=1 IR~Q o1
{1.28) —v-40 +9r = T f.ii,, div 4 =0 f.H.
Die erste und letzte Gleichung gilt wegen (1.23). Bei der drit-— { 5
ten Gleichung wurde (1.2%)}, (1.22) angewandt. Aus (1.25)-(1.27) 1 Im Fall r 23/2 ist uj € n Lq(IR Y.
E(3,m
erhdlt man durch Grenzibergang n —eo: g€ (3,)
3 5 3 , im Pall r <3/2: uj € n » Lq(m3) (1:3s3).
0= v £ [, _(Pu.)” dx; d.h.: O TS, vu ]t ax. - oge(3,(1/r-2/3) ']
k=1 IR™~Q J J=1 IR™~q J | 3
Insbesondere gilt im Fall r <3/2: u, €1 1(IR ) (1 =9 £3).

'i I n-vyn”
Somit: Vu, =0 fast iiberall, fiir 1 s £3. Dies bedeutet {siehe 1

[Al, 3.21}: Zu jedem Element x em3g gibt es eine Umgebung U Weiter ist“Dkuj,n € ~ n -1 Lq(m3)): LC\M"E{& f‘}’g;"-""""‘l
x ge{3/2,{1/r-1/3} 1 D,L‘-“' e A L UR&)
4! q

von x und eine Zahl Ty EC, so daB ﬁ'lUx =c fast iiberall. Da @,

und somit auch IR3\5 zusammenhdngend, folgt: 3 fast Hiberall kon- 3 6 3 . 5[6'(3,[15”)
stant. Aus {1.23) erhilt man: Vx =0 £.{i. Mit denselben Argumen- 4 -{a'a“)’f% Dkuj' v e LZ(IR ) ek e3). WATO(MT <3
ten wie eben ergibt sich daraus: = f.ii. konstant. Weil i i . 3 .

Te LZ(IR3'-§)3, v € L2(IR3\§), folgt die Behauptung. o Schligblich ist D,Dyuy, Dyn quu?r] Lg(®m7 153k, 153},

L

L1 Fall w365 qibt o5 wmunein solches faat
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Edr s €(3,@) im rall r 23/2, sowle fir s € (3,(1/r-2/3)7 1) im ITI). Sei @ cIR> offen, o €(0,1), 3 €C®(2)> und ? gie triviale
N . 3 3,3
Fall r <3/2, und fur 1 =j &3, £ ELI(IR ) n1_1(m 7 ogilt: Fortsetzung von ?g’ auf IR3. Dann ist ﬁ(?:')lﬂ Ecz(n)3, n(f)[n (—:(:1 (o).
(1.29) lu ()l s 3B, (s) -}l ;
37 e 6 (1/s+2/3) 7 Y T e
| Jod 23, seln,00) (Tl vy 23 Beweis:
" -1 L R : '
Fir' s € (3/2,(1/r=-1/3) }I 1 9,k 3 und fiir f"wie eben ist i
— /2.0 /=1/ L Iy zu I).: Sei r e{-s—/—s—.m', kS €Lr(IR3)3 n L1(IR3)3. Sei ein ElamentHTé(’hM)
(1.30) o, u. (D)1l +a (B < 3-Pots)-IT . i €{1,2,3} vorgegeben. Zur Abkiirzung schreiben wir u,:= uw. {%).
k™3 s s 7 -1 3 ]
(1/s+1/3)
% T 4 18 ei et L) Nach Lemma 1.8 gilt im Fall r 23/2 filr s € (3,=), im Fall r <3/2
in L .8 eingefihrt - . -
g Py Wuxrden in Lemma gingeldnrt fiir s € (3, (1/x-2/3) 11,
SchlieBlich gibt es zu r Eﬁ-é-/—&r"‘f: s €(t,r] eine Zahl P, [s} >0, (1.33) luill_ s 3-P6(s]-||fl[ 1"
80 daB J t1/s+2/3)
(1.31) Ip,p u. (B)ii_ +lo (Bl _ = P _(s)-HFN 3
1"k 3 s k s to s 7 € . e . .
un€IN sei wips mi] Ejm*(fm) (1/n)” mit (fm) (1/1) gem#8 Lemma
- . 3,3 3.3
fiir 1-3,k,13, T € LI(IR }TonL (IR™) . 1.3 definiert; insbesondere ist Uy ECw(IR3) {n EW).
Fir 1 4,k,1 -3 und_ fiir ? wie eben, existiert DkEjl*fl {siehe Nach Lemma 1.8 ist:u, € n L (IR’?'), und es gilt:
I qe(3,e) -
Lemma 1.8), und es ist Dkuj(_t') = m§1 DkEjm*fm‘

3 .
(1.34) e, ~-u.l_ = Psts)f E1||fm-(fm)(1/n)l| (n €IN)

in "3's = (1/5+2/3) 7"

11). Sei r € (3/2,»), R>0, T € Lr(m3)3 mit Tr ¥ cK,(0). Dann ist _ »
fiir s €(3,=) im Fall r 23/2, bzw. fir s €{(3,(1/r-2/3) '} im Fall

FE) 1R (0) €w? T (017, x(F) K (0) €W T (K (0)). r <3/2.

1

Fiir s wie in {(1.34) ist (1/s+2/3)_ €{1,r], so daB nach Lemma 1.1

Zu r €[3/2,=), R>0 gibt es PH{r.R) >0, so daB
und waggen (1.3) gilt:

(1.32) 1E@ (K@M, HIvaDI s Py (r,R) VB 3
£ £ -(£) I -0 {n ).
. = m Tm’ (1/n) -1
fiir ¥ ¢ LI(]:|23’)3 mit Tr ¥ <K, (0) ! (1/s+2/3)
Somit aus (1.34):
{1.35) "ujn_uj"s -+ 0 fn »w), fiir s wie in (1.34).
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Nach Lemma 1.10 ist
3
- N .
(1.36) Dkujn mf1 DkE *(fm)H/n) (1 -k 3, n€IN)
. . [ v Feeld "'-3'r Q&MJ“‘-" ﬂerk”J
Aufgrund von Lemma 1.8 bedeutet dies: rG(}/lfbﬂ
%u.e n _TI.(RB) (1 -k -3, n€N).
In “gegsze, (/=177 9
N . 3
nndererseits ist nach Lemma 1.8 auch T DkE =L aus
jm Tm

o
e )L und es gllt mit (1.36):

| e Fell 123, AW aus
Lr_' (|Q‘5 s Tl 23

-1

n
q€(3/2,{1/x-1/3} ]

3
- C{G('Bll o«
(37 1T D et Dl <)

3
< Po(s). E Hf (£, ) _
7 e a/m! (1/s+1/3) 71

[ Cm Tt {0 ‘\4:’

fir n €N, 1sk <3, s E(3/2,(’l/]:--'l/:ﬂ—.‘li‘):2 . 64(3/2. N)LM Fo\l{. ;3

Fiir s wie in {1.37) ist'(1/5+1/3}_1 E[1,r]l, so daf nach Lemma 1.1

und wegen (1.3) die rechte Seite in (1.37) gegen Null konvergiert.
Aus (1.37) folgt also:

3
(1.38) IImE1 DkEjm-*fm_Dkujus - 0 (n »m)‘
{ (o Fadl ve3, se(3200) 123

fiir s 57(3/2,(1/::-1/3)'11[\, k €41,2,31.

Aus (1.35)}, (1.38) und Lemma t.4 folgt:

(1.39) Piir k €(1,2,3} existiert die schwache Ableitung Dku:j von
3
. . c . .
uj, und es ist Dkuj m§1 DkEjm fm f.id

-37-

Jetzt nach Lemma 1.9:
1.40 . . .
¢ Y IDgusly £ 342y (s) I 1

LLM‘_U\LL TQB 3(:(3[1 00) o
flir s €(3/2, (1/r~1/3}" }Lk€{1 ,2,33 Fau vz 3

{1/s+1/3)}

Wir schreiben zur Abkfirzung n:= T{F).

Nach Lemma 1.8 ist dann « EIE(IRB) und

-1

(1.41) fall s 3-Po(s)-IF0 Ij-

-1 fir s €(3/2,(1/r-1/3)
(1/5+1/3)

vz5

Zu n €W sei L

([ ]

mtlE )(1/n) Es ist n, ELS(IR3) und

m=1

3
Nng=vll_ s Po(s) = lg -

fir
m=1 v

(f 1
(1/m) (1/s+1/3)"

s €(3/2, (1/r-1/3)— ][151ehe Lemma 1.8). _ Daraus erhdlt man:
Liw Fall r<37 se(3,00) G Ball +27

(1.42) fln -sll_ » 0 (n-e) fiir s 5(3/2,(1--/r-1/3)-1]}-_
[ o Fall 743, 6€032,50) Cw, Foll =3

Sei I,m€{1,2,3}. Aus Lemma 1.10 und der zweiten Bemerkung im
AnschluB an Satz 1.3 wissen wir:

(1.43}) DlD u]n(x) =

™
3
E{A(DDE YUE )‘.1/ ))(x)+

k=1

+ (fk)(1/n)(X)'f ym-DlE.k(Y} do 1,
3K1(0) 3 v/[

ik.m %"M[i ‘I"¢5 Se ('5/9_ DO) G, F LA
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Dlﬂn(x) =

3
. {A(D Q) (5 }lx) +
= (1/n)

+ (£ )(1/ )(x)-gK ) Y1 By () doy}.
1

ﬁrfﬁtanexemaumiﬁrnem.

Sei s €{1,r]. Nach Lemma 1.9 und Satz 1.2 gilt flir n €IN, 1 <k £3:

A{D.D R(DyD B ) (£ ), AMDE ) {F )(1/ )) und

1Pn 3k}((fk)(1/n))' 154k
A(DlEﬂk)(fk? gehdren zu LS(IR }. Beachte dazu, daB T EIE(IR )

1 m 3j

nach Lemma 1.1. Jetzt ergibt sich aus {1.43):

(1.44} D.D u

1P jn'Dlwn € LS(IRB) fir n €IN.

Als weitere Folgerung aus Lemma 1.9 und Satz 1.2 notieren wir:
(1.45) RAMD B, ) ((£) (4 ) )R EL ) (EON

s Psps,nlnmgjk) H(f )(1/ ) fkﬂs.

FR(DIE ) (UE) (4 /) ) ~B(DE g ) CE

g(s/DE Il (£

EIN).
14k =£ 1 (t<k<3,n )

k)(1/n) k's

Andererseits gilt gemdB (1.3):

(1.46) I!(fk (1/n) fkﬂs -0 (n ~o}, fiir 1 =k 3.

Die Ergebnisse in (1.43)-(1.46} liefern nun diese Konvergenz-
aussage:

—39—

3

{1.47) HDleujﬂ k§1 A(D D E )(f }
3
- ¥ f .r y_-D.E. {(y) do_ll
k=1 Kk 0 ™ 13K y's
3
+ HDl=n - E A(DE,, ) (L)
k=1
3
- £ f +f ¥.-E, (y) do Il - 0O
k=1 ¥ 3K, (0) 1 74k vy s

filr n »w.

Aus (1.35), (1.42), (1.44), {1.47) und Lemma 1.4 folgt, daB die

schwachen Ableitungen D Dmuj, Dlw existieren, mit

1

3
(1.48) Dleuj - k§1 A(DleE4k)(fk) +

+ = £ -f Y. {y) do_ f.4.
k=1 X ik (o) ™ P1%5x

und
3

3
D,m = ¥ A(D.E )(f )+ ¥ £ -f ¥, E, . (¥) do f.d.
Py T k=1 Kook o) P K ¥

Hierbei waren j,1,m beliebige Elemente aus {1,2,3}.

Man setzt nun fiir t €(£,M)

3
P, (t):= max T {P {(+,D.D.E, } +
1o 125,1,ms3 k=1 s o s

+ 7 ym.nlgjk(y) do | +

3K, (0) ¥

{t D1E4k) +
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+ |r v, E,, {yv) do ]1,
3K1(0) 1 "4k v [
mit PB(t'DleEjk)' Pa(t’DlE4k) aus Satz 1.2, fiir Q =DleEjk bzw.
fiir Q =D;E,, . Dann folgt Abschidtzung (1.31] aus {1.43),

Lemma 1.9 und Satz 1.2.

Wir finden auferdem fiir j €{1,2,31:

(1.49) = v+Au, + D,7 = ~ v« ¥ D.D,u. + D_.mw
] 3 1=1 ] 3

3 3 _
= ki1{—u- ¥ A(DlDlEjk)(fk) + A(DjE4k)(fk)

1=1
S3 \
+ £, f (=v. £ ysD.E. (yv) + y.-E, (y)) do
k 8K1(0) 1=1 17174k i Tdk vJ

{wegen (1.48))

3 3
ki‘l{-v-li‘l A(DIDIES) (£) — A(DLE,) (fk)} + £y

(weqen (1.12))

3 3
= I Af(-v- I DDE:,|

-D.E, ) (£,) + £, f.4.
N NPt R ST IS B S 3

Die letzte Gleichung folgert man leicht aus der Konvergenzaus-
sage in Satz 1.2. Seien nun j.k €{1.,2,3}

Nach Satz 1.2 gibt es eine Folge (en) in (O,w) mit en+0, so daB

3
[ L.z

T -ye ¥ OB E. (x-y)-D.E, (x-vy);-f, (y) dy
m3x (0)1 1-7 YTk 14k "k

€

n

3

- A(-v: I DlnlEjk—DjE4k)(fk)(x} (n »=)

1=1

=4j=

Fir k €{1,2,3} und filir fast alle x EIR3. Mit (1.10) folgt:

3

A(—v-l£1 DlDlEjk —DjE4k) (fk) = 0 f.U4.

Jetzt ergibt sich aus (1.49}: —v-Auj +Djn = fj F.id. (1 £3 £3).

Weiter gilt fast iiberall:

3 3 3
T D.u. bx I (C.BE. *f ) (siehe (1.39}}
=1 33 g=tpg= JIMRW
3 3
I (z E. xf =20 {siche (1.10)}.
m=1 j=1 I B

Machen wir nun die Abkiirzungen 4 23(?), T =n({f) wieder riickgénygig,
so folgt, das8 das Tupel (W), 7)) die Gleichungen in (1.28) er-
fullt.

Zu zejgen bleibt die in I) enthaltene Eindeutigkeitsaussage. Hier-

zu beied bl sel zusatzlodh voraus 1265 F¢ cecon
1,3 € n LS(IRB)3 im Fall r 23/2,
s€(3,=)
b;w.
13 n L (mAH? g
. 1 . im Fall r <3/2,

SE(3, (1/r=2/3)" 1

ferner Ty €L2(IR3). Fiir i €{1,2) gelte: Die schwachen Ablei-
tungen D. L, p.o.d, o, r., existieren, mit D &., n, €l (IR3)
k& 1Tk TkTi 4 k47 i 2 ¥

D, D. 1., D

1?15 k™ ELr(IRS) {1<£j,k,123). AuBerdem sei

i -

- vealavr, = F, aivd=o £u. =1,2).
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Setze 0:= E—u, LERd P P Dann stellt man zundchst fest: Tm Fall
r <3/2 ist u. €L _ (IR3) ni (IR3), und im Fall r 23/2
b 1 2,1loc
(1-1/x)
ist u. €. 0 L (IR3); in jedem Fall also gilt:
©, loc
pEl1,=)
3 3
w, € L o (IR7) n L (IR7).
] t1-1/ri" 1, loc 2,loc
Es ist klar: D u EL (IRB) D Du.,D €1 (IR3) (1 <3,k ~3)
ar; kj,ﬂ 2 ’ kkj' k'I'I - S -
Jetzt folgt aus Lemma 1.5, mit vi= Dkuj' wis ug:
I D, D,oua.-u.«f dx = — J {(D u.)z-r +D u.-u.-D & dx,
IR3 kK'k3 3 IR3 k73 8 k"5 73 k"

sowie mit vi= m, wi= uj:

rr-uj-E; dx - £R3 (n-Dkuj-E ¥ w-uj-DkE] dx

I D.

IR'3 'k
. = 3

(1 ¢4,k £3, ¢ ECO(IR 1)

3
Weiter stellt man fest: Es gibt ¢ € (0,3) mwit uj EL3+E(IR )
{179 <3,

Ferner ist —\)-Auj +Djn =0 {1 <3 <3y, div d=0 f.ii. Weil auBer-

dem u. € L -1 (IR3) , wie oben festgestellt, und
I -1/, loe

D.n,D, D ou. ELr(IR3), hat man:

SIS S

uy D DU, ug DT € Ly 10cf® ™) (1-4,k<3).
Jetzt folgt aus Lemma 1.11, mit 6 =4¢: G:O, =0 f£.1.,
d.h.: E:g,n]=n2f.m

—43-

zu TT): Sei r € (3/2,=), R>0, T € Lr(IR3}3 mit Tr ?t'cKR(O). Ge-

miR {1.31) ist fiir 1s3,k,1 73:

{1.50) unknluj(E)MI +HDkﬂ(?)"r < P1°(r)-ﬂfﬂr.

Wegen r € {3/2, (1/r-1/3)—1] gilt: Ll,\m Fall T“-3| & (’jf)ﬂw) i Fa.u..

+23
Io o (B0l +8a(F)l = 3. (xMIEY _
k3 r T r 7 (1/r+1/3) 1

17 (3+1) . P
5 3+P, (1) (Vol K (0)) -h%ﬂr fiir 1 £,k = 3.

pa T 23/2, ist u (@) ELrv4(IR3) und (siehe (1.29}):

2 3-P(rvd) F

ey (B0, ;

vé (1/(xva)+2/3)"

Andererseits ist

1/r=1/{rvd)
lluj(¥)h<R(o)||r $ (Vol K(0)) -uuj(?)[xR(O)urv4

und wegen (1/(rv4)+2/3)  <3/2 £r, sowie wegen Tr f CKL(0):
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1/r=1/(xv4)~2/3"
(E _, s (Vol K_(0)) NN
3 evayr273 7] i i'r
(123 =3).
Zusammen hat man:
(1.52) IIuj(E‘)[KR(O)Hr 5
< (vol KR(O))z/r—zl(IV4)—2/3-3-PG(rvd)-I[fllr (1 <5 3).
Aus (1.50)=(1.52} folgt:
2,T .
ug (B [Rp(0) €W T (RR(0)) (15733,
n(2) | K (0). €w? T (K, (0)).
Setzt man
1/(3+1)

P11(r,R):= P1G(r) + 3-P7(r)-(Vpl KR(O))

+ 3P {rvd)-(Vol KR(O))2/r—2/(r 4)-2/3'

so ergibt sich (1.32) aus (1.50}-(1.52).

zu III): Jetzt ist eine beschrénkte, offene Menge r_‘IR3 vorge—
geben, ferner eine Zahl o € (0,1} und eine Funktion § €C%(8)°,
? sei die triviale Fortsetzung von § auf IR3. Zum Beweis von III)

geniligt es zu zeigen, daf flur £E€n und § >0 mit KZG(g) g gilt:

= 2 9,,3 1
WE R, o (R) €07 (Ry,p RN 7, n(D) € (R, (R)).
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— 3,
Sei also ¥ €7, & >0 mit Kza(g) —f. Wihle ¢ ECZ(IR y mit r(x) =1

3
fiir x 535(2), c{x) =0 fiir x €IR ‘-—Kzatg).

. 3 o
Wegen E GCu(n)3, [4 ECW(IRa), Tr £ cit ist ;-fm ec*(m®”) fur

1 <m=<3. GemdR (1.2) gibt es eine Folge (sn) in (0,=), so daB

Wf =(z- - w) flir 1 £m £3.
{(1.53) |z £-(z fm)En[ﬂ-/z 0 (n )

Nach Lemma 1.710 ist

(1.54) u,((z-B) 1, nl(c-B) ) €C™(R>) (153 <3, nem).
3j £n €n

Es ist ¢-f_ € n L (IR3) filr 1 sm s3; somit gilt nach [A],
m peEl1,=)

2.18:

Hg-fm—(:-fm)EnHP - 0 (n o), £ir p E[1,o), 1 sm<3.

Aus (1.29) folgt, daB es eine Teilfolge (6n) von (Eh) gibt mit

(1.55} uj((;-f)a )..uj(;-f) (n =) £.8, fir 1 53 £3;
n

w({e- B ) wmle ) (nom) £.5.
n

0.E. sei §_ <1 fiir n €IN. Sei §>0 so groB, daB EcKS(O). Dann

ist ‘I‘r((c-f)6 ) CKS+1(O) ftir alle n €N . AuzBerdem ist
n
(¢?), ec™(m?). Damit ergibt sich nach
n

Lemma 1.9 und Satz 1.3, mit den Bezeichnungen von Satz 1.3:
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IB(DleEjk)((c-fk)ﬁp) “BIDD B ) (le- £ )]

}
n

< Pg(aIZ,DleEjk,S+1) - (E-fk)sp—(g-fk)an[a/Z,

|B(D1E4k)((:'fk)5p) ‘B‘°1E4k"‘c'fk’sn’ia/z

< Pg(u/Z,DlE

4

pSH1Y - {g-E ), =(5-£ ), ]
k k Sy ks 'al2

(1 £j,k,1,m%£3, p,n EIN).

Wegen (1.53) bedeutet dies, dapd die Folgen (B(DyD, .y

(B(D B, ) ([g-fk)dn))nem Cauchyfolgen bezitglich der Norm | [m/2

Yle-f 0, ))nelN,
n

sind {1 £j,k,1,m £3). Insbesondere sind diese Folgen gleichmiBig
ko . . i . -
nvergent. Wegen {1.53) ist auch die Folge ({: fk)sn)nEIN gleich

miBig konvergent. Andererseits gilt nach der zweiten Bemerkung
im Anschluf an Satz 1.3:

B(DleEjk) ((c-fk)dn) = A(DleEj ) ((g-fk)dn) £.4.

B(DlE ) = A(D.E,. ) {{z-f

JL ) £.d. (123,k,1,ms3,

a) () s
n n

n €EIN).

Mit (1.48) folgt aus diesen beiden Gleichungen:

(1.56) D1Dm“j“c'?}:sn) =
3

- [ ] 1 ;.
k£11B(D1DmEjk) ({¢ fk)5n| + (;.fk) 6n'hjklm_f £.i.,
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(1.57) Dln((:-?)an)

3

| R

= Z 9B(D.E, )({z-£ >, ) +{g-f ),  -h. £.1.
k:11 174k L k's, k1]

fast Uberal}l (1 £j,1l,m=3, n €IN), wecbei die Definition von
h. , b €IR offensichtlich ist. Nun ist aber die linke Seite
jiklm jkl
von (1.56) und (1.57) stetig (siehe (1.54)). Ferner ist (z;-fk)G
n
stetig (n €IN). Aus Satz 1.3 folgt die Stetigkeit von
B(DleEjk)((;-fk)sn), B(D1E4k)((g-fk)6n) (12j,k,l,m=3, n€IN).

Daher gelten (1.56) und (1.57) auch ohne die Einschrinkung
"fast idberall". Weil aber die rechte Seite von (1.56) und (1.57)
gleichmédBig konvergiert, wie vor (1.56) festgestellt, hat man

auch fiir (Dleuj((c-f)én))

nETH * (Dlﬂ((c'g)ﬁ ) ey Fleichmisige
n

Konvergenz (1 <3j,1l,m <3). Man beachte noch, daB q(z-Ey, w{g 1)
stetig sind. {(Warum?) Dann ergibt sich aus der eben gezeigten
Konvergenzaussage, sowie aus (1.54), (1.55}):

3)3

et ect(m®?, 2B e (m).

€C™{IR~{0}) (15554, 1<k £3), sind die Funktionen

Weil Ejk
g 3
K -+ b . -y)-(1- . €
\!'] 5/2( ) Ix ;-113‘3(3(%) o Ejk(x ¥ - U1-o(y))-£ (y)dy €IR,
&l 3
W:Kslztg) 3x - 1 4 I B, {x-y)-(1-0(y)) £, (y)dy €R

R \Kﬁ(g) k=1

aus cm(xa/z(g)) (153 23). weil c]K, (%) =1, ist aber vy bzw. ¥
3

%),

identisch mit uj((1-c)-¥)lx (%) bzw. w{(1-2)-B)IK

§/2
(1 £j%£3). Letztere Funktionen geh&ren alsc zu cT (K

§/2

§/2



—-48-

Weil
TP = By +d001-0) D),

w(F) = 1Ty +a{1-0)-T),
ergibt sich zusammen:

o 3
DK, (B € C2(K6/2(§)) '

8/2

T [K, 5 (@ € c1(1<5/2(§)).
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§ 2. Offene Mengen mit glattem Rand

Wir beginnen mit einigen technischen Ergebnissen, welche die Be-
schreibung des Randes einer glatt berandeten, offenen Teilmenge

des IRN betreffen. Dabei orientieren wir uns an [FIK], Chapter 6.

Sei N €N, N:2, & cIR" offen und beschrinkt. Sei k €IN mit k > 2.
{1 sei Ck-berandet: das heifit: Zu x €350 gebe es eine Zahl
jx €{1,...,N}, eine offene Menge Ux im IRN mit x EUX, sowie

eine Funkticn ¢ ECk{pr. (U_)) mit
X i X

QNuU_= {yeu_: v, . Yt
. ¥y EU, y}x <w(prjx(y |

wobei die Funktion prj fir j €{1,...,N} definiert ist durch
N N-1
prj: IR 3y - (Y1'""Yj—1'yj+1""’yN) € IR ¥

Lemma 2.1: Es gibt kn €EIN, orthonormale Matrizen K?,...,Eﬁ aus
Q

NxN 1} N

IR » Vektoren c?,...,ck EIR, @ € (0,) sowie Funktionen
Q

a?,...,aﬁ aus'ck([—uﬂ,an]Nf1) mit folgenden Eigenschaften:
2

k

& g Q Q
(2.1) agq r:1 {Ar-(n,ar(n)) +C.: o E('“n/4'“n/4)}'

Fiir r 6{1""'kn} ist
~f) 2 N-1
(z.2) (Kl (n,af(n) +cl‘j= nE(-ag )" ' can,

N-1

(2.3) {ER tnagtn)+e) +cls v € (a0, £ € (-ag,001 ca,
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o e g =

. k .
. g . D ; s " .
(2.4) (B% (n,a%(m)+e) +c% 0 € (magia )™, £ €(0,a)) e onm ISt Oy €Dy 9y InJekily und regulir, Somit ist gy(0y)
offen im IRN, und die Rechtseinschrinkung

I3

. . 19 Q o by -
i mit ~
Weiterhin gibt es Funktionen o™, A ECD(IR } mi ) gx=UX 3y » gx(Y) ng(Ux)
ko
| (2.5) I #{x) = 1 fiir x €90, sowie mit O <5 <1, i ist ein Diffeomorphismus. 3;1 ist gegeben durch
r=1 I
: o .
r i Q a, _ N-1 ? g, (2} = (2.,.-.,2. _.:2. +o_(pr. {(z)),z, s e agZy)
Tr v © {A - (n,a (n)}+8) +C 2 n €(~a /4 a,/4)" ¢ * 1 SR L F sy N
|
il
e
£ E(—o:ﬁ/fl,aﬂ/&l)} flir 1 £r skg, ' fiir =z ng(Ux)'
wobei wir s:= ﬂiﬂ abgekiirzt haben. .
—_—T Sei 6 >0 so gewdhlt, das W(gx(x),éx) ng(Ux) . Nach Heine-Borel

Ein Tupel kann man n, EIN und z(1),...,z(nnJ €30 wihlen mit

. n
=0 Q2 Q i ig 8
(k.. (A)) PR Lo I e (8), Y - Pl ) -1 .
H,\ﬂ—’ @' U4 sisk " T 1sigk TR T 1siaky l&mmlgki 1sisgky LRI 121 Topiy WG4y (202008, 5y /D2

mit Eigenschaften (2.1}-{2.5) nennen wir "Beschreibung von 5a".

S?tze ag = min{ﬁz(i)IZ: 11 sng}. Zu X €32 gibt es ix E{‘l,...,nn}
Im Folgenden lassen wir den Index £ meist weg. Eine Ausnahme mit
wollen wir nuy bei k¥ _,o. machen, um Verwechslungen zu wvermeiden. v
o' % x € 9.0, (Wl (z(i )},8 /)
z{i_) z(i_} x' Tz {i) y
i X b X
Beweis zu Lemma 2.1: Sel x €3f. Zu x sei Ux,jx,q}x wie vor 1 Zur Abkiirzung setzt man
Lemma 2.1 gewdhlt. Es folgt: |
| 1 2= 5 A .= .=
: I xT Tz T Pz YT ey
3R AU = {y €U : ij —tox(prjx(y) 1}, i
N~ L Rx:= gz(ix) (Uz(i }) ! hx== 9z (i) (x €30).
IR~ = {y€u_: vy. >@ {pr. (¥})}. * *
x Iy x Ix
Setze : Wir notieren folgende Eigenschaften dieser Parameter:

N
9y T 3Y - {¥quevou¥ 1:Y-x-mx(pr-x(y)).ij+1.---.yN) EIR .

J ]

I~
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. N, o k .
(2.6) Ay Rx offen in IR ; x € Ax' v EC (pr1 { Ax)],

X

X . . ) _
hx EC™{ Ax) und hX Diffeomorphismus von Ax in R

h_{x) (KyreensXy _1¢0,X reeeaX ) pr, (A_Y =pr, (R_):
x 17 lx 1 lx+1 N lx X ‘lx -4

h (¥) = (yyreear¥y _qe¥y 9 lPTy (¥)}, ¥ pees s ¥l
x (RARREES W LES WA W 1 +1 N
fir y € A:
Ry (2) = (2g,-003y 12y VDT, (2)),2) q0eeeizg)
x X X X
fUr z €R;

W(hx(X);ug) < W(qz(lx) (Z(lx)) raz(ix)} = Rx'

Fiir z €R_ ist h;1(z) aus @, falls z, <O0; aus 31,
x

falls z, =0; und aus IR3\§, falls z., »>0.

1 1

b4 X

Nach Heine~Borel k&énnen wir nun kﬂ £€IN und x(i),...,x(kﬂ) €30
wdhlen, so das

k
Q
=1
(2.7) 2a < 121 he gy Wby gy (XM ),a,/4)).

Zur Abklirzung setzt man fiir i €{1,...,k_ }: 1 und ent-

Q 157 Leqayye
sprechend Ai'Ri’wi’hi'

Zu i €{1,...,k} sei X := K| die eindeutig bestimmte Matrix mit

- - .—D :-’ m - .
Ki'el. = By ﬁi ep ep fiir p €{1,...,li 1};

fir p €{1i+1,...,N}.

B

*la

T —

S
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)

Hierbei ist é‘P fir p €i1,...,N} erklirt durch & := (

p*= ipl1zisn

Wir setzen weiterhin

. : , )
C,:= cy (x(1)1,...,x(1)li_1,0,x(1]

1i+1,...,x(i)N).

Schlieflich definieren wir

- . N
Aji RT Iy » K -y +C; €R .

Fitr i €41,...,k), y €l-ag,u, 1" ist dann
(2.8) Ai(y) = (Y.I +x(i)1.---rY1._1 +x”‘)l.-1’yN’Yl. +
i i i
+ x(i)li+1""'yN—1 +x(i)N)

(y.l,...,yl YY) ,...,yN_1) + hi(x(i)) {siehe
i i

€ W{hi(x(i)),mn) cRi {siehe (2.6)).

Insbesondere ist fiir i,y wie eben:

Prli(y) €pry (Ry) prli(A i} (zur letzten Gleichung

1
siehe (2.6)).

Nun kann man f£iir i €{1,...,kﬂ} definieren:

[

a;:= aj': Adn o Wi (prl;)Ai(n,O)) eIR,

wobei a:= (-a_,u )" ', Dann ist a, ec®(@) (151 sk,). Gemds
. -1
(2.8) ist hi (Ai(n,g)) flir n €4, ¢ E{—mﬂ,u ) definiert, AuBerdem

2
erhdlt man aus (2.8}, fir y E[—an,ag]N, 1 =4 skg:

prlioAi(y) prlioAi(prN(Y).O)-
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Wun folgt fir n €A, E €[-og,0a,], 151 sky:
-1 _
{2.9) hy (A (ns8)) = a; (n,a; (n)+g).

Hieraus, aus der ersten Gleichung in- (2.8), sowie aus {2.6) er-
gibt sich: Fiir i E{1,---,kg}. neEA; £ E[—an,un] ist Ai(n.ai(n)+E)

aus @, falls £ <0, aus 36, falls £ =0, und aus IR3\5, falls £ >0.
Jetzt folgen die Punkte (2.2)}-(2.4) des Lemmas. 1
Es ist

Ai((—yun,yan)N)=W(hi(x(i)),“{aﬂl (t<i<k,, v €(0,1)),

wie man aus (2.8) ersieht. (2.7} liefert nun:

(2.10 E nl(a, ((-a /4,0 /6N
L10) 3 < 121 i (Ai ag/drog .

Hieraus, sowie aus (2.9}, (2.2}-(2.4) folgt (2.1).

In {2.10) ist eine offene Uberdeckung von 32 angegeben. Man kann

ok k .0
daher Funktionen $:= gn,....mﬁ:= f aus C:(IRN) finden mit

e &= h11(Ai((—uﬂ/4,un/4)N)), O<w; 81 (1s1sky), und mit

k

Q

x H[ag = 1 {siehe [RT2], 55.3). Jetzt folgt (2.5) aus (2.9). @
i=1

Sei eine Beschreibung

_ 1
B = (kg (By) 1512k’ (e;) 15i%k**a’ (a;) Tsisk ' {w} sisk'

von 3@ festgehalten. Dann definieren wir

= (—Y-gn,v-uﬂ)n—1, AE'Y:= {Kr-(n,ar(n))+cr: nEA

B!T B’YI,

A

- 4
fir y €(0,11, 1 sr sk,. H
&
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Weiterhin sei f4r 1 <r Ekﬂ:

8,1

U := {Ar-(n.ar(n)+£)fcr= nEA . £ E{_“g-“g)}°

Wir fihren auBerdem einige Funkticnen ein: Es sei filir ' sr gkﬂz

B B e B
g A X(—uﬂ,an) 3(n,E) = Ar-(ﬂ,ar(n)+5)+Cr 3 Ur'

- B
B8 4% o0« K- (na t))ee, €ngs
E B N-1 2.1/2
J): A 3n = (1+ 1 (Dya_(n))5) €01,=);
r 1=1 lr

Bo: afa, 5ok 8 (m)-ab(n) €(0,m);

B N

~—1 P N=1
Pp? IR™ 3y ~ ((Ar -(y—Cr))1,.-.,(Ar -(y—Cr))N_1) €IR .

E® ist bijektiv (1srsk_). Damit kann man ftr 1 si,t sk, folgen-

de Abbildung definieren:
B _ ,iB,-1- tB, ,t8,-1, B _,B
LR %) " el (5% (AgNAL) .

Den Index B lassen wir im Folgenden meist weq,

Mit nn bezeichnen wir die Jufiere Einheitsnormale an Q. Auch hier

werden wir den Index 2 in den melisten Fdllen weglassen.

Lemma 2.2: Es gilt:

k

o
{2.11) ag u
i=

A;/4- Ui offen in IRN; 9; Diffeomorphismus.
1 —_—
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Y ¥
(2.12} Es ist dist(Ar1,aﬂ\Arz) >0 fiir 1 €r <k €{c,1]

qr Y11Y2

mit Yy €Y.

(2.13) § ist topologisch und Em ECk(A), fir 1 = ko, 1 smsN.

) k-1
(2.14) Es ist 0 5B, 57, B_€c* (&), r B_ca'? (1 sx sky),

(2.15) nofi(n) = K - (-grad a_(m),1)-(1/3 () (15rsky, n€4),

ﬂ'
(2.16) |p-n] s |H(p)-R(m)| (0en €83 1 £rsk.),

(2.17) Ip ty)=nl s ly-8(n)|, aeRg, (b (x))

(1srsk, y €R", x €7, n €a).

Ist f:580 »IR integrierbar, so¢ ist

(2.18) ;r £ da =

7 foll(n) -3, () dn filr 15isk.,
A, A t o
x

1

Q2 .
(2.19) f fda= z r foﬁ(n)-Bi(n) an.
30 i=1 A

Es gibt Zahlen EB,KE € (0,~) mit folgenden Eigenschaften:

ERE 10N T PPN NP 8 PO £ PP - W PP E s TP U B N Y

|Da(wrt)1(p)-Da(wrt)1(D)[ s KB']p_p!

(1sr,tsko, 1sms¥, | s1sN-1, 0,3 €8, a €W’ mit |al, sk-1);

f

{2.21)

{2.22)

{2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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[B(p)-G(n) | s Kg-lo-nl (1 <x=ky, p,n€4);
, 2
|<x-y,n(y)>| = Eg-|x-y| {x,y €30);

In(x}-niy}| = Kg-|x-yl (x,y €3a):

x-¢+n({x) €8, X+tic:n(x} EIR3\E,

K_Gi-e-n(x1I~{x} an L (x €30, « €(0,eg]); L KK(X-I- wn(x) )\ % ¢
c“ﬁ\g

v

|steenixt-y| = &, {xee-n(x)-y| z eg-|x-y|

{%,y €3g, « € (O,EB]}:

=% s |Tip)—e-nofito}-T (R 4% el () |,

[Beey-B(M ] = v2 [ B{p)-w-noli(p)-R(F)+¥-noli (3} |

(tsrsky, o,p €A, k¥ E(0epl);

Fiir r E{1,...,kn}, 2107, EIRN trifft einer der drei fol-
genden Fdlle zu:
1) Es gibt 0,0, €4, K.I,KZEH,SB] mit [ [-F.@
= L N L . =
gz, = u(pi)tfi nou(piJ, es ist £ >0 bzw. i 0 [_+
bzw. k., <0, wenn z, €T bzw. z. €50 bzw. z, €0
=" i — i =" i =" “i

ist (1 =1,2).

2) 2,46 (2,-2)-8(n) | 2 <p/2 fllr 0 €[0,11, n €7r B;

3) |zy-z, 2 eg/2.
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Bewels: Zu i €{1,...,k9} setzen wir wie im Beweis zu Lemma 2.7:

| ArRY 3z - X -zec, €Y.
1 1 Insbesondere ist
Eg ist unmittelbar klar:

(2.31) lx-y| = GYIYZ fir 1 zi skg, Yqr¥, wie eben,

- i = -
(2.28) g (n,8) = A, (n,a; (n}+g), 8(n) = g, (n,0) Ai(n.ai(n)) €q. ((oy. - L e RNg. [ (=y_- L
X gi Y1 aﬂrV1 ﬂn r Y gi Yz QQ'YZ “n -
flir n €A, E E(—uﬂ,an), | i Skn:
Hieraus sowie aus (2.29) folgt, daB [x-y| =&

1 Y2
P TN Wi

Fir i
Y175 UL Ls¥qrYy

. wie eben, x EAT
(2.29) AI = gi(AYx{O}) = Q(a") fur 1 g4 <kg, v €(0,11; *
Sei i E{1,...,kﬁ}. Die Funktion % ist als Links- und Rechtsein-
schrdnkung wvon 95 {siehe (2.28)) topologisch sowie ein Ck«Diffeo-
morphismus im Sinne von [RT3], S.I3. Da Ai = Ui nyg (siche {(2.30)}),
ist Ai offen in 80. Somit ist (A,ﬁ,Ai) lokale Darstellung von 28
(IRT3], 5. 19). Man rechnet leicht nach (verwende [F3], Corcllar

14.1):

(2.30) U, nog = A;, U, Na = gi(Ax(-ug,O)),

N —
U; NIR™=2 = g; (Ax(0,uy)),

1/4

Tr 4 c g; (8 x{-a,/8,a,/4)) , fir 154 sk

0"

N-1
=1+ x

2 2
l_1(1)1:=1i(n)) . Ji(n) :

Sei i €{ iennsk }. qg. ist bi'ektiv gehdrt =z x (= i ) i.i
aQ i r g [} u C{a ( & o )). n
i n'%an dEt(<D-u(n)r ] ( )>)1<j 1sN-1-

=1 _ =1 o1 ] ]
93 (0 = (ery (B Tx-El 0 ) pmay oy (8] xR o))
Ist £:3R »IR integrierbar, so folgt jetzt (2.18) aus [RT3],

”3;1'“‘":1”»:) 84.8, 65.24. Rus (2.78) crgibt sich (beachte: Tr & ch,):
fUr x €U.. Somit ist g | stetiq, und =1y - ; i i 1
i K 9r wnd [ g )ply <=0 g7 ]y <=, ;ofban e r f£5an = 7 £-8i(n) -dok(m I, () dn.
Fir 1 <m 5N, ' 8 Ay a :
kﬂ
Sei Y72 E{0,1] mit Y1 <Y;- Dann gilt: Wegen 21 %lan =1 folgt {2.19).
i=

.
gi((‘Y1'Gn-Y1'un) o= gi([-Y1'ﬂn.Y1-nQ]N) {da g; topologisch}
weil a, €c®(&) fur 11 sk, ist

< gi((_YZ'ungz'uﬂ)N)-

T rd sk T£msN} < e,

] i
(2.32) ¥ : max{|(u)m|

1 kf

Somit gilt fiir Yqe¥y €(0,1] mit Ty <Yyt
Wegen (2.28) ist

§ i= min dist(g, ({-v.-a_,v. - )N
172 qsiskg 11T g Yo

N N
RNg; (=vyrap,vy-0 ) 7)) > 0.

. — e —




| -60—-

i, -1

-1 N .
(2.33) (1) = pryolg;) IAi fir 1<1 <k,.

Sei i,t E{1,...,kﬂ} festgehalten, At,Ai sind offene Mengen in

0. Also ist 4 nAi offen in At' und somit (E)_1(AtnAi) affen

t
in IRN"I. Weiterhin folgt aus (2.33), daB die vor Lemma 2.2 de-—

finierte Funktion wit gegeben ist durch

N S R [ |
(2.34) Vo= prNo(gi) ol| () (AtnAi).

Wie zu Beginn des Beweises festgestellt, ist Hg;1}m]k <o,
“gi)mlk < fiir 121 ko, 1 $m<N. Somit kann man aus (2.34),

{2.28) fclgern:

Kyi= {|{¥ si,t k., 151 2N-1} < e,

2 selaly

Da der Definitionskhereich von (‘i’it)l nicht notwendig konvex ist,

benditigt man eine zusdtzliche iiberlegung, um [(wit)l(p)-(‘rit)l('ﬁ')l
abzuschitzen (1 £1 £N-1, p,E' €A, 12i,t £2). Man bemerkt zu-

nichst, dap

1

(2.35) g7 (y), = (K]'-(y-Cp), fdr.y €U, 1<i<n-1.

Non findet man fir 1<i,t<ky, s lsN-t, p,B’E(E)"(AtnAi):

(¥ipdg (o)=(¥ ), ()
= (g7, Gen-ta7Hy (G (wegen (2.34))
= (37" or-Een ), (wegen (2.35)).

Es folgt fUr i,t,l,e,p wie eben, sowie flr a emi mit |al, sk-1:
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~ - £ o~
D, (¥, ) ()t ) ()] = [0 & i) =G|
- & o S0 5@y, | ¢ o ie)-p &) |
£ N-K.I-[p-ﬁl (siehe (2.32)).

Wegen ai ECk (A) gilt fiir die im Lemma definierte Funktion Ji:

k-1 o
I, €C (a), | < (1£1;k9).

Iihes

Damit ist auch B, eck? (&) {1:1%k,). Ferner haben wir:

K,:= max{|B,|

slyoqs 188 8kg? U{IJi]k_1: 1515k} < o,

Sei i EH,...,kn}, n ETr Bi. Dann gibt es eine Folge (nn) in A

mit n, = (h »w), und mit Bi(”n) +0, also ﬁmji(nn) %0, fir n EIN,
Damit haben wir:

1/4

Ly emr fnan e Y (siehe (2.2}, (2.5)),

1/4 1/4

also: n EA . Es folgt: Tr Bi ch .

Es ist fiir 1 =1 §kn, p,n EA:

(2.36) |o-n| s |(p,ai(p))-(n,ai(n))|

| - (o te)) +Cy - - (n,2;y(n)) -,

-t | £ Jomn| +|ag(p)-a, (m)]

1

1 K-
= |p=nl +[/ £ Dja, {n+e(p-n})-{p,;~n;) dal
5o1oq 1% 1™
% K4-[p—n!
(mit K,:= max{1+|a_|, .+ 1 2r sk 1.
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- - N
Weiter ist fiir i,n wie eben, sowle fiir vy €IR :
(2.37) |y-t(n)| = |y-E - (n,a; ()<
- = - da A. orthonormal)
= lAi {y-Cy) (n,ai(n))l {da A,

3

lpi(y)_nE -

Fir i €{1,...,ky}, n €4 ist fi(n) €35, also flir x €0:

|x—&(n}| sdiam %, und damit aus (2.37):
gilt:

Achi‘am n(pi(xj , fir x €f, 131 skg.

- <di fi. Somit
1Pi{x) T]! lam

Wir halten wiederum i E{1""’kn] fest. Die Menge Ui ist offen

i '“n)N ist Diffeomorphismus. Gemdf {(2.2),

-1
{2.3) gilt, mit der Abkilirzung f:= {g; Iyt

-1
in IR, und g; * U; »(-an

U, ng = {y €U;: f{y) <0}, U, naq = {y €U,: £f(y) =01}.

Fiir y evi nan gilt somit nach [RT3],5. 57/58:
(2.38) n(y) = grad £(y}/|grad £{y}].

{Zur Erinnerung: n bezeichnet die &duBere Einheitsnormale an 2).
Zu n €A, £ E(—un,uﬂ) kann man die Jakobi-Matrix (dgi/dX)(n,E)
leicht ausrechnen. Durch Umkehrung erhilt man die Jakobi-Matrix
(dq;1/dx)(y), fir v EUi. Daraus 1#Bt sich grad f(%(n)) ablesen;
es ergibt sich:

grad £(h(n)) = ;- (-grad a; (M), 1) (n €4).

Jetzt erhdlt man aus (2.38):
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(2.39) noli(n) = X, - (-grad a, (n),1}-(1/3, (n)) (n €4).
Somit folgt (Beachte: J, 21, a; eck{K)):

i= L . -
Kgi= max{|not |, ;¢ 1srsk,, 1=m<n} <=,

Sei X,y €30. Wegen {2.1) gibt es i E{1,...,kg} mit x EAl/q.

Wir unterscheiden nun zwei Fdlle:

1. Fall: y Ehi. Dann existiert p,n €A mit x =ﬁ(p], b =ﬁ(n).
Man findet mit {2,39):

| <x-y,n{y)>|
s |<Ki-(p-nrai(p)-ai(n)),ii-(—grad ai(n),1)/Ji(p)>I

N=1
|- T (pl'nl)-Dlai(n) +ar(p) -ar(n) /Jr(n)
1=1

R-1 1 N-1
l— L {py=ny)-Dya,(n} + / X Dja {a+slp=n))-(py=n;1d01/T ()
1=1 0 1=1

N-1
151!pl-n1j-K4-[p—n| (beachte: J

Il

;2

1A

(N-1) K, - |p=n| 2,
Ferner erhdlt man aus (2,39):

fn(x)-n(y)|

It

| (-grad a;{p},1)/3, (0} +(grad a, (n)},=1)/3, (n)|

28

| grad ai{p) -grad ai(n)]/Ji(p) +

+ | (grad ai(n)r—15 -[Ji(p}—Ji(n)I/(Ji(p)Ji(n)) <
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< jgrad a;{p) -grad ai'(n)| + (1+|ai|1)|Ji(p)—Ji(n)|

£ Ks’lo-nl

N-1 N-1

s (1+la.l.y- £ 1D, Tul s 153 <k
|[o (1+] 311 1=1 i"j'o

2
(mit K. := max{ I |p,D_a,
& 1,m=1 I'm]

1/4

i - iehe
y EA, . Wegen X €4;"" ist damn | %7l 28,41 (si

2, Fall:
(2.31)), also:
-2 2
<x-y,n{y)>| £ (61/4’1) <|x-v1°,
-1
In(=)-niy}| = 2-(61/4'1) -y

Man setzt nun

-1
K := max{(N—1}-K4,K6,2-(61/4'1) (2}

Dann ist also

2
x-y| %,

(2.40) | <x=y,n(y)>| s Eq
}n(x)—n(y)[ < KT-lx-y[ fiir x,v €3Q.
1/4  a1g0 % =fi(p) fiir

Sei x €30. Es gibt i E{T,...,kﬂ} mit x EA;
ein p Eﬁ1/4. Fiir ¢« >0 ist dann wegen (2.39):

(2.41) x sx-n(x) = 3(p) x-noli(p)

= Ki-(p rc-grad aj(p}/J;{e), a; (o) tx/J lo)h.

174,
Fiir « €(0,3an/4] ist aber wegen p €8 H

|pj¥ijai(p)/Ji(c)l g oy
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also:
p Tr-grad ai(o)/Ji(p) €A,

so daB ai(p Fr-grad ai(p)} wohldefiniert ist. Man findet nun
fiir « E(O,3an/4]:

(2.42) ai(p) - ai(p Fc.grad ai(p)/Ji(p)) + K/Ji(p)

1 N-1
= é 151 Dlai(p Fi- [1—0) -grad ai(p)/Ji(p)) de
(xx):Dya; (p) /T (o) £ /T, (p)
1 -1
= é 1i1{Dlai(p Fi-{1-8)-grad ai(p)/Ji(D)) _Dlaitp)}

.(iK)oDlai(p)/Ji(p) de * k+J, (p) .

Die letzte Gleichung folgt aus der Definition wvon I, Sei

. e ] . - - -1
£qi= min{3 un/4,(N 1) K4] .

1

agr (THmax{|a [ s 153 sk ).

Dann ergibt sich fiir « 6(0,61]:

{2.43) Iai(p) -a, (o Fe-grad a, (p) /T, (p)) “/Ji(p”

N-1
2
4 151 K,-x?+|grad a, () /7, (a)+|Dja, (p) [ /T, (o) + k-3, (5)
< (N—T)-Kq-xz + K-Ji(c) {Beachte: |[grad ail/Ji <1)

A

o

£ k- {147, (p)) a
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(2.44) a (e} - a; (p -w-grad ai(o)/Ji(o)) + k/3, (o)

n-1
2 ¢ -
z - 151 K, -« grad a; ()| /3, (o} - [Djag (0] [/T; (o} + I, te)
> o (H=1) Ky (Beachte: J; 1)
z 0,

und analog:

(2-_4.’{) ai(p) - ai{p +k~grad aito)/Ji(a)) - r/Ji(p) < 0.

Wegen (2.4), (2.41)-(2.44} folgt nun flir « €(0,s1l:
x+een(x®) EIRN\E. Entsprechend erhdlt man aus (2.3), {2.41)-(2.43),
(2.45): x-c-n(x) €0 fUr « €(0.€1]-

1/4

Seien wiederum x,y €39. Wir wihlen i €{1,...,k9}, p EA mit

x =8(p). Es tritt einer der beiden folgenden Fille ein:

1. Fall: ¥ EAi; d.h.: Es gibt n €A mit ¥ =i'i(n) . Dann findet man
fir « € {0,®), wegen (2.39):

| % —k-nix) -y{z

| (pray (1) — - (-grad a,(p),1)/3; (6) - tn,a, (1) ]2

It

§-1 2 2 2 2
I {(pl—nl) +2"'(°1_“1)'Dlai(p)/Ji{p) +x"-Dya; (p) /3, () )
1=1

I

+ (ay (p)-ag ()7 =2-es (g (o) (1))/3, (0) w23 o1 =

-57—

N-1
= _ 2
151{(91 nl) +2'l<'(al—nl)-Dlai(D)/Ji(D)}
+ (a (p)-a, (n)? P
a.(p)=-a. ) - 2o S ¥ D . - - -
i 3 (n '3 Lk 1al(rﬂ‘ﬂ(p nilede, nl)dn/Ji(p)
N-1
2, 2 2
+ « (151 Dlai(p) +1}/Ji(p)

N-1 1
2
5712+ 2eer T (o37np)+ (D)3 (63D, (e (51)) A8/, (o) i

| ]2 N-1 2
i xey]® = 2ece T [ogmng | oK lomnl +
AL B

2

"

2
|%-y|¢ - 2'K'(N—1)-K4-lp—n|2 + «

a ‘K'z'(N'1)-K4)-lx-y!2 s (siche (2.36)).

N

Fir E(O,(4-(N—1)-K4}—1] folgt:

2

]x—m-n(x}‘ylz z«“ und |x-|<-n(x)—y|2 z 1x—y|2/2_

2. Fall: y £A;. Dann ist |x-v| 280,41 (siehe {2.31)), Somit ist
£ .
ir « 6(0,61/4'1/2].
H=ic+ = > - | =
| = -n{x)~y| 2 |[%-y|-x = 61/4”/2 z %
und

1

| x—<-n(x)-y| ;51/4'1/2-(diam Q) o lx-yl!.

Setzt man also
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-1
62:'—- mln{(4'(N"1)'K4) 1‘51/4’1/2}1

1

1= min{1/v§151/4'1-(2-diam Q) '},

F3
so gilt:
(2.46) [x-con(x)-y] ze, |x-cnx)-y| zeydx-y| flr x.y €8,

3 E(O,EZ].

Fiir x+c-n{x)-y gelten analoge Rechnungen.

] -1 ;
Fiir i E{1,...,k9}, pep" EA, k.’ E(O,an{EZ,(4-K7) }] mit

k zg' ist
(2.47) |ﬁ(p) —x-noa(p} —%(p'} +K'-noﬁ(p')

= lﬁ(p) -—K-no%(p) 'ij.i(o')i -k

2 g~k {wegen (2.46}),

und
. . . . 5
(2.48) |&(p} ~x-noli(p) ~Tlp") +x'-molilp")
> Thioy-Ben 2+ P et - 2o -
— peeech(p)-H(p") smotile)> + 2okt <) -i(e") molile >
o .
2 hiey-(eny 1% +lkmer |2 2ok kg B0 -0 )

- Z-K-KT-E%(Q)-&(D‘)lz (wegen (2.40))

I

(1/2) - 18(oy-8(p")
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Man setze nun

KB:'__ maX{N'K-I lerK3lK4lK5'K7}I

o= i . ) -1
€gs min{ (1/2) 51/4’1/2r61/2'1p€1152153:(4 KT) 1.

Dann folgen aus dem bisherigen Beweis alle Behauptungen von
Lemma 2.2, mit Ausnahme ven {2.27) und der letzten Aussage von
{2.24) (innere Kugeleigenschaft). Zum Beweis dieser beiden

Aussagen betrachten wir fclgende Situation: Sei

N )
(2.49) r E{1,...,kﬂ}, b4 Eqr((-un/Z,aQIZ) ), ¥ €32 mit

|s-y| =dist(x,32) Seg.

Dann stellt man zunichst fest: |x-y! <eg 561/2 q- Weiter ergibt
r
gsich aus der dritten Aussage von (2.49) sowle aus der Definition

N "
von 51/2'1. M4 Egr((—un,uﬂ) }, also wegen ¥ €30z v EAr. Es gibt

somit &,p €4, £ E(-ag,mﬂ) mit

x = g (z,8) = Ac,a (c)+r) (siehe (2.28)), y = (o).

Da h(n) €an fir n €A, muf nach Auswahl von ¥ gelten:
[x-B(n)| 2 |x-8(p)| fr nea.
p ist also Minimumstelle der Funktion
x 2
F: 830 4 | (5,8, (2)+E)-0(n)|" €IR.
Nun ist aber
N-1

Fin) = I (ny-z)° +(a_(m-a (t)-£)% fir n €A.
1=1



Also gilt an der stelle n =p, weil p Minimumstelle von F ist:

= i £1 =N-7.,
(2.50) 2-(py=%y) 7 2'(ar(p)_ar{C)—E)'Dlar(p) =0 fur 1:s

i izi i H ddiert man
piese Gleichung multipliziert man mit Dlar(p)' dann al
tiber 1.Nach einer Umformung erhilt man:

ar(p) —ar(t) -E
N-1 2
= I (pl—cl)-Dlar(p) +(ar(p)=ar(c)—5}-Jr(p) .
1=1

Dies bedeutet:

(2.5} ar(p) -ar(E) -k

<(-grad a_{p) ;1) /3 (p}, (p=tsa, (p)=a  (2)-E)>/T, (6)

<K_- (~grad ar(p),1)/Jr(p),ir-(p-z.ar(v)-ar(ﬁ"5)>"1/Jr(°’)

]

<nty) ;y-x>/J3.(p) (giehe (2.39)).
Dieses Ergebnis setzt man in (2.50) ein; es folgt:

i <1 £N~1.
(2.52) py=ty = <n(Y)’x-y>'!}lar(p)/Jr(m) far 11

Damit hat man:
y-x = Kr-(p—ﬁfar(c)-ar(c)ﬂi)
R .52
= <n(y),y-x>/Jr(p)-Ar-(-qrad ar(p),1) (wegen {2.51), {2.52)}

- <n(y),y-x>'ﬂ(Y) (siche (2.3%)):
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also:
(2.53) x = y-<nly),y-x>-n(y),

Wegen |x-y| <ep gilt: [<n(y) ,y=x>| <e,. Aus (2.53) und der Aus-
wahl von e, folgt nun: Im Fall x €2 ist ;(E(y).y-X> kleiner als
0, im Fall x €30 gleich O, im Fall % €IR"~§ grdfer als O. Wir
bemerken noch, daB aus (2.53) und der Auswahl von y folgt:
|<n(y),y-x>| = dist(x,82}. Insgesamt haben wir nun gezeigt:

{2.54) Fir r,x,y wie in (2.49) gibt es p €4, « E[-EB,EB} mit
x = ﬁ(p) *K'DO%(Q); s =tlp), le| =dist(x,50), wobei k >0

bzw., « =0 bzw. « <0, je nachdem, ob vy EIRa\ﬁ bzw. y €30
bzw. ¥y EIR3

~3.

Sel nun x €38, E(O,EB]. Es gibt r E{1,...,kﬂ} mit x €Al/4

Wegen e EEB g€, ist x-«k+n{x) €02. Weil « <cg 551/4'1/2, muB gelten:

x ~k-ni(x) € gr((-an/Z,uQ/Z)N) (siehe (2.31)}.
Es ist klar, daBb
dist{x=k+n{x),30) £ ¢ S £g-

Sel nun y €3¢ so gewihlt, daB [x-k-n(x)-y| = dist(x-k-n(x},s0).
GemidR {(2.54) gibt es p' €4, so daB

¥ =ur(p'), x=k n(x) =£(p'}—?-no£(p'), mit ®w:= dist{zx-r-n(x},3).

Wegen x EAl/4 existiert p €A mit x =ﬁ(p). Beachtet man noch,

daB
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so folgt aus (2.47), (2.4B): x =€, X =Y- Insbesondere haben wir
somit: k¥ = dist{g-«-n(x),38). Das bedeutet: KK(x-x-n(x}] cQ.

Fir y €0X (x-e-ni{x))~{x} mud ebenfalls y €89 gelten, denn andern—
falls hét;en wir |x—x-n(x)-y| = dist {x-k-n{x),an), woraus nach
dem Beweis von eben y =X, also ein Widerspruch, folgen wiirde.

Zusammen gilt also: KK(x-z-n{x})\{x} cf.

Damit haben wir die innere Kugeleigenschaft aus {2.54) gefolgert.
Aussage (2.27} 1st ebenfalls eine leichte Komseguenz von (2.54),
denn E£ilir r,z1,z2 wie in (2.27) trifft einer der vier folgenden

Fille zu:

2,0 /2)")
1. Fall: |z1—zzl <egl/2, dist{x,39) <sp und X €g ((-ay/2.ag
filr x E{z1,22}. Dann folgt {2.27), 1) aus (2.54).

2. Falls 1z1-z2| <spf2, dist(x,3n) <eg fir x €{z ,2y}, 24 oder

N
z, gehdrt nicht zu gr((-un/z.un/Z) ).

1/4
Wegen Tr(Br) CA1/4 und wegen (2.28) ist aber b Egr(A {oh

fiir n ETr(Br). Daraus, aus der Definition von 61/4'1/2.und aus
der dritten Bedingung im vorliegenden Fall folgt: Es gibt

% 8! . Somit gilt
x €1z ,2,}, 50 daf |x-t(n)| 28,4172 fir n ETr(B.) mit g

fiir 6 €[0,11, 0 ETr(Br):
}z1+a-(z2—z1)—&(n)| H [x—%(n)l —lzz-z1| z 61/4'1/2 —EB/2
z (1/2]-51/4'1/2 4 Eg
3. Fall: 122—211 <eg/2, dist(x,89) zeg flr ein x E{z1,zz} Dann

ist

lz1+a.(zz-z1)—%(n)l zep/2 fUr n €A, 0 €lo,11.

4. Fall: [21-22[ zeg/2. Dann ist (2.27), 3) erfillt.
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Wir fihren nun einige Bezeichnungen ein, welche die Normen zu
Funktionen £:30 +T betreffen:

Sei Fan der TC-Vektorraum aller Lebesgue-mefbaren Abbkildungen f
von 30 in T {siehe [RT3), §§ 70, 77).

Auf s fiihrt man eine Aguivalenzrelation ~:= ~a0 ein, indem man
fiir £,9 EFaﬂdefiniert: f~g genau dann, wenn f1 =f2 fast lberall
{bezliglich des Lebesgue-MaBes auf 3R; siehe [RT3], 3§ 70, 83).

Zu f GFaﬁ bezeichne [f]:= [flaﬂ die zu f gehdrende Equivalenz-
klasse bzgl. ~.

Fiir eine Funkticn f:an-»m3 mit f1,f2,f3 €Faﬂ setzt man
[F1:= [21, 0= (1£,1,0£,1,[£,D).

Wir erinnern, éaB wir vor Lemma 2.2 eine Beschreibung & von 28
festgehalten haben.

Sei nun p €[1,=). Man definiert zu jeder Funktion £ EFan:

kﬂ
I£l_ gr= (= NealilB)1/P,
P =1 P
kﬁ
Weil 38 = U H{A) (siehe (2.1)), entspricht die vorangehende
=1

Definition von HfHP B der Definition in [FJK], 6.3.2. Als nich-
’
stes definieren wix

Lp(an):= {f EFBQ: "f"p,B <},

LP(BQ) braucht nicht mit einem Index B versehen zu werden, weil

die Eigenschaft Hpr g <™ nicht von der gew#dhlten Beschreibung B
r

abhingt (siehe [FJK], 6.3.4, 6.3.5).




-74-

Sei Fad\” der Restklassenraum zur Hquivalenzrelation ~. TIst

F E€F, ~~, so nimmt || pr B filr jede Funktion £ €F denselben Wert
¥

an, so daf folgende Definition sinnvoll ist:

UFH; 1= Hfﬂp 8 fiir F EFa§\~, wobei f ein
r r

B
beliebiges Flement aus F ist.

Man definiert fernex:
L = £l1: £ €L _{aa)}.
p(an) {[£] 1:)( 1]

Lp(aﬂ) ist Unterraum von F,.~~. (L (30),l H; B[Lp(aﬁ)) ist ein
r
Banachraum; siehe dazu [FJK}, 6.3.6. Wir bemerken hier nur, das
sich zu einer weiteren Beschreibung B' von 2 eine Norm fl I]; g
r
ergibt, die zu ll H; B dquivalent ist. Wir definierem noch fir
'
£ EFHB:
£l o= (7 1EIP am1/P,
P YY)
Meist werden wir nur | || statt "P ' o= R schreiben, sowie
r ’

| ip statt | !P:aﬂ'

Lemma 2.3: Es gibt Qg >0, s0 dai

2
. . i , 1,m).
HfHP s Qg |f1P = Qp Hpr fir ¢ EFan pEll,=

Beweig: Sei Ka wie in Lemma 2.2 gewidhlt. Dann gilt flir £ EFaQ'
pE[1rm)=

kﬂ
£
LEl = (£ ¢ |€im P am /P
P =1 A
k k
1] aQ .
=z f |folitm (P 1 dofi(n) am!/P

t=1 A i=1

Die Behauptung gilt also mit QB:
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¢} .
=( & 7 [£ofi(n) [Pediofi(n) am1/®
=1 & Vaas)
t i

(da Tr(%[aﬂ) =h;: sishe (2.5))
= z_ I ) lfo%(n)fptgo&(n)-
(@) (A nagd
-]det(dwti/dx)(n)l am /P

k
Q . PR
£0p -0z 1 |folitm)[Pdokim) am /P
AR
N_

. 1
(mit Og,q3= ((3=1)1-Kg -k }vl. Hier wurde mit

(2.20) abgeschitzt).

kﬂ
$Q . (% s |foli(n)|P-B, (n) an) /P
Bl S a *

{Beachte: Bi(n) E%olji(n)-Ji(n) fiir =n EA;Ji z1}).
= QB,1'lflp {wegen, (2.19))

1
< Qg Ky PUEl ) (wegen (2.19), (2.20)).

-{KBV1). o

= 9g,4
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Satz 2.1: Es gibt genau eine stetige,
lineare Abbildung Rﬂ:w1'1 (23] —>L1 (30}, so daB

(2.55) [u]snl = R (lula]) fixr uwec ().

Fir u €c°(9) mit ulo € Welin) ist

[u]sn) = Rﬂ([ujn]).

Beweig: Die Existenz einer stetigen, linearen Abbildung
RQ:W1'T(9) +L,(32) mit Eigenschaft (2.55) folgt aus [FIKI,
6.4.1. Die Eindeutigkeit sieht man so ein: Sei auch
s:W'71(a) »L,(39) eine stetige, lineare Abbildung mit [ufau] =
= 5([u]n]) fir u €c™(7). Sei F €W '’ (). Nach [FJK}, 5.5.9

gibt es eine Folge (W) in C (B) mit

e8| a1-FlI 0 {n-e).

1,17

Da R9 und § stetig und linear sind, heist das:

IR, (8] a])-R (P, = o, IscBfal-smll, -0 {n »=),
also:
il agl-R (F}I, - 0, | [(daal-s(A)l, 0 (n-=).

Somit folgt die Gleichung RB(FJ = 5(F).

Sei u €c®(%) mit ul@ € W1 (q). Nach [al, 4.28 gibt es eine Funk-
tion T e ' (m™) mit u|2 =u £.U. Geht man den Beweis von [Al,
£.28 durch, so sieht man, daB man sogar u ec®(m™ nw' ' (mY)
verlangen kann. Das bedeutet zunichst: U|% =u, ohne den Zusatz
"E.U.". Gemds {71.1) gilt:

"'1:1‘—'6 - 0 {n »c),

1/n" 11
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Insbesondere hat man:

"u[n_uI/nIQ"1,1 -0 {n s,
und somit ({beachte: E.I/njﬁ €CT (™) :
(2.586) IIRQ([uIsz])-[G”nlasz]ll1 +0 (n —o) .

Nach [Al, 2.18{d} gilt aber wegen 1 ec®(m™) und ule =u:

N ik
insbesondere
ﬁvnl an - u/3n  (n »w) gleichmipig.

Mit {2.56) folqt:

R, ([ulal) = fulaal. B

Lemma 2.4: Sei £ €CO(®) mit £l e W (). Sei i €{1,...,N}.
Dann ist

JD.fEdx =7 £-.n, 4.
a * an 1

Beweis: Nach [FJK], 5.5.9 gibt es eine Folqge (fk) in CW(D?{N)
mit kaln-fll.l 170 (n-«), Nach Satz 2.1 folgt:
r
Iifkl ap~-f| aglly -+ 0 (k =),
und damit

II (fkian)-ni—(flan}-nin -0 (k »o=) .,

1
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Wir haben also:

2.5 f . . . @
( 7) hDifk dx - é D;f dx, .;;'Q fk n; da - ;"nf n; dan (k »=),

Wegen fk ECm(IRN) gilt aber nach dem Satz von GauB fiir glatte
Funktionen {siehe etwa [RT3], 88.7):

(2.58) é Difk dx = gn fk-ni dg (k €EmN).

Aus (2.57) und (2.58) folgt die Behauptung.

Sei n €N, B cIR™ offen, p €[1,=). Zu & €(0,1), f:0 - mefbar
setzt man

I, )= 7 1 EE-£(0) [P 2-y[ TP axay.
IP n ﬂ

Bel 8 €{0,=)~IN, m:= max{z €I :2z <8}, o:= s-m, Sei u€lq 15c(B):
im Fall m 21 sollen die schwachen Ableitungen Dmu fiir a EIﬂg mit

0 </a! sm existieren. Dann setzt man

i= P 5 /p
nms@. mwmm4-ﬁmw Impman) .
Q
{“[*=m

Weiter definiert man
3P (eYi= {u ew™F(B): lul <w],
slp

Nun betrachten wir wieder die Menge f, die
in diesem Paragraphen fixiert ist, sowie eine Beschreibung B
von 2. Sei t € (k,k+1).

1

. . N- .
Sei f EFm. Filr o« €N~ mit ol , £k und fiir i €{1,...,k.} sal-

len die schwachen Ableitungen Da(foﬁ) existieren. Dann setzen

wir
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k

Q .
= (3 NP /P,

el Z .pa

P.B
Weiter definiert man
trp _ i t,p - .
w (an):= {f EFBR: folt €N {A) flir 1 =1 gkﬂ}.

Sei ¥ eine Aquivalenzklasse aus der Restklassenmenge Fan/N' die
im AnschluB an Lemma 2.2 eingefiihrt wurde. Die schwachen Ablei-
tungen D_(fol) (= €my |
genau dann fiir eine Funktion £ EF, wenn sie fiir alle f €F exi-

mit |el, €k, i €{1,...,k.}) existieren

stieren. Im Falle der Existenz nimmt ||f||t p,B fiir alle £ €F den-
- rEr

selben Wert an, und man setzt:

"F";.p,Bzz Hth'p'B, mit £ €F.

i * i i &R
Wir werden nur I Ht,p statt | "t,p,B' Il "t,p,B schreiben. SchlieR

lich setzen wir noch
WErP(aa):= ([£]: £ Wt Pran)).

Pann ist (Wt'P(an),H Ht plwt'P(an)) ein Banachraum. Zu dieser
r
und anderen Eigenschaften von Wo'P(30) siehe [FJK], 6.8.

Satz 2.2: Sei RQ:W1'1(Q) +L1(aﬂ) die in Satz 2.1 definierte Ab-
bildung. Sei m €N mit m 2k, p €(1,}.

Fir u ew™P(2) ist dann R (u) ew™ /PrPrag),

Weiter gibt es Rg(a,m,p) >0, so das fir u ew™ Pya) gilt:

HRg(u)H £ RB(n,m,p)'HuHm’p.

m-1/p,p




—8Q0=-

Ferner gibt es eine lineare Abbildung

~1/p, i
Sm,pt T /PP (an) o WP (g

und eine Zahl ?.B(ﬂ,m,p) >0, so dap

RS gm,p¥)) = ¥

fiix y €Ww" /PP ragry,

Hsﬂrm,p(y?"m,p s iB(Q,m,p).ﬁYu

m-1/p,p

Beweig: Nach [A], 7.56 gibt es eine stetige, lineare Abbildung
R:ew™Pra) »w™ ]/p'P(aﬂ) mit R([u|nl) =[u|ag] fér u €CT(Q}. Wir
zeigen: R |Wm'P(ﬂ) =R. Sei dazu F ew"rP(r). Wach {FJKI, 5.5.9
gibt es elne Folge (1) in C™(®) mit IIF-[u\nlll -+ 0 (n-w),
Wegen der Stetigkeit von R bzw. Rg gilt: e

2. -
(2.59) IRCH|@D-ReEI, )0 s 0,

n
IIRQ([uEn])—RQ(I:")[I1 + 0, (n =),

Wegen It ec™(m) ist

Rerll ol = B]eal = Rn([ﬁln]} (n €I¥).

-1
Aus der Konvergenz in W /p,p(am folgt auch die in L. (3R).
mit erhdlt man aus (2.59): !

So-

18 20]-R(PIll, > 0, 118{3a1-R (®)I, =0 (n-=).
Daraus ergibt sich:

{(2.60) R(F) = R, (F).
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Weil ¥ stetlg und linear ist, gibt es Rgp(4,m,p) >0 mit

i (F < RB(R,m,p)-IIFIImrP fir F ewrPray.

m-1/p,p
Wegen (2.60) ist damit der erste Teil des Satzes gezeigt. Der
zweite Teil folgt aus [Al, 7.56.

Lemma 2.5: Sei r € (N/2,w). Dann gibt es ¢ €{0,11, so daBR fir
alle a €W’ /T T(30) gilt:

fal ncP(an) # ¢.

Beweis: Sei a ew2'1/r'r(3m Nach Satz 2.2 gibt es A sz,r(m
mit R (a) =[al. Es ist 2-r >N. Im Fall N >r gibt es daher nach
[al. 5 4(9) eine Funktion £ €C2 N/:‘:(ﬂ) mit [f]la] =A. Im Fall
r >N ben&dtigt man nur, da8 A EW T(p) ist. [Al, 5.4(9) liefert
dann eine Funktion f ec'” 1/r(ﬁ) mit [f|e] =A. Im Fall r =N
schliedlich gibt es gemd#s [A], 5.4{10) eine Funktion

fe€ n c* (@) mit [£|o] =A. Man setze also p = 2-N/r bzw.

rE(0, 1)
¢ =1-1/N bzw. p =1/2, wenn r <N bzw. T >N bzw. r =N gilt. Dann

gibt es £ ec’ (@) mit [£]0] =A. Wegen R (A) =[{a] und wegen Satz
2.1 folgt:

[£]a0l =Rﬂ{[f|n}) = Ro(a) = [al.

Wir definieren eine weitere PFunktionenklasse, die wir spdter be-

ndtigen werden:

Sei m EIND, p €[1,®). Dann bezeichne ng'p(m den AbschluB von

{{el: @ ECZ(S})} im normierten Raum W 'F(2). Ferner sei

e™Pra):= uiF: F ewFPra)l.
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Damit gilt fiir eine Funktion u €wm'p(n) u gehéirt genau dann zu

m, p
(2), wenn es eine Folge (. in c Q b .
ge () (
( N " ) gibt mit llu- mkH o}

Satz 2.3: Sei p€[1,»). Dann ist

1.
W Piay = {F ew *P(q): R, (F) =0}.

Beweis: sSiehe [FJK], 6.6.4.
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§ 3. Fine Darstellungsformel fir Lésungen des Stokes- Systems

iber einem glatt berandeten. peschrinkten Gebiet

Lemma 3.1: Sei A cIR3 beschrinktes Gebiet mit Cz-Berandung,

n: 23A *IR3 dle auﬂere Elnheltsnormale an BA. Sel u EC (A) it
ala ec? ()’ (A) , W €c (AJ mit w|a ecmy® Tim?
1 ec® (™ mit TrIA EC (A ne! (A) Ferner gelte:

(3.1) div({@|a) = div{w|a) = 0.

pann felgt:

3
(3.2) 151 i (V'Aui-Diﬂ)'Wi dy +

3
+ {(v/2)- ¥ S (Diu.k+Dkui)-(Diwk+Dkwi) dy
i,k=1 A

u, +u-Diuk)_-wi-nk dah.

3
= J (8w 4Dy

Beweis: Fiir y €A ist

3
(3.3 b2 a/ayk{(—sik.n(y) +v-Dkui(y) +u-Diuk(y))-wi(y)}
i,k=1
3
= I (vebdu,(y) =Dy gAYYW () o
1=1
3
+ v/2-i §=1 (D, u, (y)+Duy (y))-(Dw, (y)+Diwk(y) ) e

wie sich mit Hilfe von (3.1) ergibt. Fir i,k €{1,2,3} ist die

1o m iDLy +v-Diuk)-wi aus C%(R);: die Einschrén-

Funktion (-§
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kung dieser Funktion auf & geh8rt zu C1{A} nw1'1(n). Damit ist
nach Lemma 2.4

i alayk{(-ﬁik-n(y) +v-Dkui(y) +u-Diuk(y))jwi(y)} dy

- P T - . .
gA( 6, jrTT Y Dkui +v Diuk) W nk di.
Hieraus und aus (3.3) folgt (3.2). o !
{ un nebie £

Von nun_an sei 0 ein fest gewdhltes Gebiet in IR3 2 sei beschrinkt

und Cz-berandeﬁ. Es_sei eine Beschreibung :

n,'(A )1gi§k '(ClJ'ISlSk ’“n'(a 'l<1<k '{{“)Klsk )

von 32 nach Lemma 2.1 fest gewdhlt. Zu dieser Beschreibung seien
die Mengen A,AY,Ai,AI, sowie die Abbildungen ﬁ,Ji,Bi,pi.n

(1 =1 Skn, v €(0,1]) wie in § 2 definiert. Ferner seien Zahlen

eB'KB’QB mit den in Lemma 2.2, 2.3 aufgezihlten Eigenschaften
festgehalten. Alle diese Bezeichnungen werden wir in den folgen-

den Paragraphen chne weitere Verweise verwenden.

Lemma 3.2: Zu i,k €{1,2,3} sei
Tyt ute(B)3xc®(B): B €(T, R0, m3a0l) 3 (4,1) - 1
= =8yy°m +ve(Dyu 4D ) € Uic®(B): B € (T, ~a, R ~3al}. ]

Es 15t klar, dag fiir B €{%, IRS\Q IRE\an} und fiir (4,w) aus

C (B) xC (B) gilt: Tik(u,n) ec® (B) (1si,ks=3).

-85-
1 . - . -
Fiir d,w €C (5)3 mit uLQ, W EC (u)’ nU? tn) und div u = div w
= 0, sowie fiir w,% ec (i mit af o, €C () nw {3}, ist folgen-
de Gleichung erfiillt:
; T d
(3.4) _E I I(u-Aui—Diw)-wi - (v-Awi—Din)-ui| Y
i=1 4
; it {wW,7)-u, ten, dn
=y r I {Tik(u,'rr)-wi--Tik w,T) Uy " .
i,k=1 24

Beoweis: Sind G,W,n,? wie in Lemma gegeben, so gilt (3.2). Ferner
darf man in (3.2) die Fupktionen J und G_vertauschen, sowie

durch 7 ersetzen., (3.4) folgt nun dann durch aAddition. o

Lemma 3.3: Sei & €c2(®)?, €' (T) mit
—v-AQ +Vr = 0, div U = O,

Dann gilt:

3
TS (v/2)- (nu+Du) =
i k=1 0 ki

3 -
= i I Tik(u,n)-ui-nk da.
Coe 3 )
sei v ect(m3w >, pect (m~a) mit
—v-A% +9p = 0, div v = O.

: = V " 3
Es gebe M,R >0, so daRB Q‘CKR(O), und so daBf fiir x €EIR™ mit
=] *R, i,k,1 €{1,2,3} gilt:

R 2
vy 00 -l Emywy G 1%, 10y By GO [l fp e [ Lx

3
Ika(x) <fzl” s M.
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Dann ist
3 2
I ! (v/2)-(D v 4D v, 1° dx =
ik=1 RF ki1k
3 -
= - T fom . (v,p)+v,n_ du.
i,k=1 3g K ik

Beweig: Die erste Gleichung folgt aus (3.2) mit u=w, 4 =8; be=-
achte die Definition von (Tik)tsi,ks3 in Lemma 3.2,

Zum Beweis der zweiten Gleichung wenden wir abermals (3.2) an,
diesmal mit @ =W, A =K_{0)~0, wobei r €(0,=) mit R <K_(0). Es
ergibt sich Ffiir solche Zahlen r:

3
(3.5) (v/2): T _ ;v 40, v)? ax
1,k=1 K, (0)~0 *

fl

3
k=1(£ﬂf“5ik-p +V-DkVi +V.Di?k).vi‘(_nk] an +

i,

¥ gK (o) (=815°P + VDV +veD ) () -vy (¥) -y -]y
r

do_ ).
)
Wir zeigen nun, daf der zweite Summand auf der rechten Seite von
(3.5) gegen O konvergiert flir r gegen =. Sei dazu r 2R, mit R

wie im Lemma vorgegeben, und sel y EaKr(O). Dann ist fir 1 <i,k sN:

) }(-6 cply) +veB,v (y) +v-D v, {y))-v, (y)-y - N a
3K_(0) ik 1Yk iy 3 W)y ¥l oy
-2 -1
£ f {(1429) -M- |y]  “-M- | y] do
BKr(OI ¥
= (1+ZV)-M2-I-3-I do = (1+2u)-M2-r—1nf do. .
aKr (0} Y 31(1 (0) ¥y
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Hieraus folgt die behauptete Konvergenz. Somit ergibt sich die

zweite Gleichung des Lemmas aus (3.5) durch Grenzilbergang r —=.

Der folgende Satz gibt eine Darstellungéformel fiir Lésungen

des linearen Stokes—Problems auf Q.

Satz 3.1: Zu j,k,1 £€{1,2,3} sei

-v:D. E

S, 1= kB33

. —yD,E
5k1°° %5k Em v-DBy

k1l°

Sei p €(1,), B ec' (@ mit dle ec(m n W Proy3, v ec®(® mit
claecta) n WiPgy, ¥ €L5/5(“)3" es gelte:

Lv-a(ﬁ[m +v(x|n) = T £.d., div(d|e) = o.

Dann gilt fiir 1 €{1,Z,3} und fiir fast alle x €Q:

3
- -y} o £, d
{3.6]) ul(x) I i Ejl(x v) fJ(y) y

Q j=1
3 -
+ f ha T.k(u,v)(Y)-Ejl(x-y}-nk(y} daly)
an d,k=1 3

3
- f bX
k=

S..q (x-¥) -0, iy} (¥} daly).
30 5, jk1 J

1

Ferner gibt es Kﬂ €T, so daB fiir fast alle x €0 gilt:

WM ow

(3.7) nix) = K_ +

Ax-yy-£. d
. E,,{x-y} j(y) y

1 J

7
@3]

3
+ z

E,. (x-y) *T, (&, 7) (y)en {y) daty)
50 9,k=1 4 ik

3
+ 2-.9-) L DE, {x-y)-u.(y)-n, (y) da(y).
e j.k=1 K H J
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Beweis: Sei 1 €{1,2,3}. Wegen £ ELG/S(R) existiert nach Lemma
3 .

1.8 das Integral f I Ejl(x—y}-fj(y] dy fiir fast alle x €9.
o =1

Sei ein solches Element x €92 festgehalten. Es gilt fiir ¥ €0 mit

¥ FX:

3
(3.8) p a/ayk(sjkl(x—y)-uj(y)]

i,k=1
3 3
=~ I DE,.(x-y)-u (y) + T D u {y)-E,, (x-y)
wop k4l k xe1 Kk 41
3 3
+ v I x u.(y)-D D, E., (x=-v)
j=1 k=1 1 kkj1
| 3
1 - “'j’i=1(DkEjltx-y}TDkuj(Y) +DjEk1(x—y)-Dkuj(y)J
3 3
+ ve £ I u.{y)-D.BE _(x~-y)
j=1 k=1 1 IRkl
3
- j§1(—DjE4l(x—y) +v-AEjl(x-y))uj(y)

3 3
o
+ div u(y) By (x-y) +u- ¥ ui(Y).alaxj[k§$ Dy Ey ; {x-y}]

i=1
3 .
- v+ I E.,(x-y)-D u. +D.E —y) . .
3,%=1 (Dk j1 ¥ kuj (¥} 3 kl(x ¥} Dkuj {y))
3
==y ¥ (D,E.,(x-y)-D u. +D.E ~-y)+D a,
3, k=1 k31 ¥ % j(Y) 3 'kl(x ¥) ku] (¥))

3
- (v/2)-j'§=1(DjEkl(x—y)+BkEjl(x-y))-(Dkuj(y)+Djuk(Y)).
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Jetzt folgt fiir e >0 mit « <dist(x,3R), durch Integration von
(3.8) fliber Q\Kslx) und Anwendung des GauBschen Satzes:

3
(3.9 ,i=1(! sjkl(x-yl-uj(y}-nk(y) daly)

J af2
+£K {x) Sjkl(x'y)'uj(y)'(xk_yk)/lx—y’ dcy)
E
3
- (=v/2)- ¥ J (D.Ekl(x-y)+DkEjl(x—y))-

3, k=1 @K_{x}

-(Dkuj(y)+Djuk(y)} dy.

Zur Abkiirzung setzen wir
3
(3.10) M:= sup{ r lpu,tz)| +ln(z)f: 12383,
k=1 %13

z €o mit |x-zl sdist(x,an)/Zr.

Dann ist fiir e € (0,dist{x,32)/2), J.k €{1,2,3}:

If 8. - (x=y){u,{y)=u, (%)} {x -y ¥/ x=y{ do !
aK_ (x) Jkl1 3 i k fkTOT ¥
=7 Es.kl(x-y)l-M-[x-yl do {nach dem Mittelwertsatz)
K (x) I ¥
£
£ J (1+2-v)-P5-[x—y|‘2-M-]x-yl do._ (wegen (1.13))
3K (x) b4
€
4 5-1-(1+2-v)-P5-M-I do,_ = E-(1+2-v)-P5-M-I dog'
aK_(x) ¥ 3K, (0)




—————
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somit hat man: 3
= lim (-v/2)- I f
3 e 40 3,.k=1 Q\KE{X)
(3.11) 7 £ 8., (x-y)-{uly)-u, (x})- (= -y, ) /|x=y| do, = O
aK_(x) k=1 piiel ittt k Y ok ey (
) : x=y}+D E.. (x-y}}- (D u.(y)+D,
(£ +0) . 3L k31T oy (y) Dy (v)) dy.
Weiter findet man fir j €{1,2,3}, ¢ »0: Sei EZE (0,dist(x,38)). Dann ist Q\W ein beschrinktes Gebiet
mit C"-Berandung. Setzt man
: /%3]
(3.12) © [ §., - (x-y) - (x =y )/ [ x-y] do Wi WK - - 3
k=1 oK _(x) jkl k "k Y LX) 3y o (Ey, (x-y) 1By (-} By (X-y)) ERT,
3 so ist W E'Cm(ﬁ\KE(x))a. pamit folgt aus Lemma 3.1
= T [f (ﬁjk'Elll(x—Y)-v'DkEjl(x-y)—“'DjEkl(x-y):"
k=1 BKE(X) {Beachte: Dkwj(y) - _DkEjl(x_y) fir 1<3,ks3, y EE\KE (2)) 2
-(xk—yk)/\x-ﬂ dog 5
(3.14) (=v/2}- I f . .
3 / I b (D uy (y}+Dyu, (1)
= gi TV r I D.Ekl(x—y)-(xk—yk)/lx—yt doy ' (%) L ]
3 k=1 8K _(x) 7 20, T
. (DjEi{'l(x-y)+DkEj1(x_Y)) dy
(siehe {1.11), (1.12)1
3
“ = % 5 Avedu (y)-Duwly))-E., (x-y) 4
= ﬁjl {Rechnung!) =1 n\Ks(x) J J 1 ¥ Y
3 -3
+ - — a
Aus (3.11) und {3.12) folgt: j,i=1(gn Tjk[u.n)(y) Ejl(x__y) nk(y) do(y)
3 =
-y) - . - - - . + J T, (u,n) {y}+E., {x-vy)- - —v| -
T ! 8 4yq (x=¥) uy () (%, ¥y ) /| %=y | dog, = uy (%) (e40) w g JE Y1-Byq (%oy) - kg ) /12—yl do ),
k=1 an(x) e
wobei
Jetzt erhdlt man aus (3.9) durch Grengziibergang 40 3
= = J __ Avedu ly)-Dim{y))-Ei (x-y) dy =
, 3=1 ak_(x) 1 3 31y A
(3.13}) z f 8., (x=y)-u.(y)l-n {y) daly) +u (x) =
3.%=1 an 3%t 3 X o

MW

-

- E.. (x=y)-£.(y) dy.
aE_(x1 5=1 11 3
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3
(3.17) lim (-w/2)» I f (D.uk(y)+Dkuj(y)).
e+0 3,k=1 a~K_(x)
Weil nach Auswahl von X das Integral , !
! g E.l(x*y)-f.(y) dg (¥} '(DjEkl{X_y)+DkEjl(x_Y)} dy
a j=1 d
3
existiert, gilt: = EJ; j§1 Ejl(x—y).fj(y) dy +
: ) a . g 7T T () 2By (xmy) enp dy) dady)
—y) -f. . . - L ‘
R PO 3,k=1 22 X il x

a~K_(x} =1
€

: £F.{y) d (e+0Q) (3.17) kann man nun in (3.13} einsetzen. Dann ergibt sich (3.6).
—_ .f. € . :
-7z Ej_l(xy) jy ¥y
a j=1
i Nun zum Beweis von (3.7). Zum €{1,2,3} sei Fy die triviale Fort-—
i i i aist(x,20)/2), 3,k €{1,2,3}:
Weiter ist fir ¢ €0y S T T setzung von fm auf IR3. Dann ist F €L6/5(1R3)3 nL1(IR3)3, so daB
. 3
_ die Funktionen I E. *F_ (1357 24) nach Satz 1.4 definiert sind.
I Tjk(?r,n)(y)-Ejl(x-y)-(xk—Yk)/lx ! dOYk m=] Jmomo .
BKE(x) Ferner existieren gemds Satz-1.4 die schwachen Ableitungen
* * <5 £ | H
iy (1+2-v)-M°P5'|X'Y|-1 doy' Dle(m§1 Ejm Fm), Dk(mi1 E4m Fm) (1 £3,k,1£3), und es gilt:
3K [(x)
€ .
: . 3 -3
(mit Lemma 1.7; M wurde in (2.10) definiert) - ywA{ T E, * )} +D,( X E4 *p ) = P, £.4. (12323,
m=1 mom m=1 m-m d
= (142:v)-M-J do_ €,
3K1(0) Setzt man
omit 3
somit: - .
U.:= ( L E. *F 2 155 <4
3 oy Bim m)[ ( 3 Y
' = T, (4, %) (y) “Eag (xmy) - Ly X ) /ix-yl do, » O igti ; ' : -
(3.18) E i Ll Yy 31 x 'k ¥ so existieren die schwachen Ableitungen DleUj, DkU4 (1 =5,k,1 £

j,k=1 9K_{x) I

{e+0) -
(3.18) - v-AUj +DjU4 . fj £ {i. flir 1 s %3 (siehe (1.4}).

Wegen {3.15} und {3.16} erhilt man aus (3.14):
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Wir bemerken, daB fir Q ECm(IR3\{O}}. g €L1(an) die Funktion

D:nadx -/ Qlx-y)-gly) da{y}) €C,
aq

zZu Cm(n) gehdrt, mit

! 3
(3.19) p_B(x) = / D Q{x-y)-gly) aa(y) fir x €a, a €I, .
2]

Daher sind folgende Funktionen aus ¢®¢q), und flir ihre Ableitun-—
gen gelten zu (3.19) analoge Gleichungen:

3 -,
vi: Ix > Z_ / E.l(xfy)-Tjk(u,n)(y)-nk(y) da{y) €T,
3.k=1 80
: s (x-y) -u, (y) -n, (y) dely) €T
W,:33x - X f 8. x-y)-u,{y})- v y

{1 =1<3},

3 ) -
A: R IK - Z_ ! '$4j(x—y)-Tjk(u.ﬂ)(y)-nkty) da(y) €T,
§,k=1 an

§: 03x~ I J DE. (x-y).u,(y)-n (y) daly) €L.
i,k=1 a3n & 43 J

Mit diesen Bezeichnungen ldBt sich die bereits bewiesene Glei-
chung (3.6) so schreiben:

= - 4. £1 €3).
(3.20) ulln U, 4V mHy £.4 (1 )

Nun ist aber fiir 1133

3

3
(3.21) T AS,, . =~ 2+ I
j,k=1 Kl k=
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wie sich aus (1.10) und aus der Gleichung AE4j =0 ergibt, Es
folgt fiir 1 51 £3 und fir fast alle x €0:

a/axlv(x) = fl(x) +v-Au1(x)
= (fl+\)-AUl+\)-AV1—\,.AWl(x) (siehe {3.20))

tD1U4 +v-AVy -veAW ) {x}  {siehe (3.18))

3
= DU, (x) + I v'AXEjl‘x—Y)-Tjk(ﬁ’“J(y)'nk(y) da(y)
j:k=1 3q
3
- & 5 as.  (x-y)-u.(ly)-n_{y) daly)
j,k=1 3g ¥ ki 3 k
3 -
=D,U,(x) + I [ D.E, {(x-y)-T. (4,7}{y):n _{v) dely}
14 j.k=13g 3 41 Jk k
3
+ 2+v- T [ D.D.E,.(x-y)-u.(y)en (y) da(y}
i, k=1 ag ¥ 141 ] k

(wegen (1.10)}) und (3.21))

(DU, +DjA +2:v-D,B) (x) (beachte: D4Eyq = DyE,y fir
123,1s3).
Also gilt:
DU, = Dl(,,[n) -D,A -2-v-DB {(121=3).

Da DlU4 schwache Ableitung von U4, Dl(ﬂ[ﬂ) —Dlﬂ —2-v-D1§ Ablei-

tung von (n[g) -2 -2-0-5, insbesondere also schwache Ableitung
dieser Funktion, gibt es nach {Al, 3.27 zu jedem x €q, & >0
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3
i eEC, so daB
mit T [xi-ﬁ,xi+a] cQ eine Zahl KG, :

i=1
= ~E(y) - 2-v-B(y)
Uy ly) +Kg o w(y¥) s
3
fiir fast alle ¥ E.n1(xi—6,xi+6).
i=

gend, gibt es eine einzige Zahl K_ EC mit

Da O zusammenhén
+K =T b - Z- i Y en.
A(y) 2 \J'B(y) fiir fast alle

paraus folgt (3.7).
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§ 4. Randpotentiale; die Sprunqrelation

Wir beginnen mit einer Bemerkung technischer Art: Fiir k €I,

T € (1,), Ayre--eay €£10,°) ist

Dies ergibt sich aus der H®lderungleichung in den Banach-

r3umen
L= x) RT3 (x |P o<y,
P i€

versehen mit der iiblichen Norm (p € (1,=)).

Lemma 4.1: Zu y € (-2,) gibt es Q1(Y) >0, so dap fiir alle x €30

gilt:

r
a0

[yl daty) = 0 ¢v).

..,kﬂ}. Gemdf (2.24), (2.27)

Beweis: Sei vy € (-2,«), x €3g, t €{1,.
gibt es p €A mit X=‘E(p),_ oder es ist

lx=f(n)] 2ep/2 flir alle n €Tr B_.

Im ersten Fall gilt:
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I |x-§(n)|Y-B {n} dn s Kg+J IE(p}‘E(n)'Y dn (wegen (2.20))
A t B A

£ Kg- (1K)« 7 Je-n|T an (siehe (2.16), (2.21))
B B4

1

S Kge (1vK]) +2 -7+ (y+2) - (diam Y2 -, Q401

Im zweiten Fall ist

b =

[x-8(n) | T+B_(n} dn s max{(diam 9)¥,c}-277}-7 B (n) dn
A

38

max{ (d1am @)¥,ef-27V}-Kg-Vol(a) =:0y ;1.

Man setze nun Q1 {y}:z= kﬂ- (Q1 1(7) vQ.I'z(y)) . Dann folgt die Be-
r
hauptung des Lemmas aus der vorangehenden Fallunterscheidung .

sowle aus (2.18).

Definition 4.1: Sei ¥ €c®(am . zu x em? sei

3

P, Pe= (T B, _(x-y)ey_(y} daly)) .
’ A lm m 1213

Ferner setzt man fir x em3\an:

3
Qix,$1:= /T E, (x-y)-y (y) daly);
32 m=1

3
Bix,dra- ('gn—j = Sik1{xy)-vyybon (v} 89 ) 5143

(Sijk warde in Satz 3.1 definiert)
” 3 .
T{x,¢):= 2% I J ODLE, (x-y)-¢.{y)-n, [y} do(y).
j,k=1 3p 3 2k J k

-09—

ﬁ(. ,E;) Q1. ,—47) bezeichnet man als Einfachschichtpotentiale und

WL .1, als Doppelschichtpotentiale zur Dichte §.

Sei A cIR3 offen, beschrinkt, Cz—berandet. Sei nf‘ die dJuBere

Einheitsnormale an A. Dann setzt man fiir i,j €{1,2,3}, x EIR3,

y €34 mit x #y:

A -
KigtReyde= = 3/04ew) - (xpmy, ) - (gmy ) - <oy m () >+ [y | 70

" 2 . -
Fiir Kij schreiben wir im Folgenden nur Kij (14,3 «3).

Wegen (7.13) und TLemma 4.1 ist V(x,¢) auch fir x €38 wohldefi-
niert. Das Integral, das in der Definition von ﬁ(x,fp’) auftritt,
existiert ebenfalls fir alle x E:!:R3 - sogar fir x €30

(siehe Lemma 4.7). Man ké&énnte also daran denken, ﬁ{.,?ﬁ} mit obi-
ger Definition auf ganz IR3 einzufiihren., Eine solche Funktion
We., w3 -IR3 wire aber nicht stetig (siehe Satz 4,1). Man
beachte dagegen, dad V{.,}} ECO(IR3}3 (siehe Lemma 6.1).

Lemma 4.2: Sei § €¢%(an)°.

I) Die Funktionen vl(.',¢)|m3\an, Q0. WL, ), 10D
(1:1<3) sind aus CT(IR ~32).
Filr a emg, 1€{1,2,3}, x €IR>~aq ist

3
- 3 _ _ B
D (V) Grb) [IR7SeR) (x) = ;n m; DB (x-¥) -9 (y) dety).

Entsprechende Formeln gelten fiir o(.,%), W(.,¥), nf. ).
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II} Es gilt ferner:

- ea®@C. D mYNen) +vo(., ) =0;

aiv@ (., D m>an) = o

- v AR, D) +90C.,$) = O;

div #(..%) = 0.

3 i
III) Piir 1 €{1,2,3}, x €IR"~30 ist

3
W, (%0} = 1 T K., {(x,y)-¥,{y) daly).
Al s 1=1 BTN

Weiter gilt flir a €3, € §[—cn,anT\{0}, 3 €{1,2,3}:

3
z T.k(?(.,$)iIR3\3ﬁ,Q(.,$))(a+a-n(a))-nk(a)

k=1
3
=r - = s.kl(a+z-n(a)-b)-wl(b)-nk(a) aqe(b)
an  ke1=1 7
3
=5 - I R.I(b—e-n(a),a)-wl(h) da{b) .
an 1=1 3

Beweis: Der erste Teil des Lemmas folgt aus elementaren S&tzen
der Analysis (giehe etwa [RT3], 75.31). Die ersten beiden Formeln
von Teil II) folgen sofort aus I) und (1.10). Die dritte und
vierte Formel folgt ebenfalls aus I} und (1.10), wenn man beach-

= = £7 £3). Zum Beweis der beiden
tet: DjE4k = DyEgqs 8By o {1s3,ks3)

Formeln in III) verwende man, daB

- 3

S = N ;

= eE T eEa e 1<4,k,1<3, z€mr~~{0}. o
5, ](z} 3/ (4a) zj Zy +2y | =z] fiir 3. '

: “Hg'ﬂ&
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Lemma 4.3: Es gibt eine Konstante Q2 >0 mit folgenden Eigen-—
schaften:

Fir x,X,y €90 mit x +y +%, i, €{1,2,3} gilt:

(4.2) [R5 06,y) | 592'[x-y|“1;

(4.3) |R..(x,¥v)-K..(X,v)| Q- | x=%| - (] % |-2 |5~ -2
i3 ij ¥y 2 y v|x-yl ).

Flir y €32, t €{1,...,k

glr /0 €4 mit So) sy +h0o), 1,9 €01,2,33,
1€{1,2} hat man: '

(4.4) B/BDl(Kij(ltJ(p),y)H g_Qz.IE(D)_YJ—z;

(4.5) a/apl(Kij(E(o).y)) —s/aEl{Kij(E(;),y))

t L~ - ~ -
s 0, 18 ~5GY - () -y 72 v G -y1 73y
Weiter ist fiir x,y EIR3 mit x *y, 1 £i,j,m,n £ 3:

-3
(4.8) !DmKij(x'y)[ £ 0=yl 7

[ -4
(4.7) |DanKij(x.y) < Qz—uny[ .

Beweis: Aus (2.22) folgt:

: -1 . .=
{4.8) lKij(x.y)E 1 Q2'1-[x-y] fiir x,y €38, x+y, 1<i,j =3

{mit 0, 1:= 3/(4-7} Kg).
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Setzt man QZ P 84 -3/{(4-7). s0 kann man mit einer leichten
Ls

Rechnung zeigen:

3 4
(4.9} lnmxij(x,y)l.lx—yi +Wnnnmxij(x,y)1-|x—y1 £ 0, 5

filr x,v EIR3 mit x +y, 1si,3j,m,n 3.

Wir setzen £Ur v4:Y; €(0,1] mit Tq <¥gt

¥4 Y2 ;
§ 2= min{dist{i, ,of~A ")z 171 kn}.
Yie¥g 1 1

Es ist @ >0 fur Yq1¥g €(0,1] mit Ty <Ygi siehe dazu (2.12).
T‘lle

Sei t €11,...,kg}, ¥ €38, 0,5 €A, i, €1{1,2,3}, 1€{1,2), mit

E(p) *y #E(F), o $p. Wir setzen zunichst voraus:
~ -1 .
{4.10) |p—pi 5 Ky -(1/4)-51/4!1.
Es trifft dann einer der beiden folgenden Fdlle zu:
(Er-y 1 8GY-y11 2 (3741 -8
(4.11) 1. Fall: min [Glp}-y!|, 0o}~y > 174,17

oder

(4.12) 2. rall: §(p). 8(p),y € £or ein s €01, ..0Kol.

Zum Beweis dieser Behauptung gehe man davon aus., daf der 2. Fall

. 1/4 .
nicht zutrifft. Wihle dann s E{1,...,kn] mit y EA5/ (siehe (2.11)).

e~ t
Dann ist S0 fi, oder Ulp) tAs. 0.E. gelte: u(p} tAS. Daraus

t 1 i -
folgt sofort: |ulp)-y| 2 644,41 Weiter gilt:
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L5 -yl = 1R -y] - =5 |

b4

51/4'1 -KB{p—E] (siehe {2.21)]
(3/4)'6ﬁ/4,1 (wegen {4.10)).

Tatsichlich muf also die Aussage des 1. Falls gelten, wenn der
2. Fall nicht zutrifft.

Im 1. Fall findet man fiir 8 €[0,1]:
(4.3 [FEre (=m0 -yl > 15 -y| - 1HG+e (o-5))-8(p)
2 (3/4)-8, 4 4 —Kge (1-0) - [p=5]  (siehe (4.11),(2.21))

E (3/4)-61/4'1 —(1/4)-51/4'1 (siehe (4.10))
(1/2)-61/4’1 > 0.
somit folgt im 4. Fall:

t ~
{4.14) iKij(u(o}.y)—Kij(E(p),y)1

1 2 3 . A -
=5 = I DmKi.(E(p+6(p-p)),y)-Drum(p+e(p-p)) de
0 r=1 m=1 3

--(pr-pr)l

{nach dem Mittelwertsatz, der wegen (4.1713} aﬁgewandt
werden kann)

1
£ o~ ~ -3 ~
< G'Qz,z'é [G(p-8{p-p})-y| ~ d8-Kg-|p-7|

{wegen (4.9); beachte auBerdem: lE |, sk

2 B fiir 1 sm s 3

gemiB (2.20))
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o -2
£ 9y 3 la-%1 K

* 60 /4,0 Fgl

2,27 (1/2)-8

-3
(mit 0y 3i= 6:Qp 7(1/2)+6,,y )7 Ky wegen (4.13)) wegen (2.20), (4.9), (4.13))

~ - Lo -2
i g, - 1EGI-E@ 1 (1) v 2y -yl ™

20, o 15=EG eIy ™ v EE -y 7

: 2 i
: o= N H he (2.16}). . - 3 .
(mit Qy 4% 02'3(dlam ) siene {mit Qy 61 92’5-(d1am Q)7 ; siehe (2.16}).

Mit einer Zhnlichen Rechnung findet man @

Nun betrachten wir den 2. Fall:

t -2
(4.15) [3/203 (%, o) ¥ | 5 0, 4 [We)-y[ 7" . )
S5ei dann s €{1,...,kn} mit y,E(p),u(p) EAS. Wir wdhlen n,z,7 EA
SchlieBlich ergibt sich im 1. Fall: mit y =8(n), §o) =82y, &G =8(P). Gends Definition von u_,
vor Lemma 2.1 ist
it -1 5
= = dja (A, BA ) = Hoy .
(4.16) |s/ap1(xij(5(p).y)) - 3/3% Ry (55 ) | Mg st
2 3 % Daher gilt: y_, (p) =g, wsttg) =%, sowie:
= - I’y - 1
-1z m£1{tnm31j(ﬁtc).y) DX, (B(5), 1)1 -0, 5 (0)
t
£~ £ ~ (4.17) 8/ap (K, . (d(p),¥})
+ 0%y (8, 0,8 (0)-D F (5013 145
2
-_ g8 8 -
5 3 1 .~ . . ~ = r£1 3/35r(Kij(u(ﬁ),u(n))) Dl(wst)r(p).
< b 2 | 7 DanKi.(u(p+0(p—p)),y)-Dsﬁn(ﬂ+9(D—D)) de |
s, r=1 m,n=1 O 3 —
mit einer entsprechenden Gleichung fiir o.
o —ayi-inE (o]
11 rm
! 2 3 . . . .
. £~ t e Weil fiir n,£ €A gilt (siehe (2.15)):
RN RN
Ae) -, mofi(n)> = <(-n,a_(e)=a {m), (-grad a_(n), 1)>3 (1)
< Q2'5-{o-'5| 2
= 5 = (-~ 51“\;_“\;)']}\)55(”) ta (g) ~a (n))/T_(n),

{mit QZ}S: 4-9-Q2'2-((1/2)-61/4'1) Ky + V=
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foigt mit r €{1,2} : Zur Abschitzung von [Kij(ﬁtc),y)—Kij(ﬁ(z),y)| und von

|ajfacg (K..(ﬁ(g),y))-a/ac (K..(ﬁ(;),y))l unterscheiden wir zwei
(4.18) a/0g_(<B()-E(n) ,moR(n)>) = (-D_a_(n)4D a_(£)) /T (n). roi3 s 1
r r's r s 5 .
Unterfillie:

Somit erhilt man fUr r €{1,2}: 1. Unterfall: 2-K;1.ic—fi > [B(c)-8(n)|. Dann gilt fitr 1:x < 2:

(1.19) ia/acr(Kij(E(:)i%(nJl)f (4.20} |a/acrtxij(%(;).ﬁ(n)))—a/aEr(Kij(ﬁ(Z},ﬁ(nﬂ
) s By =5 5 2. max |asee_‘x. . By, B
= la/acr{(ﬁ(:)-ﬁcn))i-(ﬁ(c)—urn))j-Iﬁcc) wn | 7} gefc,ty T

2

] s
<Bie) -8 mofitny>73(n) 2.9, 7.(1%(;)_ﬁ(n)1'2 viGo -8 |™%) (siehe (4.19))

A

5 5 -5 - - - ~ -
+ @) -8 - Beo)-Bemn 5 18z -B | 1k -0, o1 5-El (B0 -F 173 viB@ B 17

WA

.(’Drascn)+nras(5))/Js{n)I.3l(4ﬂ) {nach Voraussetzung im 1. Unterfall)

A
"2y

3/(4WJ-{7-Iﬁ(:)-ﬁtn)l_4-|3l1'I<E(;)-§(n).noﬁ(n)>| 0, g 182D [ 08 @-E@ 7 v IE®-Em ™)
. R L
+ & -8 |7 [pagm-pa (0] (it 0, gi= 4°Kg 18,7 mit (21607

Zhnlich findet man
< 3/(4n)-{7-xs-fﬁ(c)-ﬁfn)I-Z-KB

=) 5,~ S
18817 ey Ly [ nms) (4.21) |y @, Bian -k B LB |
(siehe (2.15), (2.20), (4.18)) s 2-Q2’1-(Iﬁ(c)~§{nll_1 vIEE -8 7Y (siehe (4.8))
-1 ~ g -] -2 5.~ 8 -2
" £ 4.0, eKpo-le=t] - (JUt)-dm T v[a(@-umy | %)
s @, o[B8 | 2 218

5 < 0, o 1B0-E@ - (- vik@-Em |
(mit Qy 7%= 3/(4.7}-{7-Kg+Kg); wegen {(2.20), (2.16)). ‘

: _ -2
(mit Qz,g:“ 4'92,1'KB ).
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2, Unterfall: 2-K'B1-Ic—"c‘l <|8¢r)-8(n) |- Dann gilt fir 8 eln,11:

(4.22) | B(Tre- (=T -E() |
> 1EB(p)-8m| —18(Fre- (z-T)) -E(2) ]

[Bzr-8m | —K%’-(1-e)-l;—€l (wegen (2.21})

I

z (1/2)°[ﬁ(c)-%(n)| (nach Voraussetzung im 2. Unterfall)
= Ko1-|¢-%] > o.
B

Nun folgt ftir r €{1,2}, mit der Abkilrzung D:= {T+e-(c=T): 2 €[0,11}:

(4.23) !a/a;rtxijtﬁtc),E(n)))—a/azrtxij(B(Z).E:n)))I

2
2 s s ~
< ¥ sup |3°/3E & (K..(u(s),u(n)))1|§ -z
v=1 EED vooroAd v

(nach dem Mittelwertsatz, den man wegen (4.22) anwenden

kann}

g |e-%Tl 6/0@m)-  sup {\az/aauaav{(E(E)—E(n))i-
12y, vE2,E€D
-(%(a)—%(n))j-lﬁ(z)—ﬁ(n)1"5}

. <B(e) -8 (n) nofi(n)>!

-5
+ 20 a/aau{(ﬁ(s)-ﬁ(n))i-(ﬁ(e)-ﬁ(n))j-lﬁta)—%<n)1 }

'B/BEV(<E(E)-%(n),noﬁ(n)>)| +

A

fiA
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ICIOE(SURY IS (TS SPGB IS

-az/aavaeu(<ﬁ(a)-5(n},noﬁ(n)>)|)

2

|C‘El'5/‘4“)-sup((9-62-!ﬁt5)~%(n)|'5-( max |81 )
cED® 15153
+ 21 8- | 7% max lﬁllz)- | <B(e)-B(n) ,noli(n)>]
1213 .

+ 4218028 ™% max (&, max_|Dp a (e)-D a (n)]

151<3 1€vs2
s -
+ Iu(E)-E(n)l 3. max |D. D &
1€p,vs2 H* VS o/

{beachte (4.18))

-7 - { s -5 .2 |8 -4
- 92,10'223\ 1Bo-8em | 77-xg + 1 e)-8im | 70k )

kg 1B -8 |2
+ 18- [T g [ag] 5 [5=n]

+ Iﬁta)-%(n)|“3-xs)

{mit 92,10:‘ 6/(4m)-9:62. Hier wurde (2.20) und (2.22)

angewandt)

| e=E1 -0y 11-sup(1Ec)-B(m) |7 +1Ree)Bemy |72
! EED

+ 18e)-8ny |4 z-n! +|%(a)-3(n)|f3}

i - 3 2
(mit Qy 143= Qy q4o° (Xg+2-Kg+Kg): wegen (2,20}
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=3
s (1+diam 9)-max[ﬁ(£)-%(n)|
LED

5 g ,~
- 4.0
g [dtgy-ufz) Q5,11

{(wegen (2.16))

- ~ -3
< 2, 4 B@-R@ - (RO AT v RO-E0 1T

i 1= . i .32; wegen (4.22)
({mit 92’12. Q2,11 {1+diam &) -3 weg A

gelesen bis zur drittletzten Ungleichung)-.

SchlieB8lich gilt im 2. Unterfall:

St S
{4.24) [Kij(ﬁ(;),ﬁ(n))—xijtﬁtc),u(n)1

2 o
s sup x la/ae (kg (Bee), Biny | le T
£€D r=1
s sup Q, 7-13(5)*%(n)[-2'|C-EI
r

£ED

{siehe die Rechnung in {4.19))

s 4-Q2’7-lﬁ(c)-ﬁ(n)l-2-[c-?[ {siehe (4.22))

[/}

40 18- - max_ [Re)-fm[7? (mit (2,360
2,7 g€lc,cl

Im 2. Fall (siehe [4.12)) haben wir somit folgende Ergebnisse:
Zunichst folgt aus (4.17) und (4.19):

2
t =2
(4.25) |90 (K 3 Blody [ Ty oo 1Ty I L)
=

7% (i iz 2. .K.: siehe (2.20)}.
s 92’13-|E(p) yI7? (mit @, ;3:= 2:Q, ,'Kgs siehe (2.20))
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Weiterhin erhilt man:

(4.26) [3/30; (K, 3 (80,300 =a/35) Ry, (),

2
- ] 3 ~ ~. &
& |r£1{3/acr{Kij(U(cJ,u(nJ))—a/a;r(Kij(ﬁ(g),u(n)))}.

Dty ) (D)

2

- -] -
+ r£1 a/acr(Kij(u(c).u(n)J)-(Dl(wst)r(;)-Dl(wst)r(c))|

(wegen (4.17))

2
=051

(10-8@® - UB-8(m |72 v I1BH B [~
r

1

.ltwst)r!1
800)-8(my["2-Kpor | £ ~F
+ |d(z)-uny| -Xg |Er Crl

(it Q, q47= Qp,7V0y,g V9, 457 Wegen (2.201, (4.19),
(4.20) bazw. (4.23))

<0y 45 18001-EGY - L1y P v IEG) v
(mit Q2'15:= QZ’M-Z-(KB +diam(9}-KB); siehe (2.20}).
Schlieflich gilt wegen (4.21} bzw. (4,24}:

t +
(4,279 lKij(u(p),y)—Kij(u(p)’y)l

£ 2 16 1EGI-EE -Gy 2 viEG -y 72
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Ebenso erhdlt man aus (4.8):

(mit Qy 163 Oy g V4:Qy 4)- (4.32) [Kij(E(o).y}-Kij(E(E),y)'

t t,~ t -2 oy =2
Setze nun Q, 443 max{Q2 i i=4,6,13,15,16). Rus {(4.14)-{4.16} < Qz',lg-iu(p)-u(p][.(lu(ﬂ) vl v a(z)-v| )
r r i i
und {4.25)=-(4.27) erhdlt man sowochl im ersten als auch im zwei- B »
ten Fall (siehe (4.11), (4.12)): (mit Q, 4q3= 200, o~ (Kg -(1/4)-8,,, ;) "-diam 2).

+ ~ g
(4.28) |B/Bpl(Kij(u(D)rY)) —B/apl(Kij(E(p).y})l Seien 1 £i,j 53, x,x',y €32 mit x +y #x'. Nach (2.11) gibt es

. i/4
t€{1,...,kg} mit xEAt .

|Kij(X,y)—Kij(§.y)[ mit (4,30) bzw. (4.32) abschitzen. Wenn

ist X €4, 50 l¥Bt sich
~ + =3 o~ -3

50y 1ol 80 -8E - Q) -y 72 v [EE -y
r

xtl\t, so ist [x-x| 26,4 1° Also gilt mit (4.8):

t -2
- (4.29) |a/apl(Kij(u(p)ry))| < 92'17-I5(p)—y1 ; (4.32") [Kij(x,y)-Kij(g,y)|

I‘ o < Q2'1-6;}4'1-diam 2- | x-%| (|x—y|-2vJ;c'-y\-2).
l (4.30) |%; 4 t80) K @G )]
|

Setzt man nun

- - ~ -2
50, 17-[E(p)—5(p)l-(lﬁ(p)—y{ z v]ad -yl 7.

o -1 .
Q0= Q47 V9,18 VR, 19 Y9, ¥Qy,4 V(Qy 478,y ¢-&iam 2),

Diese Abschitzungen gelten fir t,y.,p,p,i,3,1 wie in (4.10}. Wenn

: so folgt die Behauptung aus (4.28)-(4.32), (4.32'), (4.8 ), (4.9). 0o
nun aber t E{1,...,k9}, ¥y €30, 1,5 €{1,2,3}, 1L €{1,2}, p,p €8

~ - t £~ . =
mit [p-p| gKB1-(1/4)-61/4'1. Ulp) #y *u{p) gegeben sind, so erhdlt

man: Lemma 4.4 {Sprungrelation): Filr x €IR3, 1, €{1,2,3} gilt:

~ t
{4.31) |a/aleij(E(p),y) a/aolKij(u(p).y) 0, falls x €IR~F
5 K,.(x,y) daly) = {§.., falls x €gq
-1 -1 ~ t -2t~ -2 0 1] 1%
5 - <(1/4)- -lp=-p|- - vid(p)- )
200, 197 (K < (1/4) 8,4 1) -0 pletltite)=yl vl y] (1/2)-5,,, £alls x €30

A

4.29 und nach Voraussetzung an pep)
{wegen ( Ve g (Beachte: Wegen (4.2) und Lemma 4.1 existiert das Integral

W

~ - ~ -3
) A -E@ - US -yl 3 v G v IO x,y) daly) (1 5i,i€3)
2,18 ag 1

_ . -1 ) 1. giam a:
(mit 0, 1gi= 2:Q, 497 (Kg +(1/4)-8,,, )7 -diam 2:

auch fiir = €3n)
mit (2.16)). —
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Beweis: Wir beginnen mit einer vorbereitenden Rechnung: Es ist

) Sei nun x €8 und ¢ € {0,dist(x,92)/2). Dann ist A = O~K (x)L
fiir z €R"~{0}, 1,3 €{1,2,3}: : :

. 2
offen mit C®-Berandung. Also folgt aus (4.34): l_ .
beschrainkt wned

w

-5 A
. (4.33) I a/az (z;02502,002]7) (4.35) v K. i(x,y) @p (y) = O £tir 1 54,5 3,
1=1 ap id €
[
3 2, .2 -3 -3
= E {-V/3-{a"/ezilzg . 2] ) —éil'B/BZl(Zj”Z; }is
1=1 | Es ist aber AE = 3R uaKE(x}, mit g naKE(x) =¢, Flir die HuBere
A
-3 o q e € i . = ii .
—E.I-B/BZl(Zi”Z' ) Einheitsnormale n_:=n an AE gilt: nE(y) n{y) fiir v €2a3q;
b} n_(y} = (x-y)/[x-y] fiir y €38K_{x). Damit erh#lt man aus (4.35)
Q
- -3 b ht {i 2= KU L)
. (_1/3}_{‘&2(2'_2-”21 3} —s/vz.lz. /2] Y - (beachte unsere Abkfirzung Ki] Klj)
| 1]
~a/2. ¢z, /2] 7)) K_(x)
3 I Kij(x,y) daly) = r - g (x,¥) do_ fiir 1 =i,3j £3.
a0 3K_(x) I ¥

-3 2 -1
= (=1/3) 8 (2, 2./]2] 77y 428 /aziazj(IZI )}

Nun rechnet man aber leicht nach:
-1 -3 -3
R R T PR L B L IRE PR B y -2-/8z;(z5/ 121 7))

K _{x)
-1 €
{Beachter A_(|z]”') =06). i K. (x,¥) do_ = | 3/(4-m) e (2, ~y, ) (X —y) -
z 3K_(x) ¥ ok _(x) S
- i —4
- (_3.“/3){v-Ainj(z) -a/aziqu(z)} = 0 ({siehe (1.10}}. - [ x-yl doy
und heschra o ki , = 3/(4en)-f 7;°24 do, = 6;., Fir 151,83,
Jetzt folgt fiir 4 e’ offenimit c®-Berandung, x €IR™~TE, B
154,543z
Somit gilt:
A 3
(4.39) [ K).(x,y) dily) = -3/(4n) 7 T (x -y.}-(x,-y,)- .. L
| ap  1d SA 1=1 i'i ifi :;n Kij(x,y) daly) Sij {1<i,7s3).

-5
~(x1-yl)-lx-y| -ni(yJ da(y) . -
Sei nun x €3, i,j €{1,2,3}. Sei p ECO(IR) mit 09 <1,

@| (==,1/4) =0, o[ (3/4,} =1. Wir setzen Fiir e €(0,=), z €R 34

@ (z):= p([z]/e}. Das bedeutet:

3
)
-3/ (4%) ]J; oy ¥/exp TRy gy ) s (xymyg) - Py T dy

3 —_—
(nach dem Satz von Gaup; beachte: x €IR"~A). r.pE(z) =1 (e¢0) fiir =z (—:IRB\{O}: o $¢'e 51 (e €(0,=)).

O (wegen (4.33}].
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Sei i,j €{1,2}. Dann ist:

(4.36) 5 K

- j(x.y) daly) = lim f Kij(x.y)-wg(x—y) daa(y)

1 e40 3R

(Ronvergenzsatz von Lebesgue; beachte Lemma 4.1 und (4.2)}

3
e lim S {-3/(4:m))- I (x,-v,)- (% =y,) (2 -y )= |x-y
€40 28 e A R

| 7>

'nl(y)'wg(x—y) da(y)

3
= =3/{4-7}+ £ 1lim S {a/ay ({x,-y,)-(x.-y. .} {x,-y,)-
1=1 £40 @ T B

'|X—Y|-5)-¢E(x-y)
+ (xi—yi)'(xj-yj)-(xl—yl)-lx—yi's-a/ayl(wz(x-y))} dy

(nach dem Satz wvon Gauf; beachte:

wE(x-y) =0 fur y EKe/4(x)]

3
= —3/(4-v)-l£1 itg é txi—yi)-(xjfyj)-(xl-yl)h

-[x—y[-s-alayl(ws(x—y)) dy (wegen (4.33)).
Sei 1 €{1,2,3). Wir zeigen, das

-5
(4.37) tig(é (xi~yi)-(xj-yj)-(xl—yl)-lx-yl '3/3Y1(°€2(X‘Y’? ay

. =5
+ (1/2)-f z, 2. +2 2] ~-3/3z, {0 _{z}) dz) = O
K,] (o) i %3 °1 1'%e

gilt.
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Da x €3R, gibt es wegen (2.11) eine Zahl t €{1""'k9} mit x €U,

(siehe die Definition wvon Ut vor Lemma 2.2).

: . -1
Sei e >0 so klein, daB K, (%) U, und s <{1/2)-(la_| ,+N

Q

tl2
Fiir ¢ €(0,so] ist dann

(4.38) s -5/2

X[ . . dz
K, (0) (=layly-silaglyee

) (23712 |2l

1 =n/2
2ewej S X !
o =as2 [laglyredday

/2

-1
.E](sin 8)-r dg dr

(siche [RT31, 80.8)

- 4'ﬂ'(arCSin(EatI2'E) —arcsin(—[at|2-s))

P 1/\£Iatlzz-(2-a-1)z-sz‘ as L‘{atll
0
s s-n-s-1/J1/2!s 16-1-{: [mf c% L
A

Es igst KE (x) CUi' Nach Lemma 2.1 gilt daher fiir e E(O’Eo]’
o -_—
y €K_{x): y gehdrt genau dann zu &, wenn gt1(y)3 <0 (g, wurde

vor Lemma 2.2 definiert}. Wir definieren eine Abbildung

%:RB»RBmmm

- % o 3
At(y) = At-y +Ct fir y €IR".

Kach Definition der Abbildung P, vor Lemma 2.2 bedeutet dies:
p.(z) = (A1 (2),,A2 (z),) fir z €R°
t t 17t 2 *

Weiter erhdlt man durch Ausrechnen von (g;1)3=




|
i
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=1
(4.39) KE(x) npg = {y EKE(x): A, (y)3-at(pt(y):| <0},
Weil x €232 0T, = At’ gilt:

-1
(4.40) A (x)3 = a (p (x)),

wie aus Lemma 2.1 folgt.

Filr ¢ € (O,E.o], z EK1 (Q) ist x+ez GKE (x}) ::Ui, und somit
o

pt(x+a-z) EA. Damit kann man fir e € (O,Eo]; z EKI(O) folgende
Rechnung durchfiihren:

(4.41) Ay (x¥ee2) 5 -8, (B, (xbe-2))

200, ree (120 -a, (p, (x+e-z})  (Nachrechnen!)

= a (p () +e+ (K -2), —a (p, (x+c-2)) (siehe (4.40))

1 2
- f - E Dlat(pt(x)+8-(pt(x+a-z)-pt(x)))-
o 1=t
Apy (w#e-2) =p, (x) ) @8 + eo (KD v2),
1 2
= = é 151 Dlat(pt(x)+6-(pt(x+s-z)-pt(x)))-

-E'(At —z)l ds + (-:-(At -2)3

2
_ _ e, ~—1_
= eo( 1§ Dlat(Pt(X}) (At z), + (At z), +

=1 1
1 2
+ cl; 121{Dlat(pt(x) )—Dlat(pt(x)+e- (pt(X+€-Z)—pt(X] 1Y }-
w1 \
<(A T-z), 49 )2
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Ferner ist fiir « € (O,EO], z EK.l (0) :

2 1
(4.42} 121 é {Dlat(pi(x))—Dlat{pi(x)+6—(pt(x+s-z}—pt(x)))} de-
=1
-(At -z)ll

1

129

;
Iatlz-é |6+ (p, {x+e-2z)-p (x})| de-[K -z

= Ta |, I (x#e-2)-p (x) | -] 2]

A

2
3 Iati2-5-|z| < |a e-lz].

el
Hierbei gilt die vorletzte Ungleichung, weil

o o 3
p (y) P (2)) = (At1-(y-z))t furry,z €R™, 1<1s2,

Nun iiberlegt man sich einerseits: Fir ¢ € [O,co], z €K, (0)~{0}
; =1 <
mit A, (x-t-s-zl3 at{pt(xﬂ:-z)J <Q ist

B ,
o] =1
- D;a, (p (%)) (B, +z) /12l + (B -2) 3/ 2] < laylyee,

wie aus (4.41) und (4.42) folgt. Andererseits kann man aus (4.41)
und (4.42) schlieBen: Fiir e E(O,EO], -1 EK,I (0)~{0} mit

2
- 51 .
- E Prmelp 00 (O czd /el + & rm) g 2] < laglye

ist

At-_.1(x+e.-z)3 —at(pt(x+s-z)) < 0.
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Damit haben wir die beiden folgenden Ungleichungen, fir
& E(O,co], z €K1(O}\{O}:

(4.43) x(_m'o){A;1(x+e-z)3—at(pt(x+g-z)))

Loy l-grad a (o, ) DTz (1721

I("“r[atlz

(4.49) x(_,, .oy {(-orad at(pt(x)),1)T-K;1-z-(1/[zi))

~lagl,
oy (7 (54551 e

Wir wihlen nun eine orthonormale Matrix B EIR3’3 mit

. . ° 2 )
' - T 2 1/2
{4.,45) (-grad at(pt(x)),l) «B = (0,0,(151 Dlat(pt(x)) +1) ).

Dann findet man:

i

=1 =1 . 2 6
X (B™ K ".z)./|z])ez. ez, 25/ 2| Tt (| 2] fe} d=

-1 §=1 2 [
=7 . Xig.e (B ;\ s (-2))5/ |z )z, ezl T /2] Tt (2] fe)
K1(0) (0;e0) t. 3719 i %5 71t

= r

.-Z§/|Z|6-¢‘{[z|/a) dz.
K1 [183]

-1 -1
X(o,m (B "B z)3/l]) 2,02y
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Mit dieser Rechnung folgt:

I z.-z.-z§/|z[6-(p'([z|/5) dz =
k. (o *

2 6 T
- r 5 - zyvz5023/ 121500 (2} /€) dz tfi

-1 -
K {0)~Ny €ER™: (B .ﬁf ¥}z =0}

o~

(@52 /sy ey ezgeny/l2l ot (le] /o) dn

2-f

J X—co
K1(0) (->,0)}

Somit hat man:

(4.46) (1/2)-r z

5
K, (0) 172372/ |27 2/0z (g (2)) dz

-7 x(—m,o)(‘3_1'3;1'2’3/Jz|"Zi'zj'z%/lzle la

K, (0)
co' ([z]/e) dzet/e.

Weiter findet man:

5
(4.47) ¢ (xi-yi)-(xj—yj)-txl-yl)llx-yl -3/3y1(w?2(x-y)) dy

5
- —y e X -y L) (% ~y| 3. _
énK (x) (xy7¥y ) - (g vy (% yy) /-yl a/3yl(wgz(x y)) dy
£
== Xia )(3;1(Y)3-at(pt(y)))-(1/5)2-
KE (X) = .

2 5 2
-(xi-yi)-(xj—yj)-fxl-yl) Jx-y| 0" Ux-yl /e®) ay

(siehe (4.39)}
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-1
=~ f X o (A, (x+e-2z),-a _{p (x+e-2}}}-
K1(0) (=0, 0) "t 3 Tttt
-zi-zj-zf/1z|5-m-(|z]/s) dz-1/¢.

Nun setzen wir die vorangehenden Ergebhigse zusammen:
5
é (xi—yi)-(xj yj)-(xl yl)/lx-y1 -a/ayl(wgz(x ¥)) dy

SO/ eyeagee/le]Pia/am (o, (2)) dz
= lf (- (At (s rz},~a (p (x+e-2)})
o U™ % (00 er2igma, Py ixve

tx (—N,OJ {

(wegen (4.46) und (4.47))

-1
£ Ly-f tx e (A" (x+e-2) ~a, (p, (x¥e-2)}))
1 K, (0) {-=,0) 't TEITEp P ETE

= Xm0y (BB ) /12D | 12172 azayve

fmit L, := ,w'lo. Beachte: Fiir z €K, (0} mit o' (|zl/e) 0

ist |z|/¢ s1; also: 1/¢ £1/|zl, 1/ves1//z] )

-1
= L, f max{x o (A, (x+e-z)_-a_(p, (xte-2z)))
1 K, (0) (-w,0) "7t 3%t e

" Xm0y (BT 2y /02D,

- fam
X(w,0) H(B "Ry -2) 5/ 02])

-1 =
= x(—m,o)(At (x+s-z)3—at(pt(x+a-z)))}-|z[ SH2

(B_1-3;1-z)3/[z|))-zi-zj-ziflzls-w‘(|z]/s) dzl.1/€

dz-1/ye.
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2 L1-f max{x(_m’a)((—qxad at(pt(x)),T)T-x;1-z/lz]1
K, (0)
TSR e S PR
*(-m,0) t "%73 ’
-1 et : T
x(_m,o)((B ‘A -z)3g-x(_mr_6)((—grad at(pt(x)),1) .
-ﬁ;1-zllz|}}-Izi_5/2 dz.1/ve

{wegen (4.43), (4.44); wir verwenden die Abkiirzung

§:= s-!atlzl.

= Ly-7f max{x(_mlalt(—grad at(pt(x)),1)ToB-z/[z|) -
Ky (O

- X(—m,o)(z3/[z|)'

X(mmy0) (237 121) =X (L, gy ((=g7ad 2 (P, (60), 1Y EeBez/|2]) )

-Izl"sfz dz-1/VE'  (Substitution z aKt-B-z)
‘ : 2 2, .,1/2
= L=/ maxlx __ {23 { I Dja (p_(x))7+1) " °/]z}) -
! K, (0) (~=,8]°737 0 "1t

- x(-m,o)(z3/|z|j'

2

2 1/2
X(mm 0y 23/ 121~ 5y (237 LT Dy lp 05D 271z

1

'|z|.-5/2 dz+1/¥e (nach Auswahl von B in (4.45))

-5/2

33

L‘|‘f X[_6’6](z3/lz])‘|z| dz-1/Ve

K, (0)

2
2
(wegen 151 Dlat(pt(x)) +1 z 1)

N 2
H 16-1-%—\{? (wegen (4.38)); beachte: 6E|at]2-e, L, slm‘io, L‘{atlll——ﬂ

€ E{O,EO])-

1----IIIIIIIIIIIIIIlliiillllllllllIIIIIIllllllllllllIIlIlllIlllllllllllllllIllllllllllllllllllll!llllll!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Jl
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L Damit ist {(4.37) gezeigt. Nun gilt aber mit einer Rechnung wie Gom (1AK1/2)-(2-(1VKB)j~2. Dann ergibt sich:
in (4.36):
3 ‘ _5 }
(4.48) - 3/{4a)- £ 1lim [ z.-z.-zl{z| a/azl(w (z)) dz (4.50) J \Kll(x,ﬁ(n)) -Bi(n) dn
1=1 ev0 Ky (o) * 7 g 4
Iu—rﬂ':é
3K1 (0)
==f Kij (0,z) doz.
o . . . _
ik, (@) < 3/(4em) s 140y —c-noti (o) -H(my |73
A i
[p-nlzs
FaBt man nun (4.36), (4.37), {4.48) zusammen, so folgt:
[ <hip)—<-noli(p)-U(n},noli(n) >} B, (n) dn
3K, (0} T
S OR,si{x,y) daly) = (1/2).f K, . (0,2z) do
ap R, (0 M z
L 3/ (4en) Ryrog o7 LIS IO TRE
. = (B of z,+z, do_ = (1/2)-§_ .. o A
H’Jﬂ’/g (0 b ij lo-n]zs
(| <ti(p)~tln) noli(n}>]+k) dn
Lemma 4.5: Es gibt Q. >0, 30 das
4 370 Eofas (wegen (2.20}, (2.25))
;IR (k)| an(y) <@, £0r x €®>, 1,me€{1,2,3}.
3R . . } .
£ Q, iof dey-hn 173 ey 124+) an
3,1 A
EELIEY
Beweis: Sei x €30. Dann folgt aus (4.2) und Lemma 4.1:
. _ -3 A
{mit Q3’1.— 3/{4-7} Kpep (KB+1). Hier wurde (2.22)
(4.49) {m I, () | daty) £0,+Q,(-1) fur 1,m€{1,2,3}. angewandt)
Sei x€0, 1€{1,2,3}, 41 €{1,...,k_}. Nach (2.27) gibt es i i -1 i i -
: o § e s =05 4/ Uy -5t 17 + 1) =hn [ 7Fe) an
K €(0,EB]F p €EA mit x =0(p)-k-nolilp), oder es ist 1
i . [p—nlzﬁ
|x-ti(n}| ¢ eg/2 fiir alle n €Tr B, .
-1 oy -3
. ] £ Qy o f (| p=n| E Flo-nl “rk) dn
Wir betrachten zundchst den ersten Fall; es gebe also p €4, T
[3 E(O,EB] mit x =ﬁ(p)-x-noﬁ(p). Wir setzen zur Abkiirzung lo—n|=8

. _ -1,,-3
{mit Q3'2.— Q3,1'(KB +Kp"), wegen (2.21))
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1 Jetzt folgt:
£ Q, L-f [e-n]"" dn
-
p—niz§ i
{4.51) f\ IR,y (2, G(n)) | B, (n} an
(mit Qg 3= Q3'2-(1+(1VEB)-TG-(1VKB)4),‘ beachte: Fiir lp-nl<s
n €A mit [p—nl 2§ ist »:-!p—n|—2 Sr:-ﬁ_z =
- i 2 (i, =5
<~ {1ax) 1-(2-(1VKB))4S(‘IveE)-16-(1vK3}4-' . i 3/(4-m) - (x) =y (n)) 5 [x-Tn} | 7.
| | 6-n]<a
.| < Q3'3-2--1r-diam A=y Q3'4. ](x—\ji(n),no%‘i{n)‘»l-Bi(n) dn
.'.
Fiir n €A mit [p-n| <8 gilt: = (—3}/(4-w)-(xl-ﬁl(n))z-lx—%(n)l—s'
A
; . . [p-n]<8
<x—ﬁ{n),noa(n)> = <ﬁ(p)—x-nné(p)—%(n),n0%(ﬂ)> ,
| <x-%1(n),n011i(n)>-Bi(n) dn
= <%1(p)—\ii(nJ,nutJi(n)> -k« <noti{p}-noii(n) ,nnlji(n)> -«
s Kygef8(p)-t(n) |2 +x-Kge |B(p)-ti(ny| -« o K1 (X80 By () dn
{(wegen (2.22), (2.23)) Lp=nl <
sKa-I -11|2+K'K2'| -nf + ieh 4 !
L g le-n « (siehe (2.21)) == f Klltx,u(n))-B.(n) dan - f Kllfx,ﬁ(n))-B.(n) dn
A . A *
= Kg-&z +K'K§°6 -K |p-n126
s (1vRg) 262 +x- (1vk,) 2es - )
B B K s T Kll(x,u(n))'Bl(n) dn + Q5 , (wegen (4.50)}.
A ’

A

0 (nach Auswahl von §);

Aus (4.50} und {4.51) erhilt man:
also

; - - . FORy, G, 8(n)) [ #Botnd dn £ J Ky (x,80n}) B (n) dn +2-0, ,.
[<x~&(n) ynotitn)>| = - <x-&(n),nodifn)>. PR S! 1 N e 1 3,4
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Wir betrachten nun den Pall, daf |x-4(n) “fB/Z fiir alle n €Tr B, .
i

Dann gilt

! Iﬁlltx.%tn))IBi(n) dn < 3/ (4en) -5 [x=B(n) | T2B () an
4 A h
-2
s 3/(4-7w)-r «f Bi(n) dn
A

S 3/(4-7) -5 -Kg-Vol(a) = 0, .-

Daraus folgt fir beide Fiille, mit Q3 6= 2-Q3 1 VQ3 53
r r r

(4.52) 1 1%, GRG0 =By (r) a5 s Kpp GoBn) 1B, () dnsoy

Addiert man nun {ber i E{i,...,kn} und beachtet (2.19) sowie
Lemma 4.4, so ergibt sich aus. (4.52):

4. . < k- -
(4.53) r By ey [@aly) s 142-k-0, o == Q3 ;-

Hierbei war 1 €{1,2,3} beliebig. Fiir x EIR3\§ zeigt man Abschit-
zung (4.53) mit analogen Argumenten.

Jetzt findet man fir 1,m €{1,2,3}, x € QUTR 3~%:

(4.54) gﬂ |Klm(x,y)idn(y}

. -5
B gﬂ 3/(4-n)-!xl—yl|-|xm—ym|-[x—yl clex-y,niy)>| daly}
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/2

Iy

3/t Gepmy 2 Ly | 7 fexmyn (90> deiyn) !
30

(s 3/(4-n)-(xm“Ym)z-IX~yI_5- “x=y,n{y}>] dﬂ(y))1/2

of

/2. (s
ERY)

/2

1 1
(gn [® , (x,y) | daiy)) (K o ()| daty))

2 Q {wegen (4.53))

3,7

Setzt man nun
Qq:= max{Qz-Q1(—1);Q3'7}:

s0 folgt aus {(4.49), {(4.54) die Behauptung.

Lemma 4.6: Sei r € {1,2). Danh gibt es qur) >0, so daB fiir
1,me(1,2,3}, x,x" €3 gilt:

-r+2
H

A

(4.55) ! {Klm(x,y)—Klm(x‘,y)lr daly) s Qu{r)-ix-x|

-1t}

o —r42
{4.56) ;ﬂ [Klm(y,x)-Klm(y,x')|r da(y) s Q(r)-[x-x'| .

Beweis: Sei 1,m €{1,2,3}, x,x' €3q, i €{1,...,kn}. Kach (2.27)
trifft einer der folgenden drei Fidlle zu:

1. Fall: Es gibt o,p'—EA mit x =ﬁ(p), x' =ﬁ(p'). Dann stellt man
zunichst fest: Flr n €A mit [p-n] z22[x-x"| ist wegen {(2.16):
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bA

2 i
ZJKB-{x—x'I +KB-\u(n)—x|-lx—x'

(4.57) [x'-fi(n)] = (k-8 () [ =l%=%"| & !p=n|-|x-x'] 2 (1/2) -] p=nl;

A

2
i £ (K+Kp)-|p-
lx=a(m)| 2 [o-n{. (Kg+Kg) - | p=n]

(nach vVoraussetzung an n, und wegen (2.21}),
Jetzt erhdlt man:

(4.58) r [Klm(x,ﬁ(n))-xlm(x',lil(n))!r.gi(n) dn Jetzt ergibt sich fir » €A mit |p-n] 2 2-|x—x"[:
A 3
[p=n]=22+|x~x"]

(4.60) |K1m‘&‘“)'x)'K1m($(")'x')l

S 0Ty Pt [ (=800 | 72 v xt~fn) | ) an , i i ; 5
A SILICIEC P =x) < -X, > x|~
le=nlz2{x-x"| $ 3/ (4a) - LU ) =x) - (B(n) =) - <Un}=x,n(x) >+ [§(n)-x]
...i el .i el .<i —x',n( I)>"iL'I )-x" —5}

regen (-3 (2200 {U{n)=x*)  + (Uln)=x") - <ii(n)—x',n(x [Tfn [

. QE'KB'zz'r'““x'fr'I lo-n] 2% an < 3/ - {7 fxmx - (RO =x[ "4 [ - 1 - <) —xun(x) 5|
A
fa-njz2- [x-x"| r iy =x] v b em-x*|~3)
4, . B

(siehe (4.57))} -I<ﬁ(n)—x,n(x)>—<ﬁ(n}fx|’n(x.)>I}

$ 0, (o). [xx'|?F o
' -—
£ 9, ot (lx=xt[o=n| " [ <8 (n) —x,nx)>]
(mit 9, ,(r):= Q7Kg 22 Tizir. 2.r-2) 7). | |
, "'lp‘ﬂl_s‘1<&(n)-x.n(x)>-<1’:(n)_x-,n(x.bi} |
Man findet weiterhin Fiir n €A mit :p‘ni zzdx-x-f: {mit Q4r2== 3/(4«)-7.24, wegen (4.57})
(4.59) l(ﬁ(n)—x,n(x)>-<%(n)_x.’n(x.)>i 4 | -
i £9, 2.{]x—x-|.|p_n|' .KB.[ﬁ(n,_x| N
- [<x'—x,n(x)>+<u(n)_x|'n(x)_n(x,)>] .
-3 .

< KB-[x—xl!2+llji(n)—xf|-KB-]x—xvf (siehe (2.22), (2,23)) o=l 7Kg (gt [amn«|x=x"]}

(wegen (2.22) und (4.5%))
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r -x
, 3 S KgQy/ [g=n["" an (mit (2.16)}
S0, 4 lx-x[e]o-n|
’ [e-nl<3-|x-x"]
i = . 3 - -
{mit Q4’3- Q4'2 (KB+KB (KE+1)J, wegen (2.21)).
' )
< Q4,5{r)-[x—x d
Nun hat man
(mit Q, ¢(r)i= Kp-Q5-zn-3 T 2 (-re)™))
ML Ky, giT)e= Rgriiyen .
(4.61) s (R (GCn) 2=k (E(n),x")|"+B, (n) dn
A .
[p=nlz2-|x-x"| Zusammen haben wir folgende Abschatzung:
r r ~2r ) -
s Kg-Qy 3= [x-x'] s le—af " dn (a.63) 1 IR €, B0 ) =Ry (xS 8 (0)) | F+B; tn) an

[p-n|22-[x—x'

(mit (2.20) und (4.60)} 5 T 2

s Ix,_(z,&n)) |58, (n) an
zetnx') b m N

p-n|g2- | x-x"]
< Q4’4(r)-{x—x'['r+2

1

(mit Q, ,(r):= KB-QE 32 (2r=2)" ).

Sei z €{x%,x'}, sowie £ €{p,p'} mit z =4(t). Dann ist

(4.62) s |Kpp (2 )y T8, () an,

A
[p=nls2+[x-x*]

‘ %, (B v2) [ F-By (n) an
[p-n]s2+ |x-x"|
s KB-Qg-i lz-&(n) | 7F an

ip-nj£2~[x-—x'

{wegen (2,20) und (4.2}

+ f
A
fo-n}z2-|x-x"|

(mit (4.1)}

-r+2

A

0y, 6¢0) - |x=x]

IRy (e, li0n) ) =R (" =E(n) ) [ ToB, () dn

mit Q o(r)i= 4-Q (z) +@, ((r)).

Die letzte Ungleichung folgt mit (4.58) und (4.62). Mit einem
analogen SchluB erhdlt man aus (4.617) und (4.62):

(4.64) 5 |Kp (E(ny, 0=k, (B(n),x") [ T+By (n) dn
A

1—I+2

IIA

Q4’7(r)-|x—x'

(mit Q4,7(r):= 4-Q4’5(r) +Qq'4(r))-
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2. Fall: lx'+0(x-x')-8(n) 2ep/2 fUr o €[0,1], n €Tr B, . Dann

ist

20,9

{r)
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{mit Q4 9(r):= 2-Q§-2-Q](—r); wegen Lemma 4,1)
r .

-r+2

i
(4.65) [ 1Ky (U (n) =Ky (8 (n)) [ Fomy () an,

i .
I IR g (Bt 0 =Ky (Ga) %) | 4B, (1) an

s Q4’9(r)-(55/21r—2-lx-X'I

(nach Voraussetzung im 3. Fall)},

Man setze nun

2r

s Q3 [x—x" |- (egr2)” B an (mit (4.9))

S Qg gf0) xox' [T

(mit 0y g{r)i= Q3 (eg/2) 2 .k Vol (a))

ar-2 -x+2

i Q4 glr)-(qiam ) < x-x1|

3. Fall: |x-x'| ZeB/Z. Dann ist

(463 1 ) Getitn)) =& ) [FoBy () an,

! 1R (860030~ (i), xt) [ FeB, () dn

- Z'Qg' z 7 lz=bmy] TEm, () dn
z€{x,x'} A +

{wegen (4.1), (4.2))

T -r i
2.0,- % i lz=yl TEGty) da(y)
]
z€{x,x'} ag

{(siehe (2.18) und die Definition von Bi vor Lemma 2.1)

Q4(r):= kﬁ-max{Q4'6(r),Qq'T(r).Q4’8(r)-(diam ﬂ)zr-zf

2y, 0(x)+ (eg/2) 72}

Dann folgt die Behauptung des Lemmas aus (4.63)-(4.65') und

{2.19}.

Lemma 4.7: Sei p €(2,=). Dann gibt es Qs(p) >0, so daB fiir
3 €Lp(an)3, 135123, x €30 gile:

3
;o |Kij(x,y)[-|wj{y). daniy) < Qs(p)-ﬂwﬂp:

ag §=1

3

7o T IR tre e legty) | dRly) s Qgte) I .

ag §=1

Beweis: Sei $ Elp(aﬂ)S, x €346, 1 €{1,2,3}., Dann gilt:

3
B IKij(x,y)l-ij(y)l daa(y)

30 §=1
3
= ¥ f @

j=1 3@

2-[x-y]'1,[wj(y)' aa(y) (siche (4.2))
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. -y~ (1=1/p) 7} - 3
Q7 famy THTVRY D ag ey /e 2y
=1 p
s 05 (p) U

(mit Qc(p):= QZ-Q1(—(1_1/p)-1)1—1/P_3;

nach Lemma 4.1; beachte: —(T-1/p)_1 >-2),

Die zweite Ungleichung des Lemmas zeigt man analog

Aufgrund von Lemma 4.7 kénnen wiy folgende Definition treffen:

Definition 4.2: 29U p€E(2,=), T ELp(anJ3, X €30 sei

3
T@ (x)e= (-2.5 1 k. .

( r L
an 421 13 e¥)-usy) daty))

1£is3

?*(-‘j’,) (x)t= (-2.r g K..(y,x)-q} (y) dafy})
g §=1 W73 ¥ qgig3e

Satz 4.1: iy i 3 i
1: Sei y €¢®(an)”. Definiere die Punktion ﬁ(.,w}.:§‘+¢3
L CRL i

durch
. W(x,3), fall
W(x'$)1:= { falls xegq

2D @ -T@) (x)), falls x €3q,

Ferner sei die F i W v 3 3
ie unkplon W(x,w)a: IR™Q +T” erklirt durch

Rk oe {W(x.wl, falls x EIR3\5
a
(72) - (=T (x)=7(3) (x)), falls x €aq.

Dann ist W(.,w)i €Co(ﬁ)3

und W(.,u), ec®(mig 2,
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Bewels: Es ist klar: B(.,3) |0 €c®(m?, B(..7) | m¥*7 ec®(mm?

(siehe Lemma 4.2, I)).
Wir zeigen, daB filr x €30 gilt:

(4.66) Wiy, ¥) = (1/2)- (F(x)-T(P} (%)} fir y »x, y €a,
(4.67) Wiy, D) »(1/2) - (=30 -T(P) (x)) Fir y »x, y €IR~T,

und daB8 die Konvergenz in (4.66) und (4.67) gleichmdfig in
x €30 ist. Hieraus folygt die Behauptung des Lemmas.

Zum Beweis von (4.66}, (4.67) stellen wir zunichst fest, fiir
z €IR3\an, X E3R, 1 21 =3:

W, (2,3) +(1/2) T (=)

3
= T 7 (Kij(z,y)—Kij(x,y))fwj(y} daly) (siehe Lemma 4.2,III})
J=1 an
3
- _E r (Kij(z,y)—Kij(x.y))-(wj(y)-¢j(3)) dg (y)
j=1 aq
3
- s v, = r Q
+ j§1 mj(x) gﬂ (Klj(Z.y) Klj(x ¥} don(y)
3
= j§1 ﬁn_(Rij(z.y)-Kij(x,y))'(¢jty)-¢j(X)) an(y) +

(1/2)wi(x), falls z €9
3

0

+{
(—1/2)¢i(x), falls z ER

(nach Lemma 4.4).

Der Bewels von (4.66), (4.67) ist also gefilhrt, wenn man fiir

121, 23 zeigen kann:
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(4.68) gﬂ (Kij(z,y)-Kij(x,y))-(wj(y)-wj(x)) dgiy) - 0

. 3
fiir z =»x, z €IR"~20, gleichmdfiqg in x €34.

Seien also i,j €{1,2,3] festgehalten und sei ¢ € (0,). Es gibt
§, >0, so dap fiir y',y'" €50 mit e <8, gilt:

(4.69) |¢j(y)-¢j(y‘)| < s/(4-Q3), mit Qq aus Lemma 4.5.

Sei R >0 so grof, daB Ec:KR(o}. Die Abbildung

o e

{(z,%,¥) 3KR(0T-anxan: [Z-%] 2§,/2 s[%-F]1 3 (z,x,9)

» B2y - (o ly)-e s (xd) €ER

ist stetlg, also gleichmifig Stetig. Somit gibt es 52 >0, so dai

fir z €K {07, x,y €30 mit |z—y] 26,/2 s|x-y| und mit |x-zZ| <8,
gilt:

(4.70) |Kij(z,y)-(¢j(y7—¢j(x)) —Kij(x,y).(¢j(y)_¢j(x)3|

< &/ (2-Vol(3a)).

Jetzt ergibt sich fiir = GKR(O)\BQ, x €30 mit {x-z] <min{61/2,62}:

1 (R4 (2 7) =Ky O0w) - (05 (y) -4y (=) day) |

an
< K,.(z,y)-K,.(x,9)]-]¢,(¥)~¢.
r [R5 (2) =Ry s eyd [ Loy () =45 00 [ do(y)
|y=x| <8,
+ gg 1Kij(z,y)-Kij(x,y)[- ¢j(y)—¢j(x) da(y)

ly-xjz8,

=139~

s c/(4iQ3)-£9 [Kij(z.y)—Kij(x,y}l daly)
\.X—Yl'('sll

+ e/{2-Vol{an)) -/ any)
39
lx-yizs,

(wegen (4.69) und (4.70); beachte bei der Abschitzung des
zweiten Integrals, das filr y €92 mit |x-y| z8, gilt:

|z-y| z|x-y|=|2z~x| 28,=8,/2 =6,/2).

< e/(4:05) -7 (lKij(z'Y)|+IKij(x'y) ) da(y) + /2
9
s ¢ {wegen Lemma 4.5).

Weil ﬁc:KR(OJ, igt damit (4.68) gezeigt.

Lemma 4.8: Sei $ €C°(39)3, j €{1,2,3}. Dann gilt fOr x E3Q:

3
(4.71) 1 T @D ImANen,00.,9) (xmenix)) -y (x)
k=1 J

- (1/2)-(wjtx1+r*(¢)j(x)) fir « +0;
3 = - 3 -
(4.72) © T V(. 4} R ~38,Q(. )} (x+e-n(x)) <ny (%)
k=1
- (T/Z)-t-wj(x)+7*($)j(x)) flir € +0.

Die Konvergenz in (4.71) und (4.72) ist gleichmifig in x €30.
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Bemerkung: Fir « E(O,Eg], x ERNQ ist x-k-nix) €0,

x+k-n(x) EIR3\§; siehe (2.24).

Beweis: Sei F: anxaQX[-EB,€B] - IR definiert durch

rO, falls x =Y

3

Fix,y,e):= §— 3/{4m) £ (X+E‘n(x)—y)j-(x+e.n(x)—y)k

ks

-(x+e-n(x)—y)l-[x+e-n(x)—y|_5-(nk(x)—nk(y))-wl(y).

lfalls x *#y.

Ferner sel H: anx[-sB.EB] »IR erklirt durch

H{x,e):= [ F(x,¥,e} dai{y}.
an

Fiir x,y €30 mit x ¥, ¢ E[—EB,EB] gilt:

(4.73) |Fix,¥,e)| £ 27/(4m)-lx+e-n(x)—ylh2-[n{x}—n(y)i-1w|o
< 27/(4m)-KB-|x+E-n{x)—y|'2-{x—y[-lﬁ , {wegen (2.23))

-1
5 Ke|z-y|

{mit K=='27/(4"}°K3'6£2'1$[o’ wegen {2.25)).

Mit Lemma 4.1 folgt insbesondere, dap H{x,e} auch im Fall e =0

wohldefiniert ist. Man findet nun fir x €38, ¢ E[-sB,EB]\{O}:
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3
(4.74) = 7 (T D IR92,0(.,31) (xbeen(:) ) ong (x)
k=1 J

3
= f =3/{4m)+ I (x+e-n{x)-y)., (x+e-n{x)-y)
1= | k

an x,1=1
(xteen(0~y) - [rren(x)-y] 724 )y, () anly)

{siehe Lemma 4.2, III)})

H(x,e} +wj(x+g-n(x),$) (siehe Lemma 4.2, III)}

Man zelgt nun, daf H stetig, alsc gleichmiBig stetig ist. Aus
(4.74) und Satz 4.1 folgt dann: Die linke Seite in (4.71) und
{4.72) konvergiert fiir rx+0, gleichmdfig in x €30, mit Grenzwert

H(x,0) +(1/2)-(¢j(x)~r($)j(x)) im Fall von (4.71),
bzw,
H(x,0) +(1/2).(-wj(x)—r($1j(x)) im Fall von {4.72) (x €58).

Eine dhnliche Rechnung wie in (4.74) liefert aber:

H(x,0} —(1/2).T($)j(x) =,(1/2).T*($)j(x) (x €30).

Zusammen ergibt sich (4.71) und {4.72).

Zu zeigen bleibt damit die Stetigkeit von H. Wir geben dazu
y >0 vor. Sel dann

8§93= Y2'(3"('91("3/2”_2' nit Q,(=3/2) aus Lemma 4.1.
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Dann ist Ffiir x €38, € €[—EB,EB]: C

(1.75) f [F(x,y,e)| daly) s ;
an
IX'YIS‘S1
< Kot lx-y|~1 da(y) (siehe (4.73))
ap
|x-y]=s,
‘ -3/2
< kes}/ 2 |x-y|™/% aaty)
an
]X'Y|551

K.GQ/Z.Q1(-3/2) {nach Lemma 4.1)

1A

/3.
Flir %,y €32 mit [=x-y| 25,/4 und fitr ¢ €l-eg,e5] ist wegen {2.25):
“Ulx-y| 2 cg'-5,/4 >0
|x+e-n(x)-y| z eg -[xy| = =5 -3, f
Somit ist die Abbildung
Fil{i{x,y,¢) Esﬂxaﬂx[-es;sB]: ix-v| ;61/4}

gleichmifig stetig. Fs existiert also &, € (0,=), so dab

(4.76) |F(x,y,e}-Flz.y,0)| < v/(3-Vol(aq})

fir x,z,y €30 mit |x-v| 26,/4 s|z-y], |x-z] §,, sowie fiir

e,0 E[-¢ ,sn] mit |e-v! §62.

1]
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Jetzt ergibt sich fiir z,x €38, c,0 €[-eg,eg] mit [ x—z| 552A51/4,
IE"‘U‘ 24

2:

|H(x,c}-H(zZ,0)

[

(r + ) |Fix,y,e)-Flz,y,0c)| anly)
P Y
Ix~yl26,/2 [x-y|2¢,/2

s 7 [F(x,y,e)| drly) + 7 [F(z,v,0)] daiy)
an ag
|x-v|ss,/2 lz-yl=s,
+ 7 |Fix,y,e)-F(z,y,0}| daly)

31
|x-yl|z8,/2__

1A

2.y/3 % f v/{3-vol{an)) ac(y)
IR

|x-yiz6,/2

¥

(wegen (4.75) und (4.76)}; beachte, daR fir y €38 mit
| x~¥] 26./2 gilt:

lz=y| 2 |x-y|~|z=x| 28,/2-8,/4 =8,/4)

[
-
.
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§ 5. Ein kompakter Operator auf Lp(aﬂ)3

Lemma 5.1: Sei g € (1,) und » €(1,2) mit 1/g+r/2-1 >0. Betze
q:= (1/q+1/2—1)—1. Dann gibt es eine Konstante M1(1,q) >0, S0
dag fir i,j €{1,2,3} und fiir £ ELq(an) gilt:

(5.1) (; U Ry £ ] deyn T et ECIPENEWHR L P
ap sg 4 4

- e
(5.2) (aﬂ(gﬂ |Kij{y,x)|-|f(y)| antyn? dn(x)} /q My Oa) -l .

Das bedeutet insbesondere. dap fir i,j €{1,2,3}, f ELq(aﬂ} und
fiir fast alle x €230 die Integrale

;K. (x,y) Ely} daly).f K, . (y,x) E{v) aaly}
s 1Y ap 13

existieren.

Beweig: Es ist 2/(5-A) >q, wie aus der Bedingung 1/g+xf2-1 >0
folgt. Damit ergibt sich aus der Hardy-Litt1ewood—Sobolev—Un—
gleichung (siehe Satz 1.1), fur b ELq(IRZ):

(5.3 “62,—;\%"& € P1(2,Lq}'llhllq,

wobel G2 -1 in Satz 1.1 definiert wurde.
~ -

Sei nun i,j €{1,2,3}, £ €l (30). sei s €{1,...,k,} und £, die

2
triviale Fortsetzung von £ol auf IRZ. Das bedeutet: f(s) ELq(IR ).
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(5.4 U gyl = ¢/ [fott(n) |9 am /9 s E

Beachte die in § 2 eingefiihrten Abklrzungen: Auf der linken Seite

von {5.4) ist |i "q = 5 gemeint, auf der rechten: =10
q

q.IR q,8"

Es ergibt sich nun:

(5.5) 18 (0)-(/ [k ;@to), |12 ] a2y ? do
s

= 1+ ~
L 1%; 5 @), 8y [ foltm) [-a, () an DB (o) do

{wegen (2.18))

5 M'l,t“'q)'j_; (i |Kij(%(a),ﬁ(g))!.ifoﬁ(g)l 45193 go

(mit M{'q(l-q):= K;+q; wegen (2.20)}

s M1’2(Alq)'£ (i lg(d)"ﬁ(E)['—1-|fo‘sj_(£)[ dE)E{' do

(mit:M1'2(A.q):= M1,1(1,q).Qg; wegen (4.2))

s M1,2"“‘”‘1( ‘i lo—g] 1. £olite)] an¥ aq

{siche (2.16))

< Hy 0L ] O lo-g] 2| £ofr) | an)¥ ao

(mit M, 3(a,q):= M, 5{3,q) - (diam 4) (=1)4,

A

M, L {n,q) e/ —g[M q
1,300 IRZ(iRZ lo-gl” £,y () A)™ ds
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q 1 iehe {(5.3))
< M 3(A,q)-P1(2,h,q) -nf(s)nq (siehe
r

1

q
My eIl g

1

g, 5.4)).
{mit M1 q(k,q):= M, 3(A,q)-P1(2,A,q) : wegen | }
.
I

Y - / 1e 2.14)), also
ist A (s he (
Sei o €Tr B_., €dG~A Dann 1S o €

dio) EA;/4. Dies bedeutet:
1/4 S -
|B(er-yl| = min{dist(ht/ R EVZMEN I Tkl S974,1°

4 =) N (4. )
g B { ) lg mi H
wobei 51/ 1 >0 gemd 2 2 Es fo t t 4.2

-1 -1
|k;; @ledey) | # 0,-18t0) -yl S Qyr8q/g,9-

Dies fidhrt zu folgender Abschatzung:

Gl . antyn? as
{5.6) 7 Blo)- (S x5 (@ - 1£0 Y

A BQ\AS

57! E-I B_lo)- (S
@y 8470, "1 Ps Y

[£¢yy| an(y)? do

[

cm _Gag- LE] dg(yN
- '5 an

1

! 4, .vol(a))
(mit M1'5(1,q]:= (Q2-61/4,1) Kg-Vo (A)

(1-1/d, ;g9 am¥/

- (5 de)
< M1‘5(A.q) S 3a

-147-

aend
s My gOua) el

i = ; (1-1/9) /9, 4,
{mit M1'6(A,q).~ M1’5(A,q) (gﬂ ag) of;

mit Lemma 2.3).

Aus (5.5) und (5.6) folgt:

M S Bla)- (s [Ki.(ﬁ(o),y)|.|f(y) any) 3 ds
o A ;

In
aegd
s My 0@l

(mit M1’7(qu) szq-1.(M1,4(A.q)+m1'6(1,q)); beachte (4.13).

Hierbei war s beliebig aus {1,...,kg}. Mit (2.19) ergibt sich
nun:

0 lKi.(x.y)I-lf(y)| dﬂ{y))q dx)1/q
R an ]

s My O Rl

e
(mit My (R,q)z= (epoMy S(0,9) /4,

Damit ist Abschatzung (5.1) gezeigt. Zum Beweis von (5.2) geniigt

es, in den vorangehenden Abschidtzungen die Argumente von Ki' zZu
vertauschen,
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fus der Hlderungleichung und aus (5.1) ergibt sich Lemma 5.2: Fiir g € (1,=}, » €(1,2) mit 1/q+3/2 -1 > O gibt es
MZ(A'q) >0, M _Vr' €Lq(aﬂ)3 Eilt, mit E{‘:= (1/q+A/2-1)_1~
oI [Kij(x,y)l-lf(y}l da{y) de(x)

3 ap = v
SGa) 1Tl £ My 00 UL
g

< {f d9)1_1/q-M1(A,q)-Hqu < o,
IR IIT*(TI:)H-EI: g Mz(;.,q).||$|| )
q

Eine entsprechende Folgerung kann man aus (5.2) ziehen. Der Sei €(1,21
r
i ini — 41+ Jann gibt es
letzte Teil des Lemmas folgt nun aus dem Satz von Fubini. o Dann gibt es M3(r) >0, so das

ITE_AT* @ s Myt =130

In Definition 4.2 hatten wir TG, TH(3) £dr ¥ €L we?, fir ¢ €L_(aq)>
ag)~.

unter der Voraussetzung P €(2,=), definiert. Weil fir p € (1.2} r )

gilt: /p + (3/2y/2 -1 > 0, kénnen wir Lemma 5.1 heranziehen,

um T{P), T%($) auch im Fall p €{1,2] einzufiihren: Insbesondere gilt: T, TP el (39)3 fiir VeEL (39)3
' 5 L

3
Definiti .1: Sei 1,21, TEL ()7 i is:
efinition 5.1z Sei P €(1,2), ¥ p{ Q) Danpn_seien Beweis: Zu g € (1,), A €(1,2) E /g 12 =1 o ST

T, T* ($):eq >0 definiert durch
M, (x,q) :=2'.'v‘.QB.M1 tog).

3

23y (xyim (m2-0  E Ry () euglyd el 1 qeqg3r
& oo - N v , v ) peies pann folgt {(5.7) aus (4.1}, Lemma 2.3, 5.1.
- Den zweiten Teil des Lemm

as kann man 5 i :
y 3 aus {5.7) ableiten:
*(g) ()= (—z.gn j§1 Kij(y,x)-wj(y) anly)¥ i3’ Wegen r £2 ist 1/r+3/4-1 >0. Man setze
Ti= (1/r+3/4-171 = (1/-1/00 7

falls das auf der rechten Seite der jeweiligen pefinition exr-
scheinende Integral existiert, und T($) (x):= O bzwW. T{$1(x):=0 Dann ist T >r >1. Es ergibt sich fir ¥ €L (33)3-
7 — == Ly 4

sonst {(Nach Lemma 5.1 tritt der zweite Pall nur fiir ®x aus einer

Bullmenge in #0 auf). 3
||?(71:)]!r = (E IIT(?p’)_]SZ)T/z
j=1 ] r
3

s 3» s :
3 j§1 HT(¢)jHr (siehe (4.1))
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3
3. ¢ (F 4w
i=1 ag

1/r-1/T

2

-iiT(t!J)jH-; (da ¥ <1)

9. (f dn)1/r_1/r-ﬂ?($)ﬂ?
afi

Y

< M3(r)-H$ﬂr
(mit My ()= (7 am) EFagum, (372,005
a5
wegen (5.7), mit 2 =3/2, g=r).

3
Ebenso folgt fiir Tﬁ € Lr(am :

1T il s My (2 - UT0

Lemma 5.3: Sei p € (2,«). Dann gibt es M4(p) >0, so daB

.8 1T, AT, < b, () -3l

-q}/q -q)/q

fiir § € Lp(aﬂ)3, wobei gi= (‘l—1/p)-1j gesetzt wurde. Dies be-

deutet insbesondere:

7@, T eLp(an)3 fur §el tam’.

Fiir 3 eLp[an)3, s eLq(aﬂ)3 gilt:

(5.9) £ <T(8),%> da = 1 <3,T*({)> de;
30 3

(5.10) 7 <T*(3y,¢> an = 5 <, T(F)> an.
at EETS

=151~

Beweis: Sei § € Lp(asa)3. Fiir i €{1,2,3}, %x,x" €3a gilt:

(5.10) | T, ) -T(@), (x")

3
< 2- ¥ K. .{x,v}-K..{x', .| g an
351 91 Ry g0 yd Ry et y) - [oy () [ an(y)
- (IR, v K, . (=) | T anty)) V9
3=1 ag ] 13 ip

3
2.0, (P)1/q.|'x..xr! (z-q)/q -

WA

= l!wjllp {wegen (4.55))

A

- 2= . 1
M4’1(p)-ﬂ¢ﬂp-|xe'|( D/3 mie w, | (p):= 620, (p) /qy
Welter gilt fiir = €3, 1 =i £3:

3
(5.12) {T(y);(x)] = z-gﬂ j§1 IKij(x.y)l-ij(y)I daly)

< 2-Q5(p)-|lfla'||p (siche Temma 4.7).

Aus (5.11) und (5.12) folgt:

r d rd
1T (5oq) /q 5 Mg t) 171

(mit M, (p):= 3-M4'1(p) +6-Q:(p)).

Fiir ?*(ﬁs‘) gelten analoge Abschitzungen, wobei (4.56)} anstelle
von (4.55) anzuwenden ist.
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Definition 5.2: Seien p,g € (1,») mit 1/p+1/g=1. Sei
Tp: Lp(':m)3 --I.p(aﬂ)3 definiert durch TpF:z [T{fp'}], wobei

F ELp(aﬂ)B, 7 er.
Es ist fiir i,j €1{1,2,3}:
([T(3)] bezeichnet die zu T(¥) gehdrende Kquivalenzklasse;

siehe die Bezeichnungen, die im Anschluf an Lemma 2.2 einge-

5o [Kij(x,y)\-wicx) -le(yl da(y) da{x)

- a3 .
ap a@ fiihrt wurden)

. . 3 3 u
Weiterh T*: L _ (a0 L {30 erklirt durch
= f Q (P)'“w" i ¢.(X)| dﬁ(x) {siehe Lemma 4.7) __EM P q( ) . q( ) ——
a2 e 1
T6:= [T ()1, £dr 6 €Lq(aﬂ)3, 7 e6.

s Q5(p)-Vol(BQ)1-1/q-"¢jﬂp-"¢i"q < o,

Aus dieser Definition folgt sofort, daf fir r,r' €(1,=) mit
r<r' und fiir F ELr,(Bn)3 gilt: TrF =T1_.F.

Fiir p € (1,w) 1§Bt sich der duale Raum (Lp(an)3)' zu Lp(an)3 in

Aufgrund der vorangehenden Abschitzung kann man den Satz von Analogie zum dualen Raum von L_(2R) charakterisieren: Zu jedem 2
Fubini anwenden. Man erhilt: Funkticnal F €(Lp(an)3)' gibt es genau ein Element U aus Lq(an) '
3 T, mit g:= (1—1/p}*1, so daf

o0 5 Ko (xy)-vsly) del(y))-s, (x) an(x)
an i=1 ap §=1 i ' 3y Yoy F(V) = f <4, dn fir v ELP(as?,)3, deu, ¥ev.
3q
3 3
gg j£1{£n iE1 Kij{x’y)'¢i{x) dﬂ(x))-wj(y) da(y) Diegse Zuordnung definiert einen normtreuen Isomorphismus von
(Lp(aﬂ)3) * auf L (39.)‘3, aufgrund dessen zwischen diesen bei_den

. . Riumen nicht unterschieden werden muB. Diese Ergebnisse folgen
Wegen Kij =Kji (121,3=3) folgt hieraus (5.9). Die Giiltigkeit y

i haf .
von (5.10) zeigt man analog. leicht aus den entsprechenden Eigenschaften von Lp(an)

- 3 Satz 5.1: Plir p € {1,=) sind T und T* linear und kompakt.
Fiir r € (1,o), T EL.{80)” gilt also wegen Lemma 5.2 und 5.3: == == P ! — Pp— P e

T . T*(D) € Lr(39)3. Somit kann man folgende Definition vor-

Z i * T .
nehmens: Zu p €(71,w) ist .TP der duale Operator zu N
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A

¢ oam Mg g ke |-l ] aan® an

N
an 3n- aq iz

Beweis: Die Linearit#t von Tp,T; (p €(1,=)) ist klar. Sei p €(2,=),

1/4 -
£ (f am) -M1(3/2,2)-"ij2-"¢iH2 {wegen (5.1)) < @,

g:= (1—1/p)_1. Sel (F )} beschrinkte Folge in L (aﬂ) . Zun EIN 30

sei ' EF . Dann 1st {¢ ) eine beschrédnkte Folge in L (39)

Aus {5.8) folgt, das (?(¢ }) eine beschrinkte Folge in Nach dem Satz von Fubini und wegen Kl] 31 folgt, daB (5.9} und
(2 q)/q[aﬂ) ist. Nach dem Satz von Arzeld-Ascoli gibt es so- (5.10} auch fiir ¢,¢ aus Lz(ﬂﬂ) gelten. Dies bedeutet, dap TE

mit eine strenyg monoton wachsende Abbildung o:IN -IN, so daBi die duale Abbildung zu T2 ist, Zum Beweis der Kompaktheit von

(f(EG(n))) in c°(an)3 konvergiert. Inshesondere konvergiert T2 ist jetzt nur noch zu zeigen (siehe [W], Theorem 6.4¢)):

(?(ﬁu(n))) in Lp(an)3_ Das bedeutet aber, daB (TP(FU(H})} in T%oT, kompakt, wobei T%: L2(39)3 »Lz(ag)3 definiert ist durch

L (89}3 konvergiert. Damit ist gezeigt: Fir p €{2,») ist T Tg(F):= [imoT(imof)] fir F ELZ(BQ)B, £ EF. Hierbei bezeichnet

kompakt. Analog kann man aus (5.8) folgern, daB T; fir p €(1,2)

in: an-+Fgg diejenige Abbildung, die jeder Funktion F €F>  ihre

T ag
konjungiert komplexe Funktion ? zuordnet.(Fan wurde nach Lemma 2.2

T 1 . ~ ry -
Nach Lemma 5.2 gilt fir p € (1,2]: T ist stetig. Well T_ kom- eingefithrt.) Tj ist der zu T, adjungierte Operator im Hilbert

pakt und linear ist fir p €(2,=), gilt auch fiir p € (2,): Tp raum Lz(an)3 {siehe IWl, 8. 70, [¥l, 5. 196).

kompakt ist.

stetig. Fiir alle p € {1 m) 1st also der duale Operator T' zu T
auf dem ganzen Raum L (BQ) "definiert (siche [Y}, 5. 194). Aus

(5.10) im Fall p €{(1,2), sowie aus (5.11) im Fall p € (2,=) kann Sei also (F ) beschridnkte Folge in L (39) B (Fn) ist dann auch
man folgern: Filr p € {1,=)~{2} ist T* der duale Operator zu TP. beschrinkte Folqe in 54,3(39) We11 T‘]/3 kompakt ist, gibt es
Hieraus und aus der Kompaktheit von T_ im Fall p >2, bzw. von eine streng monoton wachsende Abbildung 1:IN =IN, so daB
3
p : £
T* im Fall 1 <p <2, ergibt sich nun (siehe [Y],\S. 282) : Fiir (T4/3F1(n)) ;n L4/3(aﬂ) konvergiert. Das bedeutet ‘TZFT(n)J

= * .
P eaers) sk Tp Eonpaishy Siir g E(1 2) ist Tp kompakt ist in L4/3(39)3 konvergent. Fiir m,n EIN 1st aber

Jetzt ist nur noch zu zeigen: T§ ist die duale Abbildung zu T2; -
T
T, ist kompakt. WEEAT,F, () ) =TEAT,F ) My

P T {m)

Fir 3.9 6L2{39)3, i, 3 €{1,2,3} ist aber = HT (T,F ),

t(n) T2 1 (m)

1A

M, (3/2,4/3)-IT.F -T_F I
5o 1R ) e () |- [e (x| daty) de(x) 2 27 t{n) "27c(m}74/3
30 30 J J 1

{gem#B (5.7), mit x =3/2, q=4/3).

N EN R I PR IR ET P AN TR

ag 2% Somit ist (TE(T,F )} konvergent in L,(3n)>. Das bedeutet:

t{n)
-ﬁgoTz ist kompakt.
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Lemma 5.4: Sei p €[0,1), B ecP(ag)>. Tst dann p €(1,=},
¥ ELp(aR)3 mit

(5.13) $+T($) = B oder F«+T*(3) = B,

so folgt: ﬁ ecp(an)3.
50 To.gt

Beweis: Wir beweisen die Behauptung zundchst fiir den Fall
p>2.

Sei p £(2,=), ¥ ELP(39)3, und es gelte (5.13). Aus Lemma 5.3 er-

nalt man:T(3),7* () €c®sa)>. weil auch B ec®(sa)”, haben wir
wegen {5.13): $ ECO{BQ)3. Dies wiederum bedeutet, daf Tel (39)3
ist fiir alle g € (1,»). Wir kdhnen erneut Lemma 5.3 anwendeg und
erhalten: T(¥),7*(3) ec® /T (30)3 fir alle r €(1,2). Hieraus
folgt: T(P,T+(¥) ec®ae)? fiir o €(0,1). pa b €c”(2a)?, ergibt
sich nun wegen {5.13): 3 ECD(BQ)3.

Bevor wir- den Eéll p €(1,2] behandeln, stellen wir zun#chst
fest:

Isei B €(1,21, X €(1,2) mit 1/B+3/2-1 >0. Sei § eLs(an)3,

(5-%4) Yund es gelte (5.13). Dann ist § €L (a%)”, mit

ri= {(1/5+%72-1)7 1.

‘Tatsfchlich ist nach Lemma 5.2:

- - o -,
ITEON L AT= ) s, (3,5) s

also: T(3),T%(3) ELr(an)3. weil B ec®(sn)° ch(an)3. folgt aus

(5.13): ¥ Eif(ag)3.

~157=

Sei nun p €{(1,2]1 und JeL (39)3 mit Eigenschaft (5.13). Dann
k&nnen wir n €I wihlen mit n/2 £1/p <(n+1)/2. Weiterhin halten
wir eine Zahl A €(1,2) fest mit

(5.15)} (n/2)(2-3) < 1/p < (n+1)-(2-2)/2.

SchlieBlich setzen wir fiir kX €{0,...,n}:

pe:= (1/p -k-(2-1/2)7",

Das bedeutet inshesondere: p, =pPr P <Pq <--. <Py

Fir k €{1,...,n} ist

Vpy, = 1/p - (k=1)-(2-3}/2 =1 +1/2

1/Pk-1 +x/2 ~1;

1/pk z 1/p -n{2-1)/2 >0,

Aus (5.14) folgt jetzt durch Induktion tber k €{1,...,n}:

$ €L (89)3. aus der zweiten Ungleichung in {5.15) kann man aber
n
falgern, daB Py »2/{2-1) ist. Das bedeutet insbesondere: P, »2,

Somit folgt aus dem ersten Teil des Bewelses: 3 Ecp(aﬂ)3.
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§ 6. Das homogene, lineare Stokesproblem im Innen— und

Aufenraum

Lemma 6.%1: Sei L EC‘I (IR3‘-{'O}): es gebe ¢ >0, so daB
=1 -2 . 3
|ntz)| sc-]2] |DkL(z)| <c: |z} fiir z €IR"~{0}.

Sei ¢ €C°(30), o« €(0,1). Dann igt die Funktiom

S: IR3 3% » f Li{x-y)-4{y) ay € C

1

aus C*(m>).

Insbesondere bedeutet dies: ¥(.,7) (-:C“(IRB)3 fur ¥ ECO(BH)B-

Beweis: Sei t €{1,...,%k }. Dann gilt fiir x,x’ emr’:

(6.1 |7 (Tx-f(n))-Lex"=E(m))-90b(n)-B (1) an
] :

< T ir L(z—ﬁ(n)_)-wﬁ(n)'Bt(n) dn|
z€{x,x'} A
|py (x)=n|s2- | x-x"|

+ 17 (L (x-(n) ) -L(x* =T (n)))
A
Ipt(x)-nIZZ-Ix—x'
~goli(n} B (n) dnl

(pt:IR3 -m? wurde vor Lemma 2.2 definiert)
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s = [4] -Kgre-s [z=G(n}[ ™" an
zE{x,x"] A
|py (x)=n]s2-|x-x"|

y D, L{x"+8 (x-x" ) ~§(n)) -

1

Q=
M w

A K
| py{x)=n|22: |x-x"]

~golitn) B (n) *(x-x)) de an]

(Beachte: EBt[ogKB; siehe (2.20))

s I¢!°-KBc-{ x

7 Ipt(z)-n[_1 dn
zE{x,x'} Ipt(x)-—nis2- |%-x"|

[« RSN
B

+ [x=x'] fx'+a (x-x'}-ﬁ(n) I_zdnda} ,

—

pt(x);"?zz'[x-x‘l

In der letzten Ungleichung wurde der erste Summand mit (2.17) ab-’
geschitzt., Mit {2.17) findet man auBerdem, fiir ¢ €{0,1], n €A
mit |p (x)-n] 22-|x-x'|:

[xt+8-(x-x")-%(m)| 2 [x—ﬁ(ﬂ)} ~fx-xr|
-4 [Pt(x)-nl -lx—x'| =z (1/2)-fpt(x)-nl.

Aus der Definition von P ersieht man:-
|py () -p (x| s [x-x'].

Daher gilt:



~160- -161~

[pt(z)—n[ £ 3-|x—x'| fiir z €{x,x'}, Damit ergibt sich aus den vorangehenden Abschitzungen, fiir
x,x" EKY+2(O) mit |x-x'| £1, und fir t E{l,...,kn}:
n em? mit ]pt(x}—nI < 2-fx-x"|.

. _' - _' . i . . et |
Tetzt folgt, daB die rechte Seite von (6.1) beschrinkt ist lg (L{x-%(n)}-L(x~(n))) - poti(n) -By (n) dn| & Ky:[x=x"|
durch -1
(mit K3:= K1-{'I+K2 +1n2 - {1-a) }}.
| -1 )
{(6.2) |¢[O-KB-<:--L T s ipt(z)-nl dn Mit (2.19) kann man folgern:
z€{x,x"} lpt(Z)-nlS3-|X-x'
= _ . P ST ' i
R #1py -nl 2 ank. (6.3) |800-8(x')] 5 kg oo | il s €K o (0) mat
A
lpy (x)-nf22.[x-x [x-x"| =1,
- 3
Fir x EIR”~ ist
Durch Integration erhalten wir als cbere Schranke von {6.2):
k
L £ t
(6.4} [Stx)| = T 7 {Lix-U(n))|-[soli(n)|-B {n) dn
KT'{I"'X'! +x-x"[ - 1a((|p, () |+aiam A)/(2]x-x'[])} t=1 A :
s ‘i =1
{mit Kyi= .|¢I°-KB-c-8'w): < x4.£ [x-ti(n}|~" aun (mit K := koec- || -Kp)
. —x'| x| -1 (+dia + —
s Ky flx-x'| +{x=x'| -In([p, (x) [+diam & +1) Filr x €m3~¢KT+1(o) gilt wegen T <X (0):
. — ] - — L]
+ In2 +|x-x'|-[1n]x-x'|]}. |X-E(n)l 21 Flr o €A.
Wir wdhlen v € (0,=), so daB ﬁcKT(O), und setzen Ist dagegen x 'EKY"'T(O)' so stellt man fest: pt(x)-m <

3

o K (0). Damit erhilt man aus (6.4), fiir x €IR":

tt+i+diam A

Ky:= sup{ln(ips(y)[ tdiam A +1) s 1585k, ¥ E-KY+2(O)}.

(6.5) [S(x} < K, -max{Vol(A)2-m-(y+T+diam &)} =:K..
Man beachte, daf aus der Integraldarstellung des Logarithmus

folgt: Insbesondere ist £ir x,x' €IR® mit |x-x'| 2 1:
1.t-1+{z

[1n tlg (1-a)” flir t €(0,11].
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, - : ) = - o 3 - L
(6.6) [ (x)-sx']| & Z'KS'IX“X'I- Dann gilt: Fir ¢ E(O,LB] ist Vc(.,lp) €C ()7, Q (.0 ec(n);
. , 3. N - 4
Zu betrachten ist noch der Fall, daB flir x,x' €TR- gilt: (6.8) —v-AV_(.,9) +9Q_(.,¥%} = 0, div V. Gap) = 0.
[ 51 wnd {x,x'} NIRK_,,(0) #¢.
[x-%"[ 51 umd {x,x y42 - Weiter hat man flir x €2, 1€{1,2,3} folgende Konvergenz:

Dann ist
(6.9) D7 0x,¥) +D,¥(x, ), 0_(x,¥) ~0(x,3) fir cio.
[x'+6+ (x-x*)-y| =21 flir 8 €[0,1}, y €an.
Schlieflich gilt:

Damit ergibt sich:
(6.10) ¥_(x,%) -¥(x,¥) (c+0} gleichmifig in x €3q.

(6.7) |stx)-g(x")]| =

1 3 ) Beweis: Nach (2;24), (2.25) gilt: yte-n(y) EIR3\5,
' S R . — . i ! .- T———
= [gg (-; kE‘I DkL(x +0 (x-x")-y) (Xk xk) ae-¢(y) dn(y)! ]z—y—s-n(y)I ze fiir z,y €30, ¢ E(O,EB]. Daraus folgt:
o . [z-y-e-n(y)| z¢ fiir z €0, y €3n, ¢ € (Ocegl.
< Kg»|x-x'| (mit K_:= 3-c-|¢] -/ dg)
6 & © an
wegen E;, €CT(IRN(0)) (15i54, 157 53) und wegen (1.10) er-
[+}
s K6'|xfx'| . gibt sich hieraus der erste Teil des Lemmas (bis (6.8)).
Aus (6.3) und {6.5)-{6.7) folgt die Behauptung. Q

Sei x €. Dann ist dist(x,IRB\R) >0. Nach {2.24) ist aber
y+e-nly) EIRB\n fir y €30, ¢ €[O,EBI. Also ist
Lemma 6.2: Sei § €c®(sm)>. Zu ¢ €(0,ep], x €7 setzt man

|x-y-e+nly) | 2 dist(x,IR~a) fir y €23q, « €10,cql.
Vo, De= (T 7 By (x=y=con(y)) oby (y) A0(y)), ;47
£ k=1 30 . ik k . J18is3 Semit sind die Funktionen
3 - - — -
QE(x.?!?)== ¥ S Bgdx-y-e-nly)) -y, (y) daly) 33y = By (x-y-e'nly)) €R
k=1 38 ’ S

30 3y - DkEij{x—y—e-n(y)) €EIR {153,k=3, 1514

{E., wurde in Lemma 1.7 definiert (1 £j =4, 15k £3}.)
" beschrénkt, gleichm&sig in « €[0,54]. Weil auperdem
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Eij(x-y-c-n(y)) - Eij(x—y)r

DkEij(x_y_g.n(y)} - DkEij(x-y) fir e+0

(1sj,ks3, 15124, y€an)

folgt jetzt (6.9) mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue.

Zum Beweisz von (6.10) sei i €{1,2,3} und y >0 vorgegeben.
Wihle & >0, so daB mit Py aus {1.13) gilt:

(6.11) 3-%X_.P 1

- -
3 Pge ey +1).|w]o-kn-2-w$ < y/2.

Die Abbildung

F:{(%,¥,%) eanxanx[0,egl: [¥X-F| 28} 3 (x,y,c) »

3
e - € IR
- ki] Eik(x y=e-nl(y)} -y, (¥)

ist gleichmifig stetig, denn wegen (2.25) weiB man:

[x-y-e-ni{y)| = EE-[x—y! z eg-8 fUr x,y €30 mit [x-y| 24,
[ E[Q,SB].
Somit gibt es §° E(O.EB], so dag fiir ¢ €[0,6'] und flir x,y €238
mit |x-y| =5 gilt:

(6.12) |Fix,y,e)=Fix,y,00] s y-(2-7 dm7 .

1]
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Jetzt folgt fiir x €30, ¢ € (0,58']:

lVei(X.$)-Vi(x,3}

‘ 3 K t t
_ t
k§1 t£1 i (Eik(x-u(n)—e-nou(n))—Eik{x—u(n)))-wkoE(n)
-Bt(n) dn
(mit (2.19)}
1 kg
X r ¥
k=1 t=1 x€{0,c}
t
i [Eik(x—E(n)we-nuu(n))I-[wkfo‘[Btlo dn
[P (x)-n]ss
3 kﬂ 1 3 [
+ X b - & :
Il EACME §(n)-c-nofi(n)) -
fpt(x)-nlzﬁ

- t
Eik(x-u(n)>)-wkoﬁrn)-Bt(n) an

k
5 r
£ 3KgPg-ty] - x b3 I
t=1 x€{Q,e} A
Ip;(x)-nlss

t
|?K‘1-lfl1)—|<-noE(ﬂ)|_'l dan

k
+

1Mo

IF(x,E(n),sr-F(x,E(n),o)l-Bt{n} an

I
=1 A
Ip

t(x)—nlaa

(Der erste Summand wurde mit (1.13) und (2.20) abgeschitzt)
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k
c 3er 3] (St : Ip, (x)-n]"" dn
By Py o B =1 A
[pt(x)—ﬂists
ka -1
+ T s y- (2.7 da(z)) B (n) dn
t=1 A an
[Py (x)-n|zé

(Beim ersten Summanden wurde (2.17) und (2.25) ausge-

nutzt; beim zweiten wurde mit (6.12) abgeschatzt)

11y, sk +2eme8 +
S 3-RgePe(ep +1) - {B] ke 207

k

8]
+ye(2e5 defz) ' I 7 B (n) dn
a0 t=1 A

<y (wegen (6,11) und (2.19}).

o 3 3 .
Lemma 6.3: Zu e €(0,eql, ¥ ec®(en)”, x €7~ sei

3
¥ (x,9) 1= (kE‘I gn By (=yten(y)) -4y () d(y))y 4 30
3
0% (x, )= - % I Eqk(x-y+e-n(y))'\l’.k(y) dan(y) .
k=1 3Q

= oo 3
Dann ist V:EL("M' o%t., %) ecT(m ~a) fUr e €(0.regl, 12123,

und

¥ (L, %)+ (., ) = o.
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Fitr x €XRONE, 1153 gilt:
DV, ) =0 ¥0x, By, 0 (x, ) »00x,¥) fir ce0.

Schlieflich hat man:

V0, 8) %2, 7)) (c40) gleichméBig in x €.

Es gibt L1 >0, und 2zu r € (1,m) eine Zahl La(r} >0, so daf

‘s‘icKL1(0), und so, daB flir r € (1,=), § €c%(ap)>, 1:1,1,k <3,

e €[0,e5) und x €1R> mit |x| 2L, gilt:

(6.13) [v5(x,B}|-[x], [Dkv;(x.i:’)l-lxl?, lo®(x, %1 |- |x|2,

3 N -
leDlV;fxfﬁ)l-IXI . IDkQE(x,w)I-le3

$ Lo (xMIT0_,

wobei wir ¥O(., = P, 0 [®3E, 0%, D= of., D) gesetzt

haben.

Beweis: Den ersten Teil des Lemmas (bis (6.13)) baweist man wie

Lemma 6.2.

Zum Beweis von {(6.13) wihlt man zunfchst L1 1 >0 mit ECRL
r
Weil

(t-L1’1-eB)/t = 1 flr t e,

gibt es L1'> L1'1+EB, so daf

1,1
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Y/t - 1/2 fir € -L,

Somit gilt:

{6.14) t—L,]',I—g;B t/2 fiir t "Ly h CKL1(O).
Jetzt findet man fir « €[O,LB], o EIR3 mit fx| *L1,
i,1,m€11,2,3), 3>, r € (1,0):
& rd 3
[DleVi(x,¢) = | L D)0 By (x=y=s on(y)) 4, ty) daly)
k=1 au
|
3 -3 ..
€ Pgr I f fxmymeen(y)| 7o ()] daty) (mit (1.13})
k=1 aq

3
P+ S (x[=lyl-e)7% % Lo, (v) | duty)
Ao k=1

3

< P (|x|-L
.5 1 k=1 ag

3
3. am VR 5

g PS-([x|/2)_
ag k=

1 ol

(Hier wurde {(6.14) angewandt. Die Abbildung |

wurde vor Lemma 2.3 definiert}.

7Y

o 3
L2‘1(r)-H¢Hr-\X[

(mit L. .{r):= P.-24-(f da) VT.q
2 5 a0 B

Entsprechende Abschitzungen gelten fiir D1

Dle(x,$), 0% (x,7) mit i,1,¢,%,9 wic oben.

—gg)'3- £ (5 dnr(yy V.

)
(7 e |7 aaty))
113 ’ ’

r

wegen Lemma 2.3).

Vi, Vi,

/r

Beweis: Aus Lemma 6.2, 6.3, 3.3 folgt filir ¢ € (0,¢
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Lemma 6.4: Sei ﬁ ECO(BH)3, p €{%,=). Dann gilt:

3
N - -3 2
(6.15) (v/2) §= é DV G, 92+D, v, (8] 37 dx

i, 1
3 -
S LD (172 (p, () ATHE () L (%)) V. (x,0) dalx),
ag i=1 + i o

und

3
(6.16) (vw/2): X
k=

I 0.V (x, D) +D. Ve (e, D12 @
i, 1 ]:Ra\._ ki g i’k i *
3 -
S0 E (/2 (=y, () HTH() . (%)) -V, (x,9) da(x),
a0 i=1 = . *

fiir £40.

gl:

3
(6.17) r hx
k

-> —!\ rd
. Tik(?st.,w).QE(.,w)j(x)-vei(x.¢)-nk(x) dn (x)

(v/2)+ (DY, (%, D140,V (x, 32 ax,

3
{ae, = .e. =\ €, >
(6.18) gn i’§=1 Tik\v Ce¥)2Q° () J 09 (5, ) oy (x) do(x)
= s g (v/2)- (D, VE (x,T)+D,vE (x, 7112 ax
RF 1,k=1 O )

(Tik wiurde in Lemma 3.2 definiert.)
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Sei i €{1,2,3}. Wir zeigen, daB

3
= -2
COETINCE T PR O £) LR
3 =y - 3 -»\
Er (T B w000, Jomen ) oy 0

-+ 0 fiir 40, gleichméBig in x €534q.

Beachtet man, daB Vs(x,$) +%(x,8) (e+0) gleichmidBig in x €38
(Lemma 6.2), so ergibt sich anschlieBend aus (6.19) und (4.71):

3

[ - =y -+
L Tyl Te (o002, (o) )V, (x,9) omy (x) de(x)
-1 (1/2)-(wi(x)+r*($)i(x))-vi(x,$) dax)  (e40).
LX)

Hieraus und aus (6.17} folgt (6.15). Der Beweis von (6.16) wver—
l&uft analog: Man zeigt, daB

: oo ( )
(o4 £ r-d
(6200 I Ty T (09,07 jio -0y (30

w

-z Tik(v(.,ﬁ)|IR3x§,Q(..$)!1R3\ﬁ)(x+e-n(x))-nk(x)

-+ 0 {£+0), gleichmidBig in x €3Q.
Dann wendet man (6.18) und (4.72) an,

Zu zeigen bleiben (6.19) und (6.20). Wir fithren nur den Beweis
(6.19) aus; fiir (6.20) gelten analcge Argumente.

) 3 .
Man bemerkt zunichst, daB fiir 1 £i,j,k €3, z €IR"~{0} gilt:

- . . . i = =3/(4. a2 2 T .!z
{ sjk Byt DjEkl +v DkEjl)(z) J(d-1) ]

172,
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wie im Beweis von Lemma 4.2, ITXI) erwdhnt. Damit ergibt sich fiir

die in (6.19) auftretende Differenz, mit ¢ 6(0,53], X €3Q¢:

3
{(6.21) ¥ 3/(4m)-£9 I(xi-yi—s-ni{y))-(xk—yk—e-nk(y))

'IX‘Y'E-n(y)|_5-<x—y—€-n(y),w(y)>-nk(x)

. (xi"s'ni(x)_tlf{xk—+°“E4¥++4]X'E'H(X)'Y|—5

-<x—e-n(x)-y.$(y)>-nk(x)} an(y).

Fir alle x €380, ¢ E(O,EB] ldAt sich der Betrag wvon (6.21) ab-

schiitzen durch

3
6.22 I - -
. X . . - .| 3 . -

s xmy=cen(y) |73

| <x-y=e-n(y),T(y)>
+ xi—e-ni(x)-yil-s-[n(x)-n(y)l°|<K‘Y-a-n(y);3(Y)>|'
i x=y=c-niy) | >
+ dxymerng ()-y, |- g meen (0 -y | el n () =n(y) Fy) >
| xey=eontyy |
+ xi-a-ni(x)—yi[-[xk-s-nk(x)-ykf‘]<X-E'n(X)—Yr3(Y)>i

[x—y—e-n(y)[_S-IX-z-n(x)-yi_sl} an(y)
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1= 2. l-5/2 . -3/2
£ 9. (4a) 1.|¢,|O.£ﬂ {3-5 “Kg Fg—g{ | x-v|

5
+ xmeen(m) -yl 3| 1x-entx) -y | >~ x-y=eon(y) |
.lx—s-n(x)-Yl_s'|x'y_€'n(y)[_5} daly)

(wegen (2.23), (2-25))

< K1_51/2 + Kz'gg !lx—s-n(x)—Y]‘[X'Y'E'“(Y)ll
4 4
(r |x—ern(x)-y| T [x-y-ern(y) |
=0

- -5
| x-eenxy -y 2 [xmymeonty) |7 day),

- -5/ _ .
{(mit K= 27« (4q) 1-['uf[o-KB- Fﬁ”“% Qq(=3/2)5

_1 -
Ky:= 9. (4ar) .1$[°; wegen Lemma 4.1)

4
< k-2 4 Ky T e« [n(x)-niy) [ -5 (| x-y|+e)
1 a0

-Ix-a-n(x)-yl-z-I:-:—y—e-n(x)I_5 dao (y)

-3/2
= K .51/2 + 51/2-K3-I | x-y|

- ag

daa{y}

-1) -1 L 2.23), (2.25))
(mit Kyr= K2-5'K3‘F§'1‘€B 134 wegen (2.23)

- H a 4.1}.
/2 (nit K := K, +K;0,(-3/2); wegen Lemn

£ K, e 4 1

Aus dieser Abschitzung folgt (6.18).
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Definition 6.1: Sei ACIR3. Dann erklidren wir die Funktionen

¢(1)""'¢(6} durch

s m¥ 3k » (8, ,8,.,6..) €ERD Fir 1 <k <3
Syt x k17 %27 %3 Ut T ERESER

3

;A : IR” 3x » (x,,0,-x,) €IRS
(4)' 3’ r 'I r

=2 3 3

¢(5}: IRY 3x - (xz,—x1,0) EIR™,

*A 3 3
(5) IR” 3x - (0,x3,—x2) €IR

Batz 6.1: Sei o' CIR3 Gebiet. Dann hat die Menge

- T,00y3, - . .
L:= {veEC (p")7: Dkvi+DiVk O fir 1 <4i,k £3}

. . . =n! >R : . .
die Dimension 6. Das Tupel (¢ (1)r=+- ] (6)} bildet eine Basis
von L.

1 B
Beweis: nia“),. "';?6) sind Funktionen aus L, und das Tupel

-0
(¢?1) Fean '¢(6J) ist linear unabhingig. Zu beweisen ist, das-

(;‘(z';)""'d'(ﬁ)) den Raum L aufspannt.

Sei also U €L. Sei i, €11,2,3} mit i +3. Es ist Dyu; = 0. Wir
zeigen zundchst, dag a/axj(Diuj) (x) fiir x €0' existiert und
gleich O ist. Bezeichne e fir k €{1,2,3} den k-ten Einheits-
vektor in IRB. Bs gilt fiir x €Q', h € IR~{0} mit I(l_L_(:':Tcﬂ':

(Diu:.| (x+h_ej)-Diuj (%)) /h

= llm{(u (xthre,+r-e, 30 oy {(x+h-e, ))/r
r-0 3

—(uj (x+3:-ei)--1-1j (X))/r}/h
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lim{( . {x+h-e +r. - -
L uJ(x ej+r ei) uj(x+h ej)h(uj[x+r-ei)~uj{x))/(h-r)}

- 1w I} ) ]
e 15 (Djuy (x+e-e +r ei)—Djuj(x+s-ej)) dg/(h.r)}

= O (wegen D.u,
g 594 O}.

Weil D.u. = =] 2 B
3 Djui, felgt, dap 3 laxju (%) fiir alle x €' exis-

tiert und gleich 0O lEt Dies gilt fiir 1 =1

¢Jd $3 mit i+ Wegen
D. i%j = 0 ist klar: " ’

3 /ax u; (x) existiert und ist gleich O
(1 2iz:3, x €0'). Wir haben also:

2 2
(6.23) » A = i i
/3x3ui(x) O flir x €9' uvnd fir alle i,j €{1,2,33.

Wir betrachten nun die Funktion uq. Fir u
de Uberlegungen,

r it ( .
Sei % £EQ e >0 m W X'C) <h Fir a b EW(X, e gllt wegen
’ 2 )

{6.24) Die Funktionen

[0,11 3t > b 5 (a1.a +t-(b ~a,) «bg) €L,

{0,113t = D,u {a1,az,a +t- (b -ay )Y ER

8ind konstant,

Beachtet man di i =
die Gleichung D.lu1 =0, so folgt fir X,y €EW(R,e):

u, gelten entsprechen-
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(6.25) uy(y) ~u,(x)
= gy} =u (x Y. Y,) Fu (X ay,.yg) —ug (g, x,.y,)

U R Ry ya) —u i)

—_

sy f - iy .-
> é 1031y (g e {yy ==y ) 1 ¥y, 3) - (¥ 7%4)
+ D u (X1,X +8- (YZ X )JY3)'(Y2-X2)

" D3u1(x1'x2'33+a.(y3—x2))-(y3—X3)} de

= Dyu, (X, ,%,,¥5)* (¥,~X,) + Dyu, (%) - (yy-x4)

{wegen (6.24)),
Aus (6.25) folgt:

(6.26) Dyu,(a,a,,by) = (uy {b)-u, (a))/(by-ay)
- s Q) .
fir a,b €W(k,ec} mit a, *bz, aq =b3.
Nun findet man fiir y EW(%,E/4):

(6.27) Dyu (y) =D, (y1,§ +e/2,y4) (wegen (6.24))
Q
(u1(Y)—u1(y1.32+€/2,y3))/(y2 %, e/2)
(wegen {6.26), mit b=y, a=(y,,R,+e/2,v,)).
Fiir alle y €W(%,:/4) ist aber [y2—§2-5/2| 2e/4. Somit erhdlt man

aus {6.27), dap D2u1|W(§,s/4) ec' w(8,e/4)). Weil hierbei % be-

liebig aus ' war, folgt: D2u1 ECT(Q'). Ebenso zeigt man:
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1 = 4 . . T me Zu-
D3u1 EC (G'). Wegen D1u1 O ist chnehin klar: D1u1 eEC (a'). Zu

sammen: u, Ecz(n‘).

Sei wiederum % €a' und & >0 mit w(%,c) <n'. rur y €w(¥,e) ist

dann
o Qo
D2u1(x1,x2,y3)

o q _ [} o
- D2u1(x1,x2,y3) Dzu1(x) +D2u1(x)

1

e g o Lt O 2
> éD3D2“1(x1'x2'§3+3'(3’3 R3))de- (yy=%;) +Dyu, (X)
y 2,8, 8. 40 (v.-R.))de- (v,-%R,) +D,u, (B)
= I DRy (RqrXpr®yt0e (¥g™hy ¥47X3} +Dyuy

D,D,u, (21,32,23)-@3—%3) +D,u, (%) (wegen (6.24)).

Damit erhilt man aus (6.25), fir y €w(®,e):

u {y) = D,Du, (8- (y5=R) - (v,-8,) + Dyu (R (v, %)
+ Dyuy (R) - vy +uy ().
Es giht also ao(g,s), az(g,z), a3(§,s), a23(§,s) €r, so dap fiir
Yy €W(g.5) gilt:
a, () = a (2,¢) +a, (%0 y, +a (R,e)yg +
+ a2'3(§,e)-y2-y3.

1
Ist auch % €np', & >0 mit W(;,G) cq’, und gilt W(%,e) NW(x,6) 3,

so ist
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a (,0) = a_(%,8),

o . 1
- ...,aza(x,s) = a23(x,6)

(Koeffizientenvergleich).

Da &' zusammenhingend ist, folgt nun: Es gibt 8 185s85,3,, AUS
T mit

= . . iy i1 '
u1(y) = a, +a2 Yoy +a3 Y3 +a23 Yy ¥y fiir v €n".

Ebensc findet man bo,b1,b b ET mit

37713

= . - - 3 il 1
u,(y) = b +bi-y, +ba-ys +biqey, -y, fir y €2,

sowie co,CT,cz,c12 ET mit
= o 0} F B -
Uyly) = ey vy oY, ¥y, ly €a%)
Wegen D.lu3 = -D3u1, ist

N - I 1
c, +c.r2-y2 =-ag —ay4¥, fiir v €0’,

Daraus ergibt sich: c1 = -a3. c.‘..’2 = —a23.
Aus D1u2 = -D2u1 folgt analcg: b1 = -a,, b13 = —a,q, sowlie aus
D2u3 = —D3u2: c2 = -b3, c12 B -b13.

Daraug erhdlt man: c
yEN':

=b =a,4 =0. Zusammen hat man dann fir

ugly) = a_ta,y, +ag-vq,
uply) = by -ay-yy +byevyy
43y} = e, -ag-y, ~byeyy.
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Somit gilt:

Es ist also u EL.

Lemma 6.5: Die Funktiocnen 3??),..'., %2) sind linear unabhidngig

{im C~Vektorraum aller Funktionen von 3¢ in C7).

Beweis: Seien Yyree-1¥g ET mit

¥ = = o.

r

™Mo

1 T ¢ (r)
s
Das bedeutet fiir die Komponente v, von v:

v.l(x) = vy tYy %y tygrEy T 0 fir x €238,

3 =
so daB also 3nc{x €R": v, +~(4-x3+75-x2 = 0}.

Sei angenommen: Yg 40, Man kann dann % €0 wihlen mit

: Q
Y1 +Y4-§3 +15-x2 ¥ 0.
Wegen v +0 hat die Abbildung

IR 3t » vq +y4-93 +yg ot €T

- o .
nur eine Nullstelle. Somit muf fir alle ® EIxz,m) oder fiir alle

t E (—w,%zl gelten:

1, +Y4.§3 +y ot * O.
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Die Abbildung

f:IR 3t » (%1,t,g3) er

hat also folgende Eigenschaften: f stetig, f(gzl €5,
f([gz,ﬁ:)) nan = ¢ oder f((—w,gzl) nNs = ¢. Das bedeutet:
f([%z,w)) o oder f((—ora,gz]) cf. Die Mengen f((-—m,%z]),
f([gz,eo)) sind aber unbeschrénkt, weshalb auch @ un-

beschriankt sein mifte - ein Widerspruch! Es ist also Yg ~ 0.
Analcog zeigt man: Tg = 0. Wegen vy = O muf somit auch Yq < o]
gelten. Mit entsprechenden Argumenten kxann man aus der Glei-
chung v, = vy = 0 folgern, daB auch Yy 7 ¥y ™ 0 ist.

Lemma 6.6z

1) sei 7 ec®(an)> mit

3
2 =
ko (Dj_vek(x'_vr) +DkVEi(Xr_vr)) dx - 0 flir £40.
i,k=1 ¢ =
Dann ist

Di(vk(.,i?)m) +Dk(vi(..?u')ln) “ O fiir i,k =1,2,3.
I1) Sei § €c%(em’ mit

£ b E b d 2 -
3\5 (Divk(x,w)wkvi(x,w}) dx -+ O £ilir e+0.

Dann gilt
F., D =0 0., HIR>A = 0;

es gibt k, €T mit al.,¢))a = k,.

1
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e I
Wir zeigen zundchst i). Sei also ¢ wie 1n 1) gegeben,

Beweis: :
v »0Q. Wegen (6.9) und dem Ronvergenzsatz von

und sei y €IR,
Lebesgue gilt:

3 = = 2
(DiVEk(-.¢)+DkVEi(-;w)) Ay dx
i k=1

Lol

= 2 tir ev0.
(Divk(_,¢)+DkVi(.,¢)) Ay dx £ir e

aufgrund der voraussetzung in I) erhilt man daraus:

2 _

’ (D.vk(..%mkvi(-rﬁ” ay dx = 0.
1

Q

Somit ist

- 2 s
(ni(vk(..i?){m+DktV-1(-:¢)Iﬂ” Ay = 0.

Weil y beliebig aus (0,=) war, folgt I).

Sei nun 7 gegeben wig in TII). Man notiert fr v >0

3 . = -2
i) z (DiV]E{(--W)+DkV§_(-'w)) AY'XR () dx
mIF i.k=1
3 -+ -,y 2 . a: {40} .
> f T (Divk(-llp)"'nkvi("‘p)} AY XK (0) * £

IR3“-§ i,k=1

Mit Argumenten wie im Beweis von 1) folgt hieraus:

g D m3~a) = o fir 151,k 3.
D, (Vi L DR R +Dy (v (D) IR
T $)EIR3\9 ist somit Losung des Gleichungssystems
ay

3.—
. 12i,k 23) auf IR ~0-
DD Uy o r
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Farvreya wg.s Q pawne -
Nach Satz 6.7 ist also V(.,$}]IR3\§ eine Linearkombination der
IR 3\ﬁ IR 3\§
Funktionen ¢(1) ""'¢(6) . Andererseits wissen wir aus

Lemma 6.3, daf ?(.,$) fiir grofe x abfdllt. Da die Funktionen
4m3\§ —»IRB\ﬁ .

1) ""'¢(G) dieses Verhalten nicht zeigen, muB also gel-
ten: V{.,$)11R3\ﬁ = 0. GemiB Lemma 6.7 ist V{.,J) stetig auf =3
Somit gilt: V(.,})]92 = 0. Jetzt erhilt man aus (6.15):

3

T 7 DV . {x,3)4D.V _(x,0))2 dx - O £ir e+0.
A k' ei i ek
i k=1 aq

Daraus und aus I) folgt:
ni(vk(.,a')lm +Dk(vi(.,\_p’)|n) - 0 fir i,k =1,2,3.
Somit ist v(.,ﬁ)lﬂ Ltisung des Gleichungssystems

Dkui +Diuk =0 (1t si,k£3) auf Q.

Man wendet nun wiederum Satz 6.1 an und erhdlt, daB ?(.,W)ln
eine Linearkombination der Funktionen $?1),...,3?6) ist. Andergr-

seits wissen wir, dak ¥(.,7)|% stetig ist, mit ¥({.,¥)|sp =0,
Aufgrund der Eigenschaften wvon 3%1),...,3?6) kann damit ?(.,$)[n

nur die Nullfunktion sein. Insgesamt haben wir also: V(.,J} =0
tiberall in IR3. Rus der ersten Differentialgleichung in Lerma
4.2, IT) folgt:

D,0(.,¥) = 0 fiir 151 53.
Daher gibt es ki,ka €C mit

3

Q{x, ) =k, fur x €a, 0lx,$) =k, fiir x €R™\T.

Weil Q(.,§) fUr groBe Werte von x abfillt {siche (6.13)), musB
damit Q(.,?)[IRB\H die Nullfunktion sein. o
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3 € - € =2
TS5 (Dkvi‘(x,ap)+nivk(x.w}) dx - 0 filr «+0.
Lemma 6.7: Sei P €({1,»). Dann ist i,k=1 ROA
1 222

3 ) 21, )
(a0) 7z F-TEF -0} = {k-[3): k E&) Daraus erh&lt man nach Lemma 6.6, TI): ¥(..9) = 0; es gibt k, €T

mit 0(. . 9|6 =k;. Fir 1,m €{1,2,3}, x €0 ist deshalb

{F €Ly s (1-1/p)

G RN, B () = — Ky
Beweis: Es ist
Beweiss
3 . . . .
2 eco(aﬂ)3 e L _1(39) R gomit hat man fiir x €ag, 1= 23, mit Ty - aus Lemma 3.2:
(1-1/p}
: : Fo. D ImN0,00., ) (x-een(x)) -n_(x) > -k;-n)(x)
Fir 3 €41,2,3} und fir fast alle x €3a ist m£1 Tim! (.0} 0,00.,9)) (x-e-nlx))-n (x) = —k; DX
filr e+0.

T*(B)j(x)
5 Jetzt folgt mit (4.71):
= 3/(2m)-J (Y-'X-)'<Y—x,ﬁ(y)>-<y—x,ﬁ(x)>-Iy—xl as{y}
ag 7 J -ki-nl(x) = (1/2)-(¢1(x)+T*($)1(x)) fiir x €30, 151 s3.
[siehe pefinition 4.2, 5.1)
Wir haben damit:

3
2. © nk(x)-g9 Kjk(x,y) da(y)

k=1 kgIR1 = (/2R(FHTHUTIN < [

- pn.(x) (siehe Lemma £.4% . wobei die zweite Gleichheit wegin [$] =F und wegen der Auswahl
3 von F gilt. Somit gilt: F €{k+[n): k €C}.
Es folgt mit pefinition 5.2

[ﬁ]—T*([El) - 0; Im Folgenden benttigen wir einige Elemente der Riesz-Schauder-
P Theorie (Fredholmsche Alternative in Banachriumen). Diese Ele-
alsc: mente fassen wir in folgendem Satz zusammen:
o) € {FEL - (am) s F—T;‘)(F) =0l.
(1-1/p) Satz 6.2: Sei (B, 1) ein Banachraum, T:B -+B ein linearer, kom-

pakter Operator. Sei B' der Dualraum zu B, T':B' »B' der zu T

3 i _mkF = 0. Nach Lemma 5.4
(am)” mit F TPF duale Operator. Setze

sei umgekehrt F ELl/(1—1/p) . .
daB I €c®(ap)° ist. Da P-TH(w) - 0,

kann man ﬁ €F so wihlen,
Bl L x-TxX = te= f: y=T'y =01},
folgt aus (6.16): tx €8s x_Tx =01, N . ——
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pDann gilt folgende Alternative:

1) Entweder ist N ={0}, N' ={0}. Dann gibt es zu jedem f €3

genau ein x €B mit xIx =£, upd zu jedem g €B' genau ein
y €B' mit y-T'y =9.

oder es ist N #{0}, N' ={0Ol. Dann ist dim N = dim N* < =,
ibt zu £ €B genau dann ein Element x €B mit x-Tx~=£,

und es g
wenn y(f} =0 fir alle v €B'.

1)

Im Fall II) gilt auBerdem:

Es gibt eine %Zahl L3(T) >0, so daB

{6.28) inf{llx+zll: z €N} = L3(T)-"x—TxH fiir x €B.

chen I) und II)} ist ein standard-

Beweis: Die Alternative zwis
283-285.

ergebnis; siehe etwa [¥], S

Wir betrachten nun den Fall, dap Aussage II) zutrifft.
wird der Quotien-

N ist abgeschlossener Unterraum von B. Somit
s Norm die Abbildung

tenraum B/N zu einem Banachraum, wenn man al
[[ 11z B/N3F infillxli: x €F} € [O,=).

verwendet (siehe (Y], 5. 59). Die Abbildung L:B =B, lx:= x=Tx
= {Lx: x EB}. Wie aus der linearen Algebra

ist linear. Sei R
indem

kann man elne abbildung T: B/N =R} definieren,

bekannt,
% ein beliebiges Element

man fir F €R/N setzt: T(r) =Lx, wobei
Bekanntllch ist T ein vektorraumlsomorphlsmus.
Wir wollen zeigen, das

aus F ist. Ins—-

besondere ist T~' definiert und linear.

T_1 stetig ist.
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Nach [¥ . i
; B[ ],hS 283 ist R; abgeschlossener Unterraum von B, also
ein Banachraum. Sei i
(xn) Folge in RL' x ERL, F EB/N mit R X,

-1
T (xn) +F {now). Sei y €F. %Zu n £ IN wihle man z ET_1(x }. We-
n

en T_1(x ) »F i
g L) 2F (nowe) gilt:
inf{"Zn-y+uH: o ENY » O (noe).

Man kann also eine Folge (an) in N wihlen, so dap llz_-y+a |l -0
n n

n ; d iRt:
{n-xo) as heiBt: z te, ¥ {n==), Da L stetig, haben wir:
L(z +a } =Ly (n-o=). Es ist aber L(z *a, ) =L(z ) =x, fiir n €IN

;oTlt gilt wegen X X (n+w): x =Ly =TF. Daraus folot: T 1x =F
ist also ein abgeschlossener Operator. Mit dem Satz vom ab-
geschlossenen Graphen folgt: T—1 ist stetig. Es muf also L_{T) >0

geben, so dag ’

-1
(6.29 ||T 'x|] < Ly(T)-llxl fiir x €R;.

Ist.dann ¥y €B, s0 ist Ly = y-Ty ERL und T_1(Ly) = {y+z: 2z €N}
Somit folgt (6.28) aus (6.29). .
o]

Lemma 6.8: Sei a €C%{a)° mit

(EORE Ay, Rly)> dafy) = o.

- -
Dann gibt es § €c(am > mit (1/2).(3-T(H)) = 3
Beweis: Sei p €(1,»). GemdR Lemma 6.7 wird der Unterraum

{F €L (3933: F-T¥F =
(1-1/py7" pF =9}

A ) 3
(1-1/p) " )7 von [n] erzeugt. Nach Satz 5.1 ist T_ kom-
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pakter Operator auf LP(BH)B, und T; igt der zu T_ duale Opera-

tor. Jetzt folgt aus Satz 6.1, II): Eg gibt G ELp(Bﬂ) nit
G-T G = 2[3a]. Weil 3 stetig ist, existiert nach Lerma 5.4 eine
Funktion 3 €6 mit 3 €C°(3)°. Dies vedeutet: 3-T(¥) = 2.3.

Nun kdnnen wir eine L&sung des
angeben:
. > o 3 .
Satz 6.3: Sei a €C (3n)” mit
I <Ay a(y)> daly) = 0.
aq

pann gibt es 7 €c°(an)” mit & = (1/2) - (3-T(@ -

Flir eine solche Funktion 3 gilt, mit_der Abklrzung ﬁ’=ﬁ("$)i

(siehe Satz 4.1}, w:i= m(..9) | a:
— 3
T ect@?, e ec”@?, @ ec™m?,

—veA(@])+Vr = 0, div(dla) =0, dlsn =B.

Beweis: Lemma 4.2, I), II); Batz 4.1, Lemma 6.8.

Lemma 6.9: Sei U ec®am? mit (.. P -0, ol H[mE -0,

Q(., P la =k, fir ein k, €T, und P - 0.

pann_ist § =0.

Innenraumproblems zum Stokessystem
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Beweis: Aufgrund der Vdraussetzungen an $ gilt:

3
= 3
LT TG D Tm™e0,0(.,9)) (xk-n () -0y () -
= ~k;-n;ix) (&40},
3 - - 3
k§1 Tpy (VO3 [IR700,00.,¥) ) (x4ren(x}) eny (x) > 0 (x40},

fiir x €32, 1351 £3. Jetzt folgt aus Lemma 4.8: $ =-k,-B. Nach
Lemma 6.7 und Definition 5.2 bedeutet dies: $—?*($) =0

der Voraussetzung U+7*(3) =0 folgt: ¥ =0.

Lemma 6.10: Es gibt 3(1}""'$(e) E n
pE(Q,1)

c®(20)’, s0 das

das Tupel ([$(1)],...,[$(6)]) eine Basis des Unterraums

{F €L _, 6 % P13 (F) =0}
(1-1/p) L
von L _1(39)3 bildeti
{(1-1/p) L

sei 3 ec®an)’ mit

£g<w(k)(y),3(y)> da(y) = 0 fiir | sk 56,

Dann gibt es 3 600(39)3 mit

2= -(1/2)- (3+T (TN .

Fiir die in Definition 6.7 eingefithrten Funktionen $??),...,

gilt:

Wegen

g
{6}
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: 3
- ) . . {6.32) dim{G €L (30) 7: P+T*y =01}
Das_Tupel (r¢a($)1,....[3?‘6")]) bildet eine Basis von (‘I—‘Ilp)_1 WFTEY
: . 3
{G ELp(anla: G +TPG = 0}, fiir p €(1,«). « dim{F €Lp(an) : F+TPF =0} = 6,

Wir zeigen nun, dad auch die umgekehrte Ungleichung gilt, Dazu
Beweis: Man rechnet leicht nach, daB nehmen wir an, es gebe 7 linear unabhingige Elemente G

3
G aus L _q(00)” mit €
(N (1-1/p) " (k)

Nach Lemma 5.4 gibt es Tp'(k) EGk mit i:(k) ec°(am3, sc daB

(137 &
_ +T*(G,, ) = O fiir 1 sk s7.
R k
-“°A¢?k) = g, div $?k) =0, Tlm(3?k).0) = 0, pok)

fiir 1 <k <6, 1<1,m<3. Damit folgt aus Satz 3.1:

3 +T* - <k <
Q x - 5 s Y. (500 n d . 1] k (w ) 0 {12k <sT).
(¢(k))r( ) .;Q 1, 1 I_mr(x V) (¢(k))l(Y) m(y) a2y} (k) (k)

. Damit ergibt sich aus (6.15) und Lemma 6.6, I):
und daraus nach Definition 4.1:

. D (V {., . 2]|8) +D (V. (.,9,,,0l8) =0 ftir 1 c1,m=3, T sk 7.
(¢?er(m = Wrbhg?ﬁﬂ, fir 1 srs3, 15k <6, x €8. 1 W leripgy | L7 )| , ,
Nun erh#ilt man aus Satz 4.1, fiir x €93q, 1 2k £6: Wegen Satz 6.1 muf es also 11,...,17 €T geben mit (A1,...,17) +0
und
lin o ) = (/2)- G, TEE M . .
y-+X,YEQ 51 lk'v’("q’(k))iﬂ . 0.
Weil aber ]
Setze $i= I xk-ﬁ(k). Dann ist 3 €C°(20)> und
lim Py = 2% (x €an), k=1
(k) (k}
¥y, yEf ;
Vi.,0 = = a3,
folgt: ket X !
- - i
(6.31) 0 = (1/2)- (Bl +TFL)), fur 12k s6. so dag also V(.,§)[9 =0. Wegen Lemma 6.1 bedeutet dies:

(., %130 =0. (6.16) liefert nun:

. : o s >0 3
Sei p €(1,»). Wegen (6,31) sind die Kquivalenzklassen [¢(1)]: ; ( & - E D )2
N " . Z L DV (x,y)+D.V (x,¢ dx - O flir =40.
an : - _
"'[3{6)] nicht-triviale L&sungen der Gleichung O = F+TPF' i, k=1 IR3\ K1 YR VR

Aufgrund von Lemma 6.5 sind diese L&sungen linear unabhidngig.

Mit satz 6.2 folgt: Damit hat man wegen Lemma 6.6, IL}: V{.,¢) =0, Q(.,$)|m3\§=o,

Q(-,$)|ﬂ =ki fiir ein k; €C. Nach Auswahl der ﬁ(k) gilt aber auch:

-'E(k)"'?*(ﬁ(k)' = 0 (1 <k £7). Damit besagt Lemma 6.9: § =0. Nach
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Annahme waren aber [3{1) | [Tp'(?_)] linear unabhingig. Weil {6.33) IWi (.80 -1x|, |Dkwi(x,a) [ -] x| 2| |D1Dkwi(x'3) [-]x] 3'
7
31 = = Nt ], hat man deshalb: A, = ... = Ay = O.
k=1 KO ! ! Imx, 8- 1x), [Dkn(.,$)|-|x|2
Widerspruch!

s Lg(r) -l ¢llr.

Jetzt ist also gezeigt:

(32)>: G+T*G = o} - 6.

dim{G €L -1
(1=-1/p) P Bewels: Wir gehen dhnlich vor wie im Beweis von Lemma 6.3, Zu-—
nichst wihlen wir L, , >0, so da Q =K, (0). Es gibt
N 4.1
Nach Lemma 5.4 gibt es zu G €L —1“””3 mit G+T;G 0 eine L. »>L vil, so daf
(1-1/p} 4 4,1
Funktion 'é €G mit ?j € n c?{an) .Damit ist die erste Be-
p€{O, 1) (6.34) t-L z t/2 fiir t €ImR, t 2L

4,1 4°

hauptung des Lemmas bewiesen.

Seien 1,3,k,1 €1,2,3}, r €(%,=), § €c°(30)>. Dann gilt:

Der Operator szLP(an)3 -»Lp(an.)3 ist kompakt, und T; ist der zu
D, D.W, (x,3) ]

TP duale Operator. Sei nun 2 wie im Lemma gegeben. Dann erh#dlt | K1y X

man aus Satz 5.2, II): Es gibt F eLp(ag)3 mit [-2-3] = F+T F.

A

3
-4

- f x- - I . dq siehe (4.7
Da nach Lemma 5.4 eine Funktion ¢ EF nc°(asz)3 existiert, folgt Q2 an H. ¥l 3=1 H’,‘](y)l rr ( ( 3

die zweite Behauptung des Lemmas.

3
£ 0,07 (lx]-n, ) L5 el aaty)
Wie oben bewiesen, gilt statt der Ungleichung in (6.32) sogar 30 i 4=1 b
die Gleichheit. Andererseits wurde gezeigt, daf das Tupel 3
4 -4
(38 | | %2 1} linear uhabhingig igt in (F €L (39)3: Q,-2 x|z 5 |eL(yd] anly) (wegen (6.34))
(n (6} . P j=1 3@ ]
F+T F =0}, Somit folgt die dritte Behauptung des Lermas. o
P : 3
£ L5 1(1‘)-[){!—4- (r I¢-lr dn)1/r
’ j=1 3 7
Lemma 6,11: Es gibt L, »0, und zu r € (1,») eine Zahl L.(r) >0 _
4 ’ ’ _’—._3 5 3' (mit L5 T(r):= Qz' B-(j' d9)1 1/1’)
so dag 7 €K, (0}, und so da8 fir r €(1,}, § ec®()”’, x €m ! g
4
mit [x] 2L,. sowie fUr i,k,1 €{1,2,3} gilt: i 3-Lg 1(r)-QB '|x[—4-||3||r (mit Lemma 2.3).
r

Fir die {ibrigen Terme auf der linken Seite von (6.33) gelten
analoge Abschitzungen. Beachtet man noch, daB fiir x EIR3 mit
| =] 2L, gilt: |x[ « 1, so erhdlt man (6.33).
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Aus dem Beweis von Lemma 6.11 ersieht man, daB die Funktionen Beweis: Zum Beweis der ersten Aussage des Lemmas geben wir
R(.,H), 1(.,9) und ihre Ableitungen mit einem Exponenten ab- Yqreeer¥g €L vor, so daB

fallen, der um 1 gr#Ber ist als in (6.33) angegeben. Aber es

wird sich herausstellen, daf ein Abfall stirker als der von N o
£y S <\7‘(x,¢(m)},¢(k) (x)> da(x) = O fir 1 £k 56.

¥(.,. 9, 0(.,3) (siehe (6.13)) nicht zum Tragen kommt. Wir haben m=1 an
deshalb in (6.33) Exponenten gewihlt, die denen in (6.13) ent-
sprechen. §
P Setzt man J:= I v %, .. so ist § €c(an) 3,
=1 & {m)
. . < -
Im Weiteren seien Funktiomnen $(1)""'¢(6) nach Lemma 6.10 fest ro<Hx, ),V () > dailx) = O,
gewshlt. ag
- - .
und nach Auswahl von *(1)""'¢(6) gilt:
Lemma 6.12: Sei
_ . . P+ = o,
-
M:= (f <v(xr‘p(m)}r$(k) (x)> dx)15k,m§6.
3] also:
pann ist diese Matrix M regulir. Setze fiir § €c°(am)” (1/2) « (=3+T*(T)) = =T
-1 .
c(BYi= M - (f <B(Y}’E(k)(y)> dg(y))1§k$6' Nun kann man aus (6.16) folgern:

gk

3

2
Dann gilt fir 1 sk 56, B €c(an)>; I 7, _ (D viix, 014DV (x,§))° ax » 0 fir e40.
Dann gilt fiir S T k'L 1k

6
6.35) 5 <(B(x) - £ coB)_-¥(x 11,9, (x)> dr(x) = O.
( ! g — m '$(m) (k) Lemmz 6.6, II) und Lemma 6.9 liefern jetzt: ¥ =0. Weil

- -
v= z Yk'w(k} und $(1)""'3(6) linear unabhingig, erhilt man
Zu r €(1,=) gibt es L (r) >0, so das k=1 7.

die Gleichung Yo = =vg =0. Also ist M reguldr.
(6.36) |c_(B)| < Lg(x)-IBl_ fir B ec®(am?, 1smss.

Zum Beweig der zweiten Behauptung des Lemmas geben wir
o
B €c®(3a2)” vor und stellen dann fest:

E —
(£ﬂ< (X)'¢(k)(x)> da{x))

1:x56 = Mo
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Fir k €{1,....6} ist also

2 =
gﬂ <b(x),$(k)(x)> da(x) =

™M

& cm(b).:g9 <v(x,$(m)),¢(k) (x)> 4R (x),

woraus (6.35) folgt.

3
schlieslich notieren wir fir r € {1,=), b €co(ea)”, me{1,...,6}:

| e, (B $-

1 — -
o) s <b(x),w(n)(x)> aq{«)

1 g

Mo

n

128
[

3
< f b, an(x)
6rt 4=y 3p 7t
3

-1
(mit L, ,:= max I (|(M ), [+ max [¢, .1 1)
6:17 12156 n=1 In' qg3g3 (MIie

1/r

1A
o
H

3
r ( |b.lT am
=] 20 J

=1
it (D)= L. -0 asy) TV
(mit L plr)i= bg, g7 0, T

< Ls(r)-llﬁllr

i = 3. B . 2.3).
{mit LG(r). 3 L6,2(r) QB' wegen Lemma )

Der folgende Satz gibt eine Existenzaussage zum puBenraum-

problem des linearen Stokes-Systems.
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satz 6.4: Zu B € c®(3n)> gibt es 7 € c®on) > mit

o

(6.37) B - I caBY-T,T ) = (=172 (BT (@)

{c{B) stammt aus Temma 6.12; die Funktionen 7
vor Lemma 6.12 fixiert.).

Fiir Funktionen 3,3 €c°(anj3 setzen wir

BB = R D+ r e B-T.3 3
a(¢,b)i= (-,:1s)a+m§T Cp(BY -V ¥ ) | TR0

ep B0, ¥ iR,

(-

rﬁ(s) wurden

-
{ﬁ(.,¢)a wurde in Satz 4.1 definiert, ansonsten siehe Definition

4.1.}

T o 3
Fir b,¢ €C {38)" mit Eigenschaft (6.37) gilt:

23,8 ec°(m3\b3;
d{¢,B1|an = B;
23,8 |R’R3NE ec™(m3m 3

-

’ Tf(gr-l;) Ecw(mg\ﬁ):'
~v-A(B(F,B) | BT +vn(3,B) = 0

H

=

aivi{i(3,B) | m~E = o.

Sel L7:= L4VL1, und zu r € {1,x} sei

6
La(r):= Ls(r) +L2(r)-L6(r)- T
m=

-
1Ilw(m]llr,

[ Q

mit L1,L2{r} aus Lemma 6.3, L4,L5(r) aus Lemma 6.11, Ls(r) aus

Lemma 6,712,
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Dann ist § <K (0), und fir r €(1,%), x €TR" mit |x| 2L,

7
i1,%,1€{1,2,3}, B,2 ec®(am)” gelten foigen-
de Abschidtzungen:

(6.38) |u, (§,B) ()| -[x[, La/3x,u, (3,8 x) [ - x| 2,
|92 /ax, 0% uy (0,) (@) [ x|,
(3.8 (0 [+ x] 2, [Dkw(g,_ﬁ)(xﬂ-lx!s

- =
= Ls(r)-(llcpll r+IIbIII).

Beweis: Sei B £¢C(28)°. Gem&B (6.35) gilt fir 1 sk s6:

6
* = =
gn <B{x) —m; cm(b)-v’(x,a’(m)),a’(k) (x)> da(x) = O.

Bine Funktion 3 €c°(32)° mit Eigenschaft (6.37) existiert also
nach Lemma 6.10. Die iibrigen Behauptungen des Satzes folgen nun
aus Lemma 4.2, I), I1); Satz 4.1, Lemma 6.1, sowie aus (6.13),
{(6.33) und (6.36).
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§ 7. Abschdtzungen im Wz'p(ﬂ)

Lemma 7.1: Sei N €M, r € (1,), v ew 'T(mY), ¢ em". riir fast

alle x €IR" existiert dann das Integral

N
z

[ RS

Ck-DkV(x+9-§) ae

k=1

und igt gleich vix+e) —-v(x).

Beweis: Nach (FJK], 5.5.9 gibt es eine Folge (@ ) in C:(IRN) mit
||q;m--vll,I r -0 (nwe). Es ist flr n €IN:
r

1 W

roz ,v{x+8e) =D, L v
JIrRN(O L ]Dlv(x 8+ 5} =Dy (x+0-1) [ci[ de}  dx
% 1N
s s (rant .y (£ |p,vixte-g)-D, N r
w ¢ LGE, [Dyvixte-1)-D @ (xve-c} |- |z, )T do ax
s Nt g ]’ P (D, vix+e.r)-D,p_(x+e-7) 1T dx de
. . | - -2yl
i=1om" ! i
(mit (4.1))
N
r-1 r T
o elz|t- s o IDyviv)-Dg (y3]T dy
i=1 IRN i i™n
N
R r _ T
N | E IIDiv Ditunllr < o,

Weil "Div-Diwn"r =0 (pn-oe) fiir i €{1,...,N}, folgt:

1 N
NFJ'lE

I .g)- . . r
. o= (Div(x+a c) Diu)n(x+6 ) zs dsi% dx —« 0 flir n »=.
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@il auBerdem

Foovixy—e (x)|T ax, 5 |vix+e)—w_(x+5) [T dx - O (now),
IRN n IRN n

erhdlt man

1 N
! {v(x+g) =vix) -f I D,vixto-g)-z, da -
=Y 0i=1 * i
1 N I
- ¢ (x+z) +@ (x) +f I D,p {(x+9-g}.c, de| dx - O (n s},
n n 0 =1 in i

Fiir alle n €N, x EIR ist aber

1 N
(pn(x+;) -tpn(xJ - E Dicpn(x+a-;)-:i de = Q.
0 i=1
Somit gilt:
1 h =
g lvlxrg) —v(x) -7 = Dyvix+e-T)-iy de|” dx = 0.
IRN . i

0 i=1
Hieraus folgt die Behauptung.

Lemma 7.2: Sei r € (1,%), v €U’ "F(a), 1 €{1,2}, 0 <y, <v, mit

¥ hi
Y1+Y2 <], EEA 1. Dann gilt filr fast alle p €4 2:

Div(p+B-E)-£i de.

WM

1
vip+E) —vip) = [
o

i=1

Yaty
Beweis: Sei ¢ Ecz(Iﬁz) so gewdhlt, daB g]A | 2 = 1, Tr ¢ cA,

2 ;
und sei w die triviale Fortsetzung wvon v-f auf IR™. Dann ist

W €w1'r(IR2J , und die schwache Ableitung D.,w von w ist gegeben

1
durch
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Dlw{x} ] Dlv{x)-a(x) +v(x)-ch(x) fir x €4,

Dlw{x) 0 songt. Nach Lemma 7.1 gilt fir fast alle o EIRZ:
12
(7.1) wip) -w(p+E) I £ Dywlp+6-£)-£, da.
1 1
0 1=1
Y2 T
Fir p €A ist p+& €A , 50 daB

wip) = vip), wip+g) = vip+i),

nlw(p+e-g)=nlv(p+e-z} fiir ¢ €[0,1].

somit folgt aus {7.1} die Behauptung.

Lemma 7.3: Sei r € {1,x). Dann gibt es R.I {r) >0, so daB Fiir

1,r . .
P EW () gilt: LB.Q.

ror 1w(x)—m(y)lr-!x—y|'3/2'r
an g

ag(x) daly)

r
£ R, (r)-Hel 1,c°

Beweis: Sei v €W 'T(30). Dann gilt fir t €11, uu k)

-3/2-r

t
-2 La7als /e looli(n)- wty) |7+ 1§t -y| aa(y)) B, (n) dn

73275, (6) o)

- £1/4(£5/15 {ooli(n)-pofi(p) | T+ [Hin)-F(p)
'Bt(n) dn

{wegen (2.18)]
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5/2+r £ £ r (=3/2-
< Kg .£1/4 };5/16 leotitn) =poli(p) [F-|p-n| >/27T

dp dn

(wegen (2.20), (2.21))

5/2+4r t t T =3/2-r
s K -7 I lpal{p-£)~pou(p) | *-|z| de dp
B A5/16 A1/4+p
5/2+r t - -
= KB/ '£5/1s 19/16 loolito-2) -wali(p) [*- 2] "3/2°T a¢ ap
1 2
_ 5/2+r t r
=K - i [f = D (pot)(p-8-£)-8, do]
B a3/16 p9/16 10 701 1
_IEI—B/Z-I de dp
(nach Lemma 7.2)
2 1
-3/2
$ Ry L(x)- £ 75 J |l
1,1 10 a3/16

'£5/16 EDl(“’OE)(DH-EHr dp de de

(mit Ry ,(r):= &2/ 27715 yegen (4.1))
i R1r1(r)°1§1 i Lapre 161772
"I5 e Ib, (wolh) (o) |¥ au ac ao
A +6-F
2 -3/2 t r
s R, 1(:)-151(A9/16 | £] dg)-i Dy twpod) (o) |7 do

<

<

Setzt man

R

1,3
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2 eI o
R,]'Z(r)-li1 HDl(wou)Hr
(mit R, ,(r):= R, {r)4-7 (diam a%/16)1/2,
1,2 1,1
thr
R1’2(r)-ﬂmouﬂ1'r.
= min{dist(ﬂl/4,an/ﬁg/16): 154 sk 1,

so ist R1 3 >0 (siehe (2.12)}, und es gilt fiir t E{?,...,kn}:

(7.3)

¢
A

Il

A

w

t -3/2-
fat 5iqe leolitn) —ety) [T+ 180 -y| 2T an(y)) B, (n) dn
A0~
t
-3/2-r t r
R P ) [potd{n}-wly) | an{y))«B,_{n} dn
1,3 A1/4 an\Ai/16 B¢
=3/2-r _1r-1 t r r
R 2ty B {n)-(r (worai(n) [T +]wly) [ T)
1,2 A1/4 7t a“\“i/16
da(y)} dn
{mit (4.1}))
RIZTT (o [ Frlew) [T) anty) et
' IR ae
{mit (2.19))
R, ,try-f Jelf ag
1,4 -
. _ p=3/2-r _r .
(mit R1’4{r).— R1’3 -2 J o dQ)

an
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£ R 4{r)-Q§-HmH§ {wegen Lemma 2.3).

1,

Nun erhdlt man:

-3/2-x

ro7 e -elyy | T x-y| da{x) daly)

an an

k

2}
S £yt leolitni-ety) [Te By -y 32T
=1 A 30

{wegen (2.19) und {2,14)}
kﬁ
s E

r T r
. (R1'2(r)°"m"1‘r +R1'4(r)-QB-Her)

1

(wegen (7.2}, (7.3))

A

r
R1(r)-HmH1'r

(mit Ry(r):= koo (R ,(x)+R, ,{r)-Qp))-

Lemma 7.4: Sei r € (1,). Dann gibt es Rz(r} >0, so daB fiir

Tec®an)®, i€{1,2,3) gilt:

for IT@-T@) 5 ey 2T angx) aety)
2

ag 3

- T
£ Ry (ry-lell,

mit T(d) aus Definition 4,2,

dﬂ(y))'Bt(n} dn
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Beweis: Zur Abklirzung setzen wir

et min{{1-1/1)/2,1/(8r)}, r':= {1-1/r) \.

sei 7 ec®(sm)?, 1 €{1,2,3}. Dann ist fir x,y €aq:

(7.0 | T, 0-T@) [T

=1,

3

< 3 1/r=-e+1/r"+e

M w

S K. . =K, .
) (an | 1j(X.n) 13(Ym)

SENCHIN-HENE

{mit (4.1))

=1, 1-err_

A
wd
I M

1 {r Ixggem=xgwm]

s.{n)|T aa(n)
ag il

3

. _ T+e-x* r/r'l
(;n |Kij(x.n) Kij(y.n}I as(n)) i

3
i 1-g-r
£ Ryl

; lKij(x,n)—Kij(y.n)]

J
1 90

RN an(n) - [x-y| ¥

{mit Rz,l(r)== 3r‘1-Q4(1+gAr'); nach Lemma 4.6;

beachte: 1+e-r' <2 nach Voraussetzung an ).
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Jetzt findet man: £ R, 4D ¥ ||¢.||;-sup {f |y-€|_2+2.g'r
. =1 1T rean lagn
ForoIT@ 0 -T@ ) | B ix-y| TV aa(xy daty —Zec r-3/2
0 AR i i Y ¥ -0 | x-yl an(x)) das(y) +
ag
—eer-5/2 w0 lxmgTHEET (0 xey | T2 T2 00 dﬂ(x)}
S Ry g (m)er 1 |z-y| "¢ . a8 30
' g 3a
3 (mit R (r):= R {r)-Qr; nach Lemma 2.3)
tx 7 [Ki.(x,z)-xi.(y,z)|1‘€'r. 2,1 2,2 B
i=1 sa 7 J
.[¢j(z)|r de(z)) de(x) da(y) < R2r4(r)-H$H§-sup I 15_2!-2+2.g.r da{z)
£€3R 38
{mit (7.4)) (mit R

2’4(r}:= R2’3(r)-6-Q1(-2-s-r—3/2); nach Lemma 4.1;

beachte: =-2:&-r-3/2 > -2}

3
i R, 1(r)- b2 {sup I |x—y]_s'r_5/2
' j=1 ‘g€sa 38 an
-
- R .
.]Kij(x,g)»Kij(y,e—;)]‘E T ag(xy dsiy) s Ry (ed-llelly
(mit R,{r):= R (r)«Q,{-2+2er); wegen Lemma 4.1),
o5 estzy T dﬂ(z}} 2 24 1
ag
3 r =2.e-r=3/2 % ech 3
< Rz z(r)_( T |¢'-|r)'sup T ]X‘YI Lemma 7.5: Sei p €(0,1), ¢ €C”(an)”, 1i €{1,2,3},
' 3=1 7 £E€3Q 30 3g : te{l . kol
-([x-g[_2+2'e'r vly_€[—2+2-s-:) aa(x) da(y) Zu je{1,2,3}, 1 €{1,2}, n €8 existiert das Integral
- N 1-9']’.“ . , 7.5 L ; _ t
(mit RZ,Z(r)' RZ'.](r) Q, ; wegen (4.3); mit I¢j!‘r ¢ ) ';n a/anl(xij(u(n},y)) wjty) dajou(n)) datfy).

wie vor Lemma 2.3 definiert). . . i > 1
Weiterhin ist T(¢)ioﬁ €C (A), und flir 1 €{1,2}, n €A ist
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Dl(T(g)ioE)(n)

3

£ 1 a/any Ky (B )y (o () -a 0 (n)) dacy).
j=1 38 J J J
J
Beweis: Wir setzen e_:= (1,0), e, := (0,1). Sei K cIR2 offen

1 2
mit K cA. Sei 1 €{1,2}. Es gibt §, >0, so daB fiir h €l-6_.5,1,

n €K gilt: n+h-e1 €A,

Fir n €K, h E[—GO,GOE\{O} ist

(7.6} (T(B?)ioﬁ(mh-el) —T(&’)ioﬁ(n)) /h

«n s ; (K, . (S(nthee,),v) =K, . (G0 ,y) ) -6, (7)) da(y)
ag 3=1 11 SRS & ' 3

= h_1- g I (X (E(n+h-e }.¥v)=K (E(n) ¥y
j=1 3g 13 ! 13

(a4 () =4 0li(n)) anty),
wobeil die zweite Gleichung mit Lemma 4.4 folgt.

Sei n €K, h El—ao,so]\{o} und r 6{1,...,k9} festgehalten. Wir

schreiben zur Abklirzung xh:= E(n+h-el), X:i= &(n). Dann ist
{(7.7) |pr(xh)-pr(x)| s [xh-x| < KB-[hl (siehe (2.21}).
Es folgt fiir ¢ €4 mit [pr(x)-—o[ £ 2-KB-1h]:

(7.8) Ipr(xﬁ)—cl < lpr(x)—cl +|pr(x)—Pr(Xh) 4 3-KB-|h|.
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Nun findet man:

-1 3
(7.9) |h” - E

3 (K, 4 (0 800)) %, S 1, B0))

I
14
!pr(x)—U[SZ-KB-IhJ

r
-(¢jOU(d)—¢j(x))-Br(c) dﬂl

£ I ha |h
=1 z€{xh,x}

-1-'f
[p,{x)-o[$2-Kg-|h|

{IKij(z.E(a)ﬁ'-J¢jo£(a)—¢j(z)1 +

[xij(xh,E{a))l-l¢j(xh)-¢j(x)[}-3r(0) dg

-1

$K1-|hJ' . b3 I
zE{xh,x} A
|pr(x)—c|52-KB~[h|
{|z—ﬁ(a)|_1+ar+lxh-£(u)|_1-[xh-x|“} de

(mit K= 3-Q2-[7¢?|a-x3; wegen (4.2) und (2.20))

s K -ih|_1- z If

! ZE{xh,x] 1A
[pr(z)—0|£3-KB-Ih[

=-T+a
|p,.(z)-0]

+ Ki-|h| % s Ipr(xh)—u]_1 du}

A
|p, (%) -o]3-Kg- I h]

(wegen (7.7), (7.8), (2.17))

dag
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3Ky |0} 3-Rg-|h]
< K1v4m-{h[_11f s% ds + K%-|h|a-f ds} Als niichstes stellen wir fest: Pir o €A mit [pr(x)~g| gz-KB-gh|
o und fiir e €[0,1] ist
. o 3 e dor. -1. . 1+a ; 1+o
5 Ky- [h] (mit K o= K o dm{(14a) (3-Kg) +3-Kg 1. (7.11) |E(n+e-h-el)—5(c)'
z [x-%(o)] —|E{n+a-h-el)—x|
Weiter gilt:
z (/26ix-h(o)| + (1/20]x-Bto}| -Kg-e-in]  (wegen (2.21))
3
(7.10) j£1 i z (172 x-T(e)
[pr(x)-c|52-KBc|hl ‘
> (1/2P|pr(x)—c| {(wegen (2.17))
r r
la/an, (R, . (x,0(0)))(¢.ob(a)=¢_.{x}}-B_(o)| do
17 3 3 * z Kg-|n| > o.
< K3"r |x—5(c) I-2+a do Insbesondere ist somit fiir T £j €3, ¢ €A mit
A ]pr(x)—c[ 22~K3-|hl die Funktion
lp, (x)-0]82-Kg-|h|
. [0,1] 36 > (Ki.(.,E(c))oﬁ)(n+eAh-el) €1R
(mit K,:= 3-Q,-|4%| Ky mit (2.20) und (4.4))} ] .
3 2 a B
stetig differenzierbar, mit der l-ten partiellen Ableitung
= Kye! b, tx)-0] % o (wegen (2.17)) D (K (., B(0) )0l Jn+erhee ) b (151 52
A r 1 lj -y g Le] } n 1 Y.
|pr(x)-u|§2-KB-|h|
Man findet nun:
h|®  (mit K,:= K, 2.7 “1(2-k) %) (7.12) l g
£ K4-| mi gi= Ky2emea B . - x

7
1A

|p, (x)-0]22-Kg- ]
Aus (7.10) folgt insbesondere, daB das Integral in (7.5) exi-

stiert, 1

0 (k5 Ox 80D K S e, Be))) = 3/0n) (R B0 )))

.(¢joﬁto)—¢j(x)1fsr(e) do
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™MW

< |¢[a'KB'j ; i
|p{x)-alz2-Kg- [n]

1
r £y
|é {Dl(Kij(. o)) Ou}(n+e-h-el) -

- D fkij(.,ﬁ(c))oﬁ}tn)} dal-[ﬁ(oJ—X[“ do

1t

(mit (2.20) und dem Mittelwertsatz; beachte die

Abklirzungen X =E(n+h-el), x=G(m)

1 t
I [u(n+9-h-e1)—x|

w

K

o]

-J
3
|pr(x)—UIgZ-KE-IhE

(& nre-hee)-Bior |73 viz=G(a) ™ - [Bie)-x]* a8 do

(mit Kg:= |$|u-KB-Q2; wegen (4.5))

-3+a

do

< K |h|«|x=%(o) |

-r
6 A
|p, (x)=0|22-Kg- |B]

(mit Kg:= KS'KB-23: wegen (2.21) und wegen (7.11),

big zur dritten Ungleichung gelesen)

Koo |h[-r lp, (x)=0} > a0 (wegen (2.17))
A

A

Ip, (x)-o|22-Kg- |hj

- -1+
< Kg-|h|®  (mit Kgi= Kge2m- (1-a) 1 ®y .

8 6 -(2-KB)
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aus (7.9), (7.10} und (7.12) folgt mit K := K, +K, +K_:

9= FptRgTRg

3 .
I i ‘-(xij(E(n+h-el),ﬁ(u)}—xijtﬁ(n),ﬁ(a)))

- a/an) (KB, @) ) 1 (4ol @) =0 o)) -8 (o) do

< }{Q.Jh{'I

Jetzt folgt fiir n €K, h €[—60,60]\{O]:

(7133 [0 (T@) olitn+h-e ) -T(@) ol )

3 .
= I 7 a/eng (R ),y e () —peli(n)) daty) ]
=1 am 3 ]
.
9 3
f,=1 t t r \
s = b3 h k. h-e.), b -K, . ,
I [j=1 i 1 \ 1j(u(n+ e;) ula)) lJ(u(n) t(a)))

a/anl(Kij(E(n),ﬁ(o)))}-(¢j05(o)-¢jo&(n)}-sr(u) do|

(wegen (7.6) und (2.19))
Ee kg-Kg-lhIa (wegen {7.13)).

Das bedeutet zundchst einmal, daB fiir n €K die Ableitung
a/anl(T($)ioE)(n) existiert und gleich dem Integral in (7.5) ist.

Aus (7.13) folgt auBerdem, daf der Differenzenguotient
(T{zlioﬁ(n+h-el) —T(K)ioﬁtn))/h gleichmiBiq in n €K konvergiert

fir h -0, Weil T{g)i ECG(BQ) fiir ein 8 € (0,1) (siehe Lemma 5.3),

insbesondere also T(¢)ioE stetig, folgt damit: Dl(T(g)ioEIK)
stetig. L
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Lemma 7.6: Sei r € (1,«). Dann gibt es RJ(I) >0, so dapB fiir.
s €10,1), ¢ €C° (o0}, 1 €01,2,3}, t €{1,...,k ), 1 €01,2} gilt:

-+ tinr
1lD1[T(¢)iou]II 1-1/z,1

3 -3/2-
cRy(r)- x5 4 leso-e ) | Felx=y| TP antn) asty).
3 4=1 30 e - J
-1
Beweis: Zur Abkiirzung setzen wir r':= {1-1/r)} .

sei p €(0,1), TecPam)®, 1€01,2,3), £ €{t,...,k}, 1 €(1,2}.
Dann stellt man zundchst fiir s E{1,...,kn}, n €A fest:

3

{7.14) llz1 i a/anlcxij(ﬁ(n),%(q)))-(¢joﬁ(u)-¢joﬁ(n)).ns(c) aol®
j=

_ﬁ(c)|3/(2r)+1

3 ] t
< (351 £ |3/3anij(ﬁ(n).u(ﬁ)»|-Iu(n)

- -1
-|¢jo§(u)—¢joﬁ(n)|.|E(n)—ﬁ(u)| 3/(2r) -B_ (o) du)r

I(r |a/an1(Kithtn),ﬁ(c)))!r

1 Uy

™ W

s 377

]
3t/ (20)4rt o (s do\r/r'
g

/

&y -8ie |

. r I¢jo%(o)—¢joﬁtn)}I-IE(n)—%(u)|‘3/2'I-Bs(a) dc} an
A .

(mit (4.1) und der H&lder-Ungleichung)
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s R, -0 [Em -8 [P/ Ly (o) ao) /T
. A
3 _
v E f lo.ofle)-t.outm T 1 -&ia) |2 F TR (o) @
=1 A 3 3 s
J
(mit R3’1(r):= Br_1-gg; wegen (4.4})
s Ry ((m)- (5 (& -y P PEITE gg )y /T
' aft
3 t r :t -3/2=-x
- I 5 esty)=¢. 00l |- 1u(n)-y] an (y)
=1 ag 3

{wegen (2.19)]

3

¥ -3/2—r

< R3,2(r)' daly)

7 Loy tyr-o508em |7 [Gtm) -y
bl an

1

(mit R3’2(r):= R3'1(r)-01(}r'/(ZI)—r')r/rr;-nach

Lemma 4.1).

Jetzt ergibt sich:

{7.15} 1 |D1{T($)ioE)(n)lr dn
A

%
- } 4 3 £ s 3 E
I I T f a/anl(K..(u{n),u(o)))-(¢.ou(u)—¢.o {(n))
A s=13=1 4 1] 1 B

r
-BS(c) dul dn

(mit Lemma 7.5 und (2.19))
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,...
2]
~
M w

5o e tyy-eolim |

j=1 A 3p J )
Weiter gilt fir o EC1:

L =-3/2-r

: - «J da(y) 4 . o
[E{n)-y] t(n) y n (7.17) [PS(E(U))—U‘ £ |Ps(lt1(ﬂ.)}—ol +|ps(u(q)]-Ps(E(n))|

{(wegen (4.1), (7.14) , und wegen J, = 1)

A

2-xg0 [n=R1 +1H (-8 |

3-K.e|n-7 (wegen (2.21)).
r-1 3 r -3/2-r . B el s
S Ky Ry p(r)- I 1 e (0=es )| |xmy]
R i -
j=1 3q 3n Wir verwenden auBerdem die Abkiirzung r':= {1-1/r} 1- Dann
do{x) dn{y) ergibt sich:
{mit (2.18)). 3
(7.18) |f I J'a/anl(‘K. (5 80 - (o080 -0, 0l
A 5=1 1 ij ] J

Sei n,n €A, s €{1,...,k,}. Zur Abkiirzung setzen wir _ . . .
- a/anl(Kij(u(n),ﬁta)))-(¢jou(o)-¢jou(n;)}

C.:= {c€A: |ps(E(n)J—a| sz-KB-in-ﬁ|],

1 : : -Bs(o) dulr
Cyi= {a€a: IPS(E(n))—cl zz-KB-tn—Fi}.
3 .
r=1 I t s .
bann ist flr o €Cys SISy él la/ary k(i) Eo)))
7.16) [§G-8or| 2z {Em-Beor [ -1Em =T | Log08to)=a0lit) | B (0) a0
z (/278 -8(a) | + (1720 &) -B(o) | -Rg: [n-T] s . . -
= 0 la/ang (R ey Beed )y -a/a% ) (R 8 Hed ) |
(wegen {(2.21)) cz i i5
~ s - t .
2 (1/2)’]11:1(11)‘%(0): +(1/2)-]ps(8(“))—cL —KB-ln—nl .]¢j0u(c} "’jou('l}[ BS(G)_dU

(wegen (2.17}) . . ' _
) + ! rafanl(kij{ﬁ(n),ﬁto)))i-|¢joE(n)—¢joE(n)l dc}r
= (/25 -8o) | ¢

(mit (4.1))

B(e)
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2 | Loy 8.y 3"/ (2r) 2"
i R, ,(r)- E { b3 i) |E(T)-ﬁ(c)|'2 s Ry 4lr}e 1 (s fa()-d(o) |
3.3 =1 ‘t€{n,n} <, ' j=1 ‘z€ln,nl 4
o 0B % “B_ (o) do)™/T
. ¢jou(u)—¢jo (T)|-Bs(c) da.
o G0 -8 172 g o) - golit) om0 do
v 1Em-E® s dim-Bo ] P viEm S <,

<

S -EIT 0 1Em —f oy 3/ (22!

t
. liajOE(U)"i’jDu(’lH'Bsfc) do c,
-B_(o) do)™/*
+ ;¢joE(n)—¢joE(?)l-f IE(?)-ﬁ(c)l"z-ss(a) da}r
€2 - IE(n)—ﬁ(u)|'3/2—r-!¢joﬁ(c)—¢05(n)[r-Bs(o) do
Cy
-1 . r
(mit R (ry:= 3% l.of; wegen (4.4) und (4.5)) _
3,3 2 + [osofitm=o.0f (M T (7 |Ftn-8a) |72 B (o) a0) T}
i 3 N s J
2
3 £ 3 =2
S Ry 4fr)e ¥ { L (/ Ju(oy-afo)
: 3=1 lreln, 7} ¢, 3
T [}
£ Ry 4(x)- % {( L 1§y -§o) | /(20
*layokor-policn B (0) an® 3=1 % n€lnyml C, ,
‘B_to) ao)*/*’
t,~r t s -3
e 1R -SM T e -R o) | . , , .
<, 1S -EG) Fu BB 77/ () g0)*'/7)
c
2
(4.08(0)-p.08(n) | -B_(0) do)T
i 3 s 373
-( ? < r 8 -f(oy|73/2r
.- . o “T€in,n}l &
+ ¢joE(n)-¢joE(?)Er-{f (Em -8 2-Bsto) da)r}
c . g, . ., % T, \
5 |¢jou(.o) ¢jou(1)| B, (o) do;

=1 .r
(mit R, ,(r):= 4% '.87.R, .(r); wegen (7.16) und (4.1}) N B
S . + [¢j05(n}—¢jn3(n)\r'(f. i -§o) 2-Bs(cr) da)r}

Cy



S1n-m) B!/ (2r)-Et 4 2)r /T

n ~ v{2r)=20ct+2)x /X’
+ |5(n)—%(n)1r.|n_ni(3f J(2r)=2T yr/x

~218-
3 + -3/2-r
Ry o(r)-( I L |utn)-y|
! j=1 t€{n,n} 32
-l¢j(y)-¢joE(T)1r an(y))
g b (s |~
{ <€{n, 7} lo€a: IPS(E[T))—UIS3-KB' n-nl}
Ip, (B(r)yog 3"/ (20" gy T/T
~ L 2 _2 L} ]
1 Em-EIT e e Bin)yme P/ )T do)r/r}
¢
- |4, of(n)-p 0l (M | T
+ R3,6 r 551 jo n j° n
5 i -2 173? an®
€2
(mit Ry g(r)s= R3’4(r)§K§/r';
: r i r/2
R3’6(rl:= R3'4(r)-KB-(d1am o) ;
wegen (2.17), (2.18), (2.20) und (7.17})
3 £ r
Ry J(r)-( X T |¢.(y)-¢jou(rll
’ 3=1 t€{n,7} 3a 1
y-Ee0 17T aayn
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(r)-
]

oMo

+ R |¢.o£(n)—¢.o&(?)|r
r j :]

1

-5/2 a r

(1 Ipg(Etn))=ol )
C

2

(mit R4 7(r):= R, 5(r)-{(4-ﬂ-(3I'/(2I)—r'+2)_1-

3rt/(2r)-r'+2\x/r"
-(B-KB) ]

+(2'“4—}r'/(2r)—2¢'+2}-1'

.(Z.KB)3*'/(21)“2r'+2}r/r'}

beachte: 3r'/(2r}-r'+2 > 0 > 3¢'/(2v)-2r'+2)

3

{r}- = by rotety)—e.otic | T
37 j=1 t€tn,7) 20 ]

~-3/2-r

Sly=f(n ] aa(y) |

ARV s G B RV

3
+ Ry (o)~ T |4 0f(m -4 08(H) 70517172
r 3=1 ] J

{ .= 1/2
(mit Ry glrbi= R )

3r6(r)-4m-(2-K3)
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3 t + 2 i lelolign)—¢ oE('rT)Ir
NCRIE: o le,-e el [T Zoaath 3
3.9 1€{n, T} §=1 230 J 3 }
t £ = =1 -
£, =3/2-r =172 =R T2 0T an d,,}
Jy-ttr}] aaly) - in-n]
[mit R3 1o(r):: k52 -R3 9(r): wegen {7.18))
: t [ APVRE T £~ =1/2 ' '
+ ¥ |psol(n)-s.oU(R}]| - [uln) i) |
j=1 3 i
i {ry:= R 1K) +R, (o) KL 2 { : iy (T
(mit Ry g{r):= ,3'7(r}-( ! 3,8'0) Ky 1 R3’11(r)-1f S o f g g¢j(y)-¢,uuh,|
wegen (2.21)) A A 1€{n,n} j=1 aq 1
+ -3/2- S
Nun ergibt sich: y-E 17T qu(yr- ta-nt T2 an ay
3
£ -~ e
. o e eieder 5 + I I¢joutn1—¢joﬁcn)ir-JE(n)-E(n)l 3/2-x g, 57{}
(7.19) 7 7 {0 (T(@} of) (1) =Dy (T(@) o® (M |7+ [n=nl dn dn =162
A A
e 1+
kg 3 (mit Ry (r}:= Ry ;o (X)-(1+Kz" ") wegen (2.21))
s oz k5 lrg | 5 I{B/anl(Ki.(E(n).ﬁ(a}])
s=1 AA 3=1a J
.(¢jO‘E(U)_¢jOE(“)) = R3 11(1‘)-{2-[ ( g I3 |¢(y)_¢oE(£)1r
! A Mj=1 zp  J &
~ Fi~ 08 [T | r
— A/ (K. . ¢ , «{p.0f(a)-4 0U(A)) [-B_(0} do £ -a/9- _
fony (g () BloDde g0 i J s A8 172 aa )0 ool T o) as
A
a7 an dn 3 . . .
~o T tom, - - =
P o0t (m) =0 ol |- Liemy-§(R) | 73/27F ay an}
(wegen Lemma 7.5, (2.19) und (4.1)]
2y t £
< - ha - -
sr, ,(o-{rr = S PO T L " M2 RPN Lo =9 50800) 1Tl y=8(e)173/27F an(y) ae
3,10 La & 1€0n,53 3=1 20 3 J
t 17 M-aﬁ(n)—voﬁ('ﬁ)rlr.[E(n)-ﬁg“)]'3/2‘r ~}
- - —~ T U - | n dn dn
y=E0 17T aneyy - a=m T2 01T dn aR a8 ]

(it Ry o(r)i= Ry o (x)-{8en- (diam &) /241y
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: I |
< R {(r)- = [ [ -yl =g (%) 3 .
3,13 =1 20 ag 2 E s R, 1(r).{ 55 Ix-v! 1-I¢j(y)—¢j(x) daty)) ¥ ds(x)
: =1 aa ag
y=xi T gayy daix) . 1
+ 0 |e.(x)] dﬂ(x)I
2 3R 3
(mit R3'13(r):= R3,12(r)‘[QB+QB};
. . ro.r=1 ..r ¥, .
nach Lemma 2.3, mit p =1) (mit R4,1(r)" Qg 6 (0 +(1/2) 7

wegen (4.1), (4.2) und Lemma 4.4)

. r=1 .
Man setze nun R3(r):— kn -R3'2(r) +R3,13(r}. pann folgt die 3 3/ e
= W IT IS - oL (x)-9,
Behauptuny des Lemmas aus (7.15) und (7.19). o R4’1(r) {j=1 an(an [x-yl !¢j ) ¢ny)|
ey | 73T 09T anix

Lemma 7.7: Sei r €(1,=). Dann giht es R4(r} >0, so daB fiir r 1
3 + QB'"¢j”rf
0 €0,1), ¢ €c’amy? nw' Tramy’, 4 €01,2,3) gilt:

(Beim zweiten Summanden wurde Lemma 2.3 angewandt)

T oy, 5 Ryt IEy

f
< .
7.R4’1(r) Ij
Beweis: Setze Ar:= t-1/(2r). Sei i €{1,2,3}, »o €(0,1), .

3 ecP (35> nw'T(a0)3. Dann gilt £ir t €{1,....ky}:

(

| L

For dxey| /) gg gy T/
1 3 ag

LS |¢j(x)_¢j(y)|r_|x_y!-3f2—r daly}) dan(x)
a9

{7.20) uT($)ioEu§'s (RETSIN . 3_Qr_"$"r}
B r
s Qg7 1T ,|" da  (siehe Lemma 2.3)
af
i d RS
S Ry H(o)-IFY
3
r-1 r { |r
< 2 Qo ed T L K. .(x,y)-(é.{y)-¢.(x)) daly) dag(x) . '
Ug an lj=1 ap g (Fey) (o5 {y) ey {mit Ry plr):= "‘4,1‘”'{(’1(3"/‘2‘“’r/r "3+Ry{r) +3-0g};
wegen Lemma 4.7 vnd 7.3).
3 ;

5 1z 1 Ry dg(y)-¢j(x)|r dn(x)}
ag j=1 ag 7 :

(it (4.1}
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Weiterhin ergibt sich aus Lemma 7.6, 1.3,

mit R4'3(r):= 3-R3(3)-R1(r):

- [P o -0 T
{7.21) "DLFT(¢)i°u]"1—1/r,r < 124'3(r)-ll¢u1'r
fiir £t €{7,...,k}, 1 €{1,2}, i €{1,2,3}.

Setzt man nun

R, (£) 1= (kg (Ry 4 (0) +2:R, 4333177,

folgt die Behauptung des Lemmas aus (7.20), (7.21).

Lemma 7.8: Sei r €{(1,=). Dann gibt es Rs(r) >0, so daB fiir

o €(0,1), T EcP(am)>, Bec®am® nw? VT T a0y ? mix

B = (1/2)« (3£T(§)) gilt:

T e w Vo Tnnd,

0B,y 8 Ref) e BT, o, #1300

_ - 3
Beweis: Sei p €10,1), T ec?am® nw? VT Fam?, T ec® an)
mit O = (1/2) - (3£T(3)). sei 1 €{1,2,3), t €{1,....k}, 1 €{1.2].

Dann ergibt sich:

- . o
(7.22) 1B (T oD g/ o

SRy T 5 1 lestomey T eyl T2 aneo aa
j=1 ag 32 7 ]

(siche Lemma 7.6)
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3
s X r @ 5 (7 0 T T T
=120 3R J
x-gi 2T a5 ag(y)
+ [ |U.(x)—U.(y)I"':-]x—j,vl-svz_r da (x) ag(y)\I
o0 an 3 ] /
(mit {4.1))
—+, Ir
< R5'1(r)-(ﬂ¢ﬁr+ﬂﬁ"1’r)

{mit R5r1(r}:= 2r_1°R3(r)-(Rz(r)+R1(r)),

wegen Lemma 7.3, 7.4).

Es ist U; gw=1/rr

{32}; also existiert die schwache Ablejtung
+
Dl(Uiou). Nach Lemma 7.5 existiert die Ableitung D1(T(¥)ioE).
Wwegen U = (1/2)- (3+7(3)) existiert somit die schwache Ableitung
nl(¢ioﬁ)-und ist gleich
., - -
2-D, (1,08) *D (T3} oft).

Jetzt findet man fiir 1 €{1,2}:

hoy ool o
s 277 280, (ol L I T BT
g Rsrz(r)-(HUiH§_1/r'r +1307 +uﬁuf’r)
(mit Ry s(ry:= 27 M2%+Rg (r)); mit (7.22))
S 2Ry () (BIG L +130D).




-226-

Die Behauptung des Lemmas folgt Jjetzt mit

Rg(r)z= 3« (1+ 2:Kg- (2-Rg , (xn) /T

Temma 7.9: Sei r € (1,%«). Setze RG(r):: 2-L3(Tr)+1, mit Tr aus

Definition 5.2, Ly aus (6.28). Dann gilt folgende Aussage:

Sei o € (0,1), T ec’ (30> mit

5 <Oy), 8y daly) = o.
an

Dann _gibt es $(U) €c®(3n)> mit
= (1/2)- @O-TEOHN

und

I3, = Rg(e)-IT_.

Beweis: Sei p,ﬁ wie im Lemma gegeben. Nach Lemma 6.8 gibt es
=

E ec°(en)3 mit U = (1/2)-(3—?($)). Fiir den Operator Tr gilt dann
(siehe Definition 5.2}:

(7.23) [2-T1 = [¥1 -T (I3

Tr ist kompakt (Satz 5.1), und fiir Tr trifft Fall II) von Satz
6.2 zu (Lemma 6.7)}. Setzt man

= I, - ;
Nr:~ {6 ELr(an) : G TrG_' o},
so folgt aus {6.28):

{7.24) inf{li[91+6 : G EN_} < Lo(T ) -NI¥I-T ([¥1)il
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wir betrachten nun den Fall, daf IIﬁHr >0 ist. Wegen (7.24) k&n-

nen wir ein Element G0 ENr widhlen, so daB gilt:
- -+
AT71+6 0 = Loytr -l [EI-T (LoDl i
aus (7.23) folgt:
- o N .
HIB1+G L, LT bl 12T +1TE = Ro(o) T .

Weiter gilt:
e d -
£2-01 = [¥]1 +6_ -1 _(1¥]1+6 ).
pa © ECp(aﬂ)B, gibt es nach Lemma 5.4 eine Funktion

3@ €1¥1+6, mit T(0) €c”(an) . Diese Punktion ¢(T) hat die

gewlinschten Eigenschaften.
Im Fall U =0 wdhlen wir 3(6):= 0.
Lemma 7.70: Sei r € (1,=). Setze Ré(r):: 2-L3(—Tr) +1, mit Tr

aus Definition 5.2, L3 aus (6.28). Dann hat die Zahl Ré(r)
folgende Eigenschaft:

Sei p €(0,1), T €c”(30)° mit

<ﬁ'(y).?u’(k) (y)> daly} =0 {1 k 56},
358

wobei die Punktionen $(1)"°"$(k) vor Lemma 6.12 fixiert wur-—

den. Dann gibt es eine Funktion p(i) €c®(o0)° mit

= (-1/2) - (G(H+TTOH D
und

1T s kL) -1T0_.
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6.10 gibt es
Beweis: Sei p,ﬁ wie im Lemma gegeben. Nach Lemma g

[ T i ilt fir den Opera-
3 cc? (o) mit T = (-1/2)-{(§+T($)) . somit gi

tor Tr aus Definition 5.2:
- -
-2-01 = [33 +7,.(LeD).

3 (siehe satz 5.1),
L_{3q)” {siehe Sa
T ist ein kompakter Operator auf . - e
d (19 1 [v 1) ist eine Basis des Nullraum ]
ceer des : o
unT* (w(1%e,Lemma és%o) Dabei ist I die identische Abbildung
I+ sie

fod T* di T du Satz 5. .
(aﬂ) Un i1e zu duale abbi ng ( )
vOon 1 v

(1—1/r)_

Setzt man nun
3 =
ﬁr:= {GeL_(am)7: € +T 6 o1,
so folgt aus (6.28):

BT s (31D
inf{I1] +6ll s 6 €N} Ly (T Il +T, c

h T es Le as £ lgt n w 1 von Lemma 7.9.
B auptu g d TITL <o un ie im Beweils
Die Be

= 7 - 5 (3 —_—t
Satz 7.1: Bel r € ,,r.n). Satze R (I) R (r) - (1+R (I))- Dann hat

Rj(r) folgende Eigenschaft:

3,
sei o €(0,1 B ec® (am)’ nw?” 1/T:T0y3 it
1 r
p
5 <B(y),aly)> daly) = O. Dann gibt es 3 ec (ag) 3
3R
w2~ 1T g0y 3 mit

(7.25) @ = (1/2)- (2T -TE D

und

13N, /p,e S R () N0y oo
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Beweis: Sei p,ﬁ gegeben wie im Satz, und sei $(ﬁ) die zu O nach
Lemma 7.9 ausgewdhlte Funktion aus Cp(aﬂ)a. Dann ist Glelchung
{7.25) erfiillt, und es gilt fernmer: 7(0) ew? /T Tragy3

(siehe
Lemma 7.8),
MR, .,
< Rglr)- (0TI, IR (nach Lemma 7.8)
s R?,rr)-llﬁllz_m_,'r {(mit Lemma 7.9).

Satz 7.2: Sei r €(1,=), Setze R {r):= Rg {r)- (1+R (r)).

Dann hat
die Zahl R'(r) folgende Elgenschaft

Sei o €(0,1), ¥ ecPian)? nw2 /7T (503

: <ﬁ(y).3(k)(y)> dalyy = 0 fiir 12k 16,
a =R

wobei 3(1)""'¢{6) die vor Lemma 6.12 fixierten Funktionen

sind. Dann gibt es eine Funktion ¥ (0) EC“(an)3 nwl-1/t,t
mit

(ag) >

U= -172y- (BT @@y

und

@,y s Rotr) T,y

Beweis: Ist p,ﬁ wie im Satz gegeben, so wihle man ﬁ(ﬁ) nach

Lemma 7.10. Aus Lemma 7,10 und 7.8 folgt dann, das 3(3) die
gewiinschten Figenschaften hat.
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N e und
Lemma 7.11: Sei Ne€ImN, U IR , u €l (U} und

: o
f wgp dy = 0 fir @ ECO(U).
u

Dann ist u ECZ(U) und Au C.

S n - t B . Dann gllt nach
Bewe W holtz ) Sel < IR offen mi (=4
1 {Wie clt B

H B - B £+0 1 eichmd 1 wie in Lemma .3
[a 2.18(d): u { u[ (e ) glelcnm. Rig { .
] -

definiert).
el £ mi [ r - 5 NI r N( = N -
5 >0 t <dist(B,aU) Flir x EB ist da T a8 X ld]:R ) I

‘r ist
siehe ebenfalls Lemma 1.3.} Somit 1

£

(Zur Definition von BN

: i “(uy) und
egtx—ldIRN)lu ec ()

u (%) = J u(y)-el;(x—y) dy fir x €B.
£ U

Jetzt folgt fiir O <c <dist{B,a0), x €B:

Al X = u( A B X_Y] d = uly <A B XK d r
¥ k {y) ( F) ¥ 0
( ) ! ) X N( ¥ v N

im Lemma
tzte Gleichung aufgrund @er:Voraussetzung i

|8) = 0 fiir O <e <dist(B,8U0). Weil
5, 172, das

wobei die le
i i 1so A(u
gilt. Es ist a e . .
u |8 -+ulB (0} gleichmdBig, folgt nun aus [
E

ulB €c?(B), Alu]B) = O.

; i -Theorie
m Folgenden einige Ergebnisse aus der L_-T

ir ben&tigen 1 e e
. Diese Ergebnisse fassen wir 1m

des Laplace-Operators.

Satz zusammen.

chsten

i i ", Miinchen,
' vorlesung "Partielle pifferentialgleichungen

Sommersemester 1983
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Satz 7.3: Sei NEWN, Ucm™ beschrénktes Gebiet mit C2—Berandunq.
Sei p € (3/2,»). Dann gibt es Rg(U,p) >0, so dap fiir u €W<:P(u) n

Wl Py giie:

"uﬂz,p < Ra{U,p)-HAuHP.

Weiterhin gilt folgende Existenzaussage:

Zu 6 €L (U} gibt es v W’ P(y) nil'P(u) mic av = 6.

Bewelis: Der vorangehende Satz wird in [8iS0] bewiesen. Man er-
h&lt ihn aber auch als Spezialfall der allgemeineren Ergebnisse
in [5i]. Dazu liberlegt man sich zunidchst, daB die Menge

N:= {F ew*'P(y) nw;'P(U): AF =0}

nur das Nullelement enthdlt. Sei nimlich u ew?'2(y) nul P (o)
mit Au=0 f.i, Nach [A}, 5.4(9), (10} gibt es dann U €C®(T) mit
§{U=u £.0. Nach Lemma 7.11 ist §|U €c2(U) mit A(¥[0) 0. Ande-
rerseits gtellt man mit Satz 2.1 fest:

[T syl = RU(['ﬁ'IU]) = Rytlul).

Weil R,([ul) = O gemdis Satz 2.3, folgt jetzt: QAU = 0. Nun er-
hdlt man aus dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen

(siehe etwa [F3], s. 167): W =0; d.h.: u=0 f.ii. Es ist'also
N ={0}.

Die Existenzaussage in ohigem Satz folgt nun aus [51], Theorem
10.10 ii).Insbesondere ist also die Abbildung
L:w? P () nw;'P(u) OF -+ AF €L (U) surjektiv. Wegen N ={0} ist

L auch injektiv. Nach [Si], Theorem 10.10 iii) existiert ferner
eine Zahl R8'1(U,p) >0, so daB

4 2.p 1,p
HFIIZ,p < RS’T{Urp] (IIAFIIP+||F||p) fir T ew’ Py nwl P (o,
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Mit dieser Abschitzung kann man zeigen, daB I abgeschlossen ist.
Sei nimlich (F ) Folge in w’P(m aw! P, F,6 €r(U) mit

iEF -F|| -0, HAF —G[! +0 (n -»w), Dann folgt aus der Abschdtzung
von eben das (F ) eine Cauchyfolge in WZ'P(UJ (alsc auch in
'P(U)) ist. Damlt gibt es Hy €W 1Py, H, €W 2Py mit

I[Fn—H,‘lI 1,p -0, "Fn'Hznz,p -0 (n o),

Insbescndere heiBt das:

IIFn-HIIIP -0, - IIFn—HZIIP -0, HAFn—AHZIIP -0 (n —oe) ,

so daB folgt: H1 =H2 =F, .vi\H2 =G. Wir haben also ®

F e WP nw:)'P(U), LF =6.

. -1
Aus der Abgeschlossenheit von L folgt aber auch die von L .
Jetzt erhilt man aus dem Satz vom abgeschlessenen Graphen {siehe
etwa [¥1, S. 79): L-‘I ist stetig. Somit existiert eine Konstante

RB(‘U,p) mit Eigenschaften wie oben im Batz angegeben.

. 2
Lemma 7.12: Sei NEIN, U -:I.‘RN beschrinktes Gebiet mit C”-Beran-

dung. Sei r € (N/2,=). Dann gibt es eine Zahl RQ(U,r) >0 mit
folgenden Eigenschaften: ’

Wenn a €62 VT T (amy ncCawy, £ €L_(u) nc®(v), u €c” (@ mit
ulu ec® (), Atulm) =£, ulav =a,

dann folgt:

|Iu[UII2'r < 119(U,r)~(l|f||r +lall ).

2-1/r,x

=233~

Beweis- Sei a,f,u wie im Lemma gegeben. Nach Satz 2,2 gibt es

A EW (U) mit R (A) =[al] und

llis.llz'r < RB(U,Z,r)-fFaII2_1/r’r.

- . 2,
Da [f]=ARn €L _(U), gibt es v ew T (u) nw Y(U) mit AV =[£]- AR

(Batz 7.3). Damit ist A{V+A) = [(f]. Weil A,V E‘W (u) una

T >N/2, kann man nach [Al, 5.4(9), (10), Funktionen 3,v £C°(T)
wihlen mit a|U €A, ViU €v. Nach Satz 2.1 und 2.3 gilt:

Fvea) [50] = R(L(v+3) [0]) = R (A+W) = fa].

Jetzt folgt: (v+a)|3U =a, also: (u~v=3) |

N 3U = 0., Weiter gilt ffir
P ECO{*U):

é (u=v~3)-A¢ dx = | A{{u—v-3) |U}-p dx = 0O,
U

Lemma 7.11 liefert nun: (u-v-3) |o €C2(U), A((u-v—E) o = 0.

{Be~
achte,

daB man die Eigenschaft (v+3) (U €c? (U} micht von vornherein
kennt.y Nun ergibt sich aus dem klassischen Maximumprinzip (siehe

etwa [F3], S. 167): u-v-3 =0; d.h.: u=v+a. Das bedeutet:

IquUIIz'r ES I}v!UH2'r + H'z?l'iUll2

A

RB(U.I)°(||[f]—AAﬁr) + HA"Z,r {nach sSatz 7.3)

"

RS(U,I)-(||f||2+llA||2'r) + II-A||2

I

£ Rg(U,x)-(ll f||1_+IIa|12_.]/r e

(mit R (U,7):= (Rg(U,x)+1)-Rp(U,2,1)

beachte die Auswahl von A).
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2, UcIRY beschrinktes Gebiet mit
r

Lemma 7.13: Sel W €IN mit N -

1,xr 0, it
C2 Berandung. Sei r € (N/2,=}, v €U "7(U0}, u €C7(U) mi
R ) - E x :
ulav = 0 und u|U ew? T(u). sei j €{1,2,3). Dann gl}t

I Djv-u dx = - f V-Dj(ulU) dx.
u U

Beweis: Zunichst bemerken wir, daf

(7.26) 02T < 0Ny fur ein ¢ € (0,m).

Dies ersieht man aus folgenﬁer Fallunterscheidung:

N 2,r 1,r uy.
1. Fall: r >N. Dann ist (7.28) erfiillt, weil W™’ (U) cW (U}
all: .

it j = =1 =r):
2. Pall: r =N. Dann ist nach [A], 5.4(5) {(mit j =1, m ' P
w2 ¥y ewt I(u) fir alle q 2N.

3. Fall: r <N. Das bedeutet: r € {N/2,N), so daB
N-r/(N-r) >»R-r/{N/2) = 2:x >N >r.

L] - > N+ h (A}, 5.4(3),
i +x/{N-r) >N+e >r. Nac
Es gibt also & € (O,«) mit N r/ i o N
mit m=1, p=r, g =N+e¢, folgt:z W (U) c U).
=1, 2, w Nte

1,r :
weil u €¢c®(T), ul|sT =0, ulU €W *T(U), hat man

R.{[ulvl} = [u]su]l =0 ({siehe Satz 2.1).
U

i 1'N+E(U). Es gibt also eine
Wegen Satz 2.3 bedeutet dies: u|U €Wy

5.4(8)
i - 0 (n -»=). Nach [Al,
Folge (v in Cz(U) mit {ulU wn‘1,N+r -

lgt:
- ). Aus Letzterem fo
heiBt dies insbesondere: |[u|U wn[0-+0 (n

= i . dx.
(7.27) 1 Djv-u dx = lim ﬂ Djv v, dx
U =0

-235~

Weiter ist

{7.28) é Djv-tpn dx - é v-quJn dx fir n €.

Im Fall r 22 ist klar: w1’r(U) cLz(U). Sei nun r <2, Dann gilt:

N/2 <r <N. Es folgt wie oben: N-r/{N-r) >N, so das N-f/(N—r) >2
> r. Jetzt erhdilt man aus [Aa], 5.4(4): W1’I(U) cL2(U). Wir ha-

ben also in jedem Fall: v GLZ(U). Andererseits wissen wir, dar

HDj(u[U}—DjwnHN+E =0 {n »=). Um so mehr gilt;

Ile(u{U)—DjwnH2 >0 (n »«). Somit haben wir:

(7-29) J v-D. (u|U) @x = lim F v-D.p_ dx.
U ] N U in

Aus (7.27)-(7.29) folgt die Behauptung.

Definition 7.1: Sei §:= max{L.+a +1, J?-un}, mit L. aus Satz 6.4,
2efinition 7.1: Sei mit aus Satz

Sei U:= K (0)\T.

Die Menge U ist nicht leer, weil s >L, und ﬁ'CKL (0) ist, KS(O)
7

—~Berandung. Wir wol-

len Beschreibungen von aKS(O) und 30 festlegen (sishe § 2). wir

gehen aus von der Beschreibung

und U sind beschrinkte Gebiete im IR3 mit C2

i 1] o in :
B ‘kn'{Ai)1sigkn"ci}1giskn'“n"ai’1sisk9"” )1siskﬂ)

von 80, die in § 3 fixiert wurde .
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Definition 7.2: Sei

2 2.2 2.1/2
h: [—an,an] 3(x1,x2] - (8 ®] XZ) EIR.

Es gibt nun lS EIN und orthonormale Matrizen B1,...

IR3x3, 50 daB

1

5
3K, {0} = U {B,-(n,h(n)): n eal/4y,
s i=1 i

Nach Auswahl von S gilt fiir 1 i 515, neEA, & E(O,uﬂ]:

B, -(n;h{n)-c) € KS(OJ\E =1,

N 3 —
By (n/Bn)+E) € RAK;T0) = 1m0,
1 s w3 i
ir wdhlen noch y,...,y ECOIIR } mit o=y g1,
4 : EA1/4 EE{-o_ /4,0 _/4}
Tr VC{Bi'(n,h(n)+E). n ’ o 0o
1S i
sowie mit ¥ yiaKS(O) =1.
i=1

1
Bg:= (15'(31)151515'(0)151515*“9'(h)1sisls"*’1si§1

eine Beschreibung von BKS(O).

Wir definieren eine Matrix Q:= {qij)1si,j53 durch

:= =1, d..:= O sonst.

913 9pp¢= 14 93, i5

Dann setzen wir fiir 1 =i <k

2 U ~0 _ i i
ag:= -ag, Ai:= AiOQ, Ci:=Cl, i 1= &

fiir

=i =<1l

)
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Ferner sei fiir i E{kﬁ+1,...,kﬂ+ls}:
U ~J U iU
aje= h, Ai:= B, » Cl:= 0, Boas ¥
Dann ist
~0 u
B i= (k _+1_,(A)) e HACT), L 2,
788 1”1'kg+ls i“ 174 kg+ls Q

(a%) (3Y) )
3 5 - r e
i 1'k9+ls 1ﬂ1:kﬂ+ls

eine Beschreibung von aU. Dies folgt, weil fiir 151 sk neEa,

Q'
€€ [-ug,m.] gilts

f

U U U _ ~f o -
Ai-(n,ai(n)+£) +C7 = Ai-(n,ai(n) &) +Cy.

Die Beschreibungen BS,BU von aKS(O), 39U wurden so gewihlt, daB
folgende Eigenschaft erfiillt ist:

S€i £:30 » € meBbar, p €(1,o), o €[0,3}. Dann ist f €w” Py
genau dann, wenn f|ag €Ww®'P(30) una fJaKS(O) €w°'p(aKS(0)).

Falls eine - und damit jede - Seite dieser Hguivalenz zutrifft, so
gilt:

o ; p P
(7.30) "fuo,s,BU Hfl;mllc’p'B +HflaKS(0)IIU

rp:BS'
Wie wir bisher anstelle von || "m,p,B nur “m,p geschrieben ha-
ben, so werden wir auch im Folgenden statt || ”m,p,B' Il "m,p,BS'
il "m,p,BU nur die Bezeichnung | Hm,P verwenden (p €[1,=),

meEl0,3)).



-238-

Lemma 7.14: Sei r €(7,=). Dann gibt es R10(r) >0, so daB fir

v €T (IR ~T) gilt:

2-1/x,r

viaKS(o) e w (aKs(o)),

uvraxs(o)u (r) - (D v} [9Kg (O)]

R b2
2-1/r,r 10 bEINg,[b!*’Z

Beweis: Nach [FJK], S. 330 gibt es R1o 1(r) >0, so daR

!
1,1-1/(2x) —
- i A) .,
"g"2—1/r,r 5 R1o,1(r) |g|1’1_1/(2r} fiir g €C (a)

Weiter gibt es R

1072(r) >0, so daB
r

" 2 =
198y, 1-1/(20) § Byo,2(¥)-lal, fur g ec (@,

B
Wir erinnern an die Definition der Funktion E S, fiir 1t 15

(Siehe Definition 7.1 und § 2). Mit der Abkiirzung

B
ﬁ:: E 5 (1 t ﬁls) ergibt sich fir 1 -t < 1.:

g°

|vo%|2

2 3
1 L
5 IvJaKsto)l0 + k§1 |Dkv'“Ks(°)|o' Duuklo

v=1

2 3 t 'Y
+ K z_ 'DIDkVIBKS(O)lo'IDvuklo'IDuuk’o
Hrv=1 k,1=1 H .

2 3 .
+ 3 b ,DkvfaKS(O)Io-lDuDuu

wav=1 k=1 k

(o]
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R - x D, v] 3X_(0)
lo,3 bEINa,Ib[*g2 b s [}
o
( 3 r 3 r r
mit R =1+ max{ £ |p G | + r Ip d | Du
10,3 =1 vklo bov=1 Y ko | u 1I
3
r
+ £ pobD 1 £
L iD, uuklo 12k,1:z23,
l zv <
‘r :15}).
Jetzt folgt:
llv] 3K {0} E: 5
vk, {0 .
519! 2-1/r,r tE1 Hvuu"2-1/r,r
R g &
< 10’1(r}-RTo'2(r}- b3 [voufz
! =1
$ R, (r). In v| 3K (0)[
1a 3
bem_,|pl,s2 ' P T8 o
mit R = . -
105} i= Ry 4 (1) Rio,2(T)"Ryg 3). o

Lemma 7.15: Sei r E(ilm). Dann gibt es R11(r) >0, so daB fiir l‘aﬂL

» €(0,1) und Fir 3 ec®(3g)3 w7 TrEaa) 3 gilts

I E el G Dl s Ry )R

2-1/r,r

{Die Funktion (.,?) wurde in Definition 4.1 eingefiihrt)




-240- ~241-
-+ . - s L £ 3 2 -'i)j

Beweis: Sei p,+ wie im Lemma gegeben. Wir definieren fiir = {-2-v/3)- % a/axi{ ¥ Wj(x'd’ )}
—— i=1 j="1
i, €41,2,3): : ]

5.4 (siehe Lemma 4.2, III))

-8 - *

grted.- (6j1.d’i’6j2.¢i'6j3 byl

div F(x).

Weiter setzen wir

Nach Satz 4.1 existieren fiir £ €30 die Grenzyerte

3 .3 . 3 5 -
21,3 =2,3 23,3
EEESNCHENVE N NS S MY PUT SLES DIS S M T S PR S M OT S b . .
3=1 3 3=1 3=1 1 j»(:m)(g):: 1im 3 (x), g(ex){“:: 1im - 2 (),
X-£ ,XEQ X—E ,XETR "~
3 -
Es ist fiir x € U IR ™=
und es gilt filr i €{1,2,3}, £ €3q:
N , 3, . 3 L
{7.31) mix,4) (7.32) _3/(2.‘))_3.(111)(“ = (1/2)- 0z eidigey - 1 7013 ey,
1 3=1 hl < §=1 3
303 _3
= £ I w/QR2-m)-s Blﬂxi[(xk—yk)-\x—y[ }
i=1 k=1 an (ex) 3 N j 3 . J
\ (7:33) =3/¢2w 3 70 ) =12 0T ey vz TR e,
J=1 =1

-nk(y] -¢i(y) da(y)

(siehe Definition 4.1, Lemma 1.7) Beachtet man, dap ¢J:"j =¢; fUr 7 £i,3 £3, so ergibt sich aus
(7.32), (7.33}, fiir 7 =i z3:

3 ;3 3
= (-2-v/3)- T 3/8xg T 7 (=3/(4-n))- I gy

i=1 j=1 ag k

= i V > l j
J.(:l.n) - _v_¢i+(2.\,/3)- r T3,

1 .
-5
.(xj—yj)271x—y]_ "oy ) -4 () dM(Y)} ’

3 A
al&) oy s ewn. = TR,
R -
=1 -
Jetzt folgt mit Lemma 7.7
3 3
(~2-u/3)- £ ofx. { T 1 K..(x,yv)-¢.(y) da(y)} i) _
i=1 =1 ap M * FUn) glex) ¢ y2-1/r,r 50,3,

3 3 3
(=2-v/3)- I afex. [ I I f K, (x,y)-6. -4, (y) daly)|
i=1 izt m=1 39 M s
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r,ua“c")u |

(730 034, 2-1/r,1

{mit R ’1(1‘):: v+6-u-R4(r)).

R

-
11,1(r}'"¢"2—1/r,r 11

Sei i €{1,2,3}. Aufgrund einer entsprechenden Eigenschaft von

3 . - ) ) .
row, (37 dst g [mise ec™(mPviq) . Bs gilt fir

3=1
xEIRS\E)ﬂ: |
3 a1,
= -2, . N SLE N
(7.35) AT, (x) = & {(-2:v/3) ji1 W x4 ")
>3 (y) aaly)
A -2.v/3)- X I 5 K. (x,y)-é8. -¢.(y v
w720 i=1 m=t ag I™ mer
. 3 3 ey | 73
A {v/(2em) T L E (x.-y )-lx-y
x j=1 3a k=1 * 'k
0, (y) -4, (y) dn(y))
3 -1
w/(2em)s T4 A A(=1)a/ax ([x=y| )Y oe (y) doly)
j=1 an *
3 -1
= v/(2:my- L (=1)-a/ex {A U x-y| T )10, (v) duty)
3,k=1 an
= 0.

Man definiert nun eine Abbildung u:@ -, indem man festsetzt:

ul{x):= Ji(x), falls x €4,

(in)

: (x), falls x €ag.
i

u(x):=J
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Wegen Satz 4.1 und wegen der Definition von 3(1n) (siehe vor
(7.32}) geh&rt die Funktion u zu c°(%). Ferner hat man wegen
(7.34): ulan ew? /T T 0y

Hu]ﬁﬂ”2_1/r‘r £ R11,1(r}'"¢"2-1/r,r'

und wegen (7.35): A(ul@) =0. Jetzt folgt mit Temma 7.12:

A

S
NT500ky,, = Wulaly s Ry o i@, o

(mit R11’2(r):= Rg(ﬂ,r)-R11,1(r)'.

Hierbei war i beliebig aus {1,2,3}.

Nun erhdlt man aus (7.31):

- >
(7.36)} HH(..¢)|QH1, £ 3-R11'2(r)-ﬁ¢ﬂ

r 2-1/r,xr’

Fiir H(.,$)|U gilt eine Hhnliche Uberlegung: Sei i €1{1,2,3} fest-
gehalten, und sei U die stetige Fortsetzung von Ji}U auf T - bas

bedeutet: U(x) =J(ex](x) fiir x €30; siehe die Definition von

i
Flex) Beachtet man, dag JilIRB\Q ECW(IRB\E), so folgt aus

(7.34) und Lemma 7.14: F[3v €w? /T T (5u) . Wegen (7.35) ist
A{U{U) =0. Damit erhilt man mit Lemma 7.12:

(731 1310ty o= WF U, s Ro (0,0 T o0,

GemdB (7.30) ist aber IIEIBUI!Z__.]/r ¢ beschrinkt durch die Summe
r

von Hu{anﬂz_l/r'r und HEIaKS(O)Hz_ . Jetzt folgt aus (7.37),

T.x,r
Lemma 7.14 und (7.34):
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(7.38) "Ji‘Uuz,r
( : |
< (r) {03l _ + £ I D
R I ATt =1 bE]Ng. P
[b} .22

(mit Ryq 3(r):= Rg(U,r) - (Ryy L (r) 4Ry (X))}

Es ist 8 :eL_I, 2
Daher gilt:

Ipyiy (- 3y paxg o) |

L5(r)S

S
3=1 bEM _, |bf 452

£ R 4(r)-lr?ﬂlr (mit Ry o= 3-Lg(¥)-

kg
1" bEINO.lb|*52

Jetzt erhidlt man aus (7.38):

"JiIUHZ,r < R11'5(r)-ﬂ¢"2_1/r,I

- {1+R {r))i.

(it Ry, glr)s= Ryy 5lr) Ri1,4

Mit (7.31) ergibt sich:
S
(7.39) I, D) [olly 0 3Ry o) -l

Setzt man

R11(r):= 3-max{R11'2(r),R11’5(r)},

so folgt die Behauptung aus {7.36) und (7.39).

21350
LA R LN S

L4 (siehe Definition 7.1, Satz 6.4, Lemma 6.11).

- L,
*oyzhey (nach Lerma 6.11)
¥

3

J

‘|b}*_1
[ 1.

Satz 7.4: Sei r €(3/2,=), Fel_(sm3, 3
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Few VTeT 503 ik

oA, B(y) e anly) = o.
Rt

Dann gilt folgende Existenzaussage fiir L8sungen des Innenraum—

problems zum linearen Stokes-System: Die Menge

Ly inE D= {Gxn ec® (@il T gy,
Bla e Tm?, ~v-a(dla) +vr « F £.4.,
div(dla) =0 f.4., §se =3 f.ﬁ.}
ist nicht leer.

Es gilt folgende Eindeutigkeitsaussage: Sind (31,w1),(32,w2) 3

Ln’ih(?.a), so ist 31 =32, und es gibt K €IR mit "R = x, £,

wenn ? €c™(2)? ist fiir ein Element €(0,1), 5o gilt fir
d,m el (@D dleec’ ), vec'(ay far eine Funktion ¥ €[+].
r

Schlieflich gibt es eine zahl R,,(r) >0, so dap fur ? er_(m?,
Fewd VT 0T i

! <Ay, Ay s daty) = o,

af?

s bd =d .
und fiir (4,n) €l in(%,a) gilt:

- -
Hulﬂ"z'r +HVr"r k3 R12(r)-(H?Hr+HaH2_1/r’r).

Beweis: Sei g die triviale Fortsetzung von £ auf IR3. Sei t >0
mit ﬁ'cKtro). Dann ist Tr § < K, {0) und g ELI(IR3)3 nLr(IR3)3.
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. - -5 fol
Fiir die in Satz 1.4 I) eingeftihrten Funktionen u(g), n{g} folgt
jetzt nach Satz 1.4, I), II):

- AR 4V () = F £.u., div WG = o f.4.

-, R 3 - 1,r .
i(g) |k (0) ew? r(Kt(O)) , wlg) EWTTT4R, (0))

(7.40) 1@ IR (O, , +In@ R (O = ppytr eIl

Insbesondere ist u(g)[n ew (n) . Das bedeutet nach [al, 5.4(9), {10},

daB es 31

[n Ew T(n) gilt nach Satz 2.1, 2.2:

. O, —
ec® (n) gibt mit [u [2) =[u(g)iel. Wegen u, €C (a),

2-Y/IiT a0y (1 173).

= €W
[u1i[39] = Rﬁ([u1i|39])
Man erhilt jetzt folgende Abschdtzung:

(7.41) WG, 182l g p p

g,2,r)-Hﬁ1!ﬂﬁ2'r (nach Satz 2.2)

(%Y

RB(

A

Rg(8,2,7) luy (DK (O o

i .= . t):
5 R12'1(r)-Haﬁr {mit Ry, 4(r):= Rg(9,2,r) P lr,t)
wegen (7.40)}
= R12'1(r)-ﬂfﬁr
2=-1/r,r
Nach Lemma 2.5 gibt es p €{(0,1}, so daﬂ fir b €W {z0)

gilt: [o] nc¥(2a} +¢. Man kaon daher 2 aus ¢ (»2)° wihlen mit
3 .
3 =3 f.il. Wegen u | a0 sz 1/r, r(Em) nc® (ap)~ folgt auBerdem:

1, |an €C (39)3. Weiterhin erhdlt man aus Lemma 2.4:
1
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;oA fea,n. da - s div(d, @) dx = 7 div(3(P |a) dx = o.
B Q Q

Somit sind die Voraussetzungen von Satz 7.1 erfiillt, wenn man

i
dort U durch 31\aﬂ—a ersetzt. Sei dann § eine Apkiirzung fiir die

Funktion ¢(-u !nﬂ+a) aus Satz 7.1. Das bedeutet: § ew2'1/r'r(an)3
nc”(any?

(7.42) -8, [s0+d = (1/2)- (F-T(@)1,

2 — =2
(7.43) elly_y)p o 2 R7(r)."u1laﬂ—a”2_1/rrr_

Sei nun u = ﬁ(.,¢) {siehe Satz 4.1). Es gilt nach Satz 6.3 und
wegen {7. 42)'

8, ec®@®?, Lle ec?m?, ne.,fila e,

(7.44) - UAAiﬁzln) +9(5(.,3)]a} = o, div(32|g, -0,

oY

{7.45) U2|39 = - 4,80+

1

Die Funktion 1(.,4) l#Bt sich s6 abschitzen:

(7.46) ﬂH(a,¥)|ﬂ"1,r H R11(r)-ﬂ$“2_1/r'r {nach Lemma 7.15)

- =1
£ R12'2(r)-Hu1|an—aﬁ2_1/r’r

(mit R12’2(r):= Ryp(r) R (x); wegen (7.43))

Ryp, z{ri- (TN, +130

2—1/r,r)

(mit RTZ,S(r):= Riz'z(r)-(R12'1(r}+1); wegen (7.41)).
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2-1/r,r

Wegen (7.41) ist -u J3ﬂ+gi €W (aa¥; wegen (7.46} gilt:

1i

D.(n(.,s) o) €L_(n) (i €(1,2,3}). Daraus sowie aus (7.44) und
i ’ r
{7.45) folgt, daBR man Lemma 7.72 auf u anwenden kann; es er-—

gibt sich flir i €{1,2,3}:

2i

HuzilﬂHZ,r (1/u)-R9(n,r)

- Dy [n Ly [ell S COMEETEN PRSP
Nun folgt mit (7.46) und (7.41):

{7.47) ||32|m|2’r s R12,4(r)-(ll?ilr +13l )

2-1/x,r
wobei R12,4tr):: (1/u)-R9(9,r)-(R12’3(r)+R12'.{r]+1).
Wir setzen nun

Bi= B, +8,, mi= a (D la+n(., ) a.

1 Tl
- 3 ]
Dann ist 3 €c®(®) mit 1]snew?’ T(o)3, « ew' T(a),
- vw-a(d|n) +vr = F £.i., div(d|a) = o f.ii.,

2 - - ..
alan = 3, also: dlan =3 £.i.

zusammen folgt: (d,7) €l ilgi‘.'a'). Aus {(7.40), (7.46) und (7.47)

ergibt sich:

IGlall, +linl < Ry CHED +13E) )

2-1/r,r

{mit Ri,fr):= Poylr.t) +R12’3(r] +R12'4(rﬂ
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Sei nun zusdtzlich vorausgesetzt, daB t ECu(ﬂ)3 ist, fiir ein
@ €(0,1). Dann ergibt sich aus Satz 1.4, ITT): B(3) le ec?(a)?,
u(g)lﬂ €C1(ﬁ). Damit ist aber 31|Q =3(§)|Q. Es wurde bereits
erwdhnt, das i,[q ec?)?, 1., ec'(a). somit folgt:

Blaect(ny?, vectin

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeitsaussage des Satzes. Seien
>

- oy — . 2 > o,—. 3
also (V1,ﬂ1),(V2,n2) ELﬂ’iAf,a). Dann ist w:= ViV, ec{q)

mit Wl ew? T(a)3, 3o =0, pi= =, €817 T () ung

(7.48) - v-A{W|2) +Vp = © £.i., div(W|8) = O f.4.
Es folgt fiir i €(1,2,3}, mit Lemma 7.73:

0 = g (—v«A(wi|ﬂ)+Dip)-wi dx

W

7 . 2. \
E é (v j£1(Dj(wi|n)) P Di(wilﬂ)l dx.

Somit hat man wegen div{W|®) = O £.0.:

3 2
0 . f (D {w,|2))" ax.
igg=1a 33
Das bedeutet: Dj(wiiﬂ) = 0 f.i., fir 1<4i,j £3. Da 0 zusammen-

héngend, folgt jetzt aus [A}, 3.27: w, fast iiberall konstant

(123 73). Weil aber w; €c®(T) und w; 198 =0, heift das: w; =0
{15123}, Aus (7.48) ergibt sich nun: Vp =0, also nach [a]l, 3.27:
p fast iiberall konstant. Es gibt also K €IR mit p =K f.ii. Jetzt
folgt: ?}1 =€;’2, 14K =7, £.4. o
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Bemerkung: Der Randwert 7 muB in Satz 7.4 die Bedingung
Bemerkung:

r <a,h> de = 0
-3 4]

fiillen. Auf diese Bedingung kann nicht verzichtet werden. Denn
e : 2 9)3 a ew2'1/r'r(an)3, und es gebe ein
sei r €(3/2,=}, ELr{a f

a b wir mit Lemma 2.4:
Element (U,r) aus Ln'in(f,a). Dann haben

s <E,n> da = s <@len,d> de = s div(d]e) ax - 0.
30 aq a

T
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