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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir das Stokes-System
(1) = v-aU(x) +¥r(x) = £(x), div 4(x) =0

im AuBenraum, also fiir x EIR3\§, wobei @ IR’ ein beschrinktes
Gebiet mit Cz’TwRand ist. Wir schreiben Dirichlet-Randbedingun-

gen vor:
(2) dlan = 3.

Hierbei ist a eine Funktion von 38 in E3; insbescndere interes-

siert der Fall 3 = O.

Diese Problemstellung wurde in der Einleitung von [DvWW] n&her
erldutert. Wir erinnern, das (1) auch fiir x €8, also fiir den
Innenraumfall, betrachtet wurde, bei unverdnderter Randbedingung
(2) . Dieser Fall wurde in [DvWW] abschlieBend behandelt. Der
AuBenraumfall wurde dagegen nur insoweit angesprochen, als er mehr
oder weniger analog zum Innenraumfall bearbeitet werden konnte.
Insbesondere konstruierten wir eine L&sung zum AuBenraumfall fiir

eine spezielle Funktion ?, namlich fiir T =0 (Satz 6.4).

Die vorliegende Arbeit setzt [DvWW] unmittelbar fort: Wir verwen-
den dieselben Bezeichnungen, und schliefen auch an die dortige
Numerierung an. Auf Randnummern, Sdtze und Lemmata aus [DvWW]

verweisen wir ohne den Zusatz "[DvWW]".

Das Programm der vorliegenden Arbeit besteht darin, die Konstruk-
tion einer AuBenrauml&sung wvon (1), (2) abzuschliefen, und gleich-
zeitig diese Ldsungen in L_-Normen abzuschdtzen. Einige hierbei
auftretende Zwischenresultate nilitzen wir dann aus, um die Selbst=
adjungiertheit des Stokes-Operators im Aufienraum zu zeigen, ein
Ergebnis, das flir die Behandlung des vollen Navier-Stokes-Systems

im AuBenraum niitzlich ist.



An dieser Stelle wollen wir noch erléutern, wie sich die L -Ab-

schidtzungen im Innen- und AuBenraumfall unterscheiden. Gemig
Satz 7.4 gibt es im Innenraumfall zu P €(3/2,w) eine Konstante

c(2,p), so daB zu F el (9)3, a ew2'1/P'P(an)3 eine L&sung (4, r)
zu (1), (2) existiert mit

(3 Wdlal, +ial, s cla,p) - B+, o ).

(Wir bemerken, dag diese Ldsung in einer geeigneten Funktionen-

klasse eindeutiqg bestimmt ist; siehe dazu Satz 7.4.)

Es wird sich als niitzlich erweisen,
von (3) zu betrachten.

gleichung fiir lulo

eine dquivalente Formulierung
Dazu notieren wir zunichst folgende Un-

1], s c(n,p)-("?”P+Haﬂz_1/p’p).

fir £,3,4 wie in (3).

(Die Konstante c(2,p) kann sich von Zeile zu Zeile &ndern.)

Wegen der Beschrinktheit von

2 erhalten wir somit diese beiden
Ungleichungen,

die zu (3) &quivalent sind.

(4) I s c(ﬂ,p)-(”¥”p+“a”2—1/p.p)'

(5) erk(u[ mllp +|ID1Dk(ulﬂ)||p +“1T"1’p

< C(ﬂ;p)-(”fHP+HaH2_1/p’p).

tir ¥,3,8,7 wie in (3), und fiir s €[1,m), 1 2k,1 £3.

Im AuBenraumfall werden wir bei vorgegebenem p €(3/2,») folgendes

Ergebnis erhalten (siehe Satz 8.1, sowie [GT], (7.10)):

¢ die sich mit dem Sobolev-Lemma aus (3) ergibt:

Zu s,t €(3,«) mit t 2p gibt es eine Konstante3c(ﬂ,p,s,t), SO EaB
A r ’ = i 2-1/p,p . 2 (a2, 1)

im? 3 4 8 (3n) eine L&sung .,
zu T €L, (IR™~W) NL(RSM 7, 3 €W .

zu (1), (2) existiert mit

(6) I3 c(n,p,s,t)-(u?np By o *

\
_ -1
+ H?H(1/p+1/3)_1ﬂ(1/t+2/3, Taissezzan Y

Weiter gibt es zu t €(3,«) mit t 2p eine Konstante c(Q,p,t), so
dap fir f,3,9,r wie in (6), sowie fur 1 sk,1 £3 gilt:

N i w33 I
(7) lipy (FIR*SR) +1Dy0y GEIRSA + il

I EN

( ! .
s efap,t)-(IE0 +lall, g0 o+ erjgs

A(l/t+2/3)_1)

Auch fiir die in (6), (7) abgeschitzte L¥sung gilt eine Eindeutig-

keitsaussage, die in Satz 8.1 prédzisiert wird.

Ein Vergleich mit (4), (5) zeigt zwei wesentliche Unierschiedﬁ:
In der Situation von (6) (AuBenraumfall) 1l&Bt sich lIuliS nur‘fur
s >3 abschitzen, wihrend in (4) - also im Innenraumfall - diese
Abschitzung fir alle s €[1,«) mdglich ist. Ferner taucht auf der
rechten Seite von (6), (7) ein Term “?”r auf, mit einer Zahl r,
die kleiner ist als p. Anhand zweier Gegenbeispiele (siehe ?nde
von § 8) belegen wir, daf diese Unterschiede unvermeidbar sind.

Das eine Gegenbeispiel zeigt, daB Y im AuBenraumfall nicht zu

IRB\Q)B- s €[1,3]} geh&ren muB. Das zweite Beispiel bestd-

u{L_(
S . .

tigt, daB sich die linke Seite in (7) nicht gegen einen Ausdruck

der Form

c(ﬂ,p)-("?"p+”§”2_1/p’p)



abschétzen 148t. Auch fiir die linke Seite in (6) ist dies nicht
mdglich. Ein diesbeziigliches Gegenbeispiel kann man sich leicht
zurechtlegen, indem man das eben erwihnte zweite Beispiel etwas
abwandelt.

Die Schwierigkeit beim Beweis von (6), (7) besteht darin, das
Einfachschichtpotential, das bei der Konstruktion unserer L&sun-
gen auftritt, geeignet abzuschitzen. Wir erinnern, daB wir L&-
sungen zu (1), (2) mittels der Integralgleichungsmethode konstru-
ieren, und daB hierbei die AuBenraumlésung als Summe eines Volu-
men-, eines Doppelschicht- und eines Einfachschichtpotentials
dargestellt wird, wie in der Einleitung zu [DvWW] erliutert. Die
ersten beiden dieser Potentiale treten auch bei der Innenrauml&-—

sung auf und werden im AuBenraumfall analog zum Innenraumfall be-
handelt.

Verallgemeinerunagen zu den Resultaten in (6), (1)
findet man in [go], Dort wird (1), (2) in mR" statt 1RS>
geldst, und statt div U =0 wird die Gleichung div O =§, mit vor-
gegebenem 3, betrachtet. Ferner wird ein Resultat gezeigt, wel-
ches der Abschdtzung in (7) entspricht, aber mit den Termen

= 3 —
HDle(u!IR \n)ﬂm,p’"“"m+1,p (m EINO) anstelle von

HDle(u]IR3\ﬁ)Hp,HwH1 p: Auf der rechten Seite der entsprechenden
r

Ungleichung tritt dann "?"m,p anstelle von Ufﬂp auf. Der Autor
untersucht also h&here Regularitdtseigenschaften von L&sungen

zu (1}, (2). Dafiir werden in [so] stirkere Hilfsmittel bendtigt.
In der vorliegenden Arbeit soll dagegen ein elementarer Zugang
zZur Lp—Theorie von (1), (2) gegeben werden, auch wenn dabei nicht
die vollste Allgemeinheit erreicht wird. Einen solchen Zugang
bietet die Integralgleichungsmethode. AuBerdem liefert sie beim
Beweis der L ~Abschdtzungen einige Ergebnisse, die wiederum zur

Selbstadjungiertheit des Stokes-Operators im AuBenraum fiihren.

Zwar bendtigen wir dazu auch noch andere Resultate, so

etwa die Helmholtz—Zerlegung von L2(IR3\§)3; trotzdem bleibt der

Aufwand unerwartet gering. Denn man wiirde erwarten, beim Beweis
der Selbstadjungiertheit des Stokes-Operators im AuBenraum mehr
Miihe zu haben: Geht man ndmlich von den gdngigen Kriterien- fiir
Selbstadjungiertheit aus, so kommt man rasch zu der Frage, ob

it 3 i Sl jektiv losbar ist; d.h.:
(1}, (2), mit a =0, in LZ(IR ~f)~ surjekti

3 3= i o} a von
ob zu jedem 7 ELZ(IRS\H) , und zu a =0, eine Losung (u,w)

(1), (2) existiert mit 3 ELZ(IR3\Q)3. pufgrund des ersten Gegen-
beispiels in § 8 kann man dies aber nicht erwarten. (Im Innen-
raumfall dagegen 1l&Rt sich (1), (2) surjektiv lésen.) Aufgrund
von anderen Standardresultaten {iber selbstadjungierte Operatoren
wird man dann iiberpriifen, ob fiir ein geeignetes x €I~{0} das
folgende Problem in L,(IR’~3)® surjektiv losbar ist:

3 3
(B) — vedR +2A-4 +Vr = T, div 4 = O auf IR™~G;

5 g &
Tatsichlich 1Rt sich dieses Randwertproblem in der gewilinschten
Weise ldsen. Dies zeigen wir, indem wir unsere Ergebnisse liber

(1), (2) anwenden, die wir bereits zur Verfligung haben. So ver-

meiden wir, die langwierige Theorie von (8) aufzurollen.

Weitere Arbeiten, die sich mit dem Stokes-System im AuBenraum
beschiftigen, behandeln gewichtete Normen (siehe [spec]), sowie
den Snezialfall T €C:(IR3\E)3 (siehe [Soll, Thecrem 2.3).




N
Wir setzen nun filir i,3,k €{1,2,3}
_ - a ) . _ &
§ 8. L Abschatzunqen von Ldsungen des linearen Stokes Systems ) IRB\{O} S e z,-z.-zk-!Z[ 5 1R,
im AuBenraum Pijk' A=
=1 aubenraum
P Dann ist
Im Folgenden setzen wir voraus, dag g eine C ’Y—Berandunq hat, 5
mit einer festen Zahl It €(0,1). Dpas bedeutet, dap zu jedem Ele- (8.2) !Pijk(z)l &g =
ment X €30 eine offene Menge Ux in IR3 sowie eine Zahl jx €{1,2,3} 3
und eine Funktion ®, ECZ;Y(prj (U)) existiert mit 3) |p.p (z)] = 8-|z|_3 {1si,j,k,m=3, z ER"S0}).
x {8. m ijk
= {y A 3 i - gy (L £
G0N0, = ly o Y:ix <wx(prjx(y))} Weiter ist fir c €IR™, d €38 mit c *¥d, 1 51,]
3
(Vergleiche mit dem Beginn von § 2.). Fir die in § 3 fixierte Be- (8.4) K..(c,d) = 3/{d-m)- & Pijk(d_c)'nk(d)‘
schreibung 11 k=1
. k. s
= 5 i e bl <1 g2 QHEA,tE{W,...;ﬂ
e (kﬂ'(Ai)‘lsiékﬂ‘(Ci)'lsiékﬂ'uﬂ’(ai)1siﬁk9’(m)1si§k9) Ferner gilt fiir 1353, 1 T
3 =
i t t .
von 3% kénnen wir nun voraussetzen, dag a, €C2’Y(A) ist fiir (8.5) #/ag (¥ P.jk(u(n)-u(c))) n,ou(z)
T<¢ Skn. Aus (2.15) folgt dann, das =]
3 r t
H t " w - ; £ (D P..y) (E(n)-—&(?;))'(—DlEm(i;)) n, ou(z)
e < =
j(Di(nlou})<m fiir 1 24 <2, 1_tgk9, 1$1s3. k=1 meq ™ i3
t h 2
D32 op, 0 =S (0,8 (@140, § () nofice)
Lemma 8.1: Sei 3 ECO(BR)3 und $+?*($) = 0. Dann ist E Lipschitz- k=1 m=1 ™ *J
stetiqg. 3 3 + t
minias ) i t . ,
- r % (@ Pijk)(u(“)'U(E))'Dlum(n) nkou(c)
k=1 m=1
: . b e d . N i 5 5 ¥
Beweis: Die Voraussetzung an § bedeutet (siehe Definition 4,2): wobei der zweite Summand auf der rechten Seite von (8.5) gleich
3
(8.1) ¢.(y) = 2.¢ I K. (x,y)-4, (x) da(x) (y €30, 125 23y,
J ag i=1 i i

3 104

£ t .

(8.6) -3/dn) (I Py (an)-ulz))-ngoule))
k=1

Aus Lemma 5.4 folgt, dan 3 EC1/2(39)3 ist.

\

o 1
= (4-7/3) 8/, (Kij(u(n),u(i))}
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ist. Wegen

D& 1, s Kg (1sms3, 151 52) (siehe (2.20)),

und wegen (8.3), (4.4) erh#lt man aus (8.5), (8.6)

o . flir
l,JEfMZJ},E,nEA,tE{1“.”kﬂL 1€e{1,2}:

3
) ( £k
70 Jafaey{ 2 Py Sm-been Yemolicnr] 5 k- [§(0)~Kiny |72

(mit K, := 72-KB +Q,-4-1/3).
Sei j €{1,2,3}, v,y €aq.

Im Fall [y-y'| 2ep/2 ist

e ' -1
(8.8) l¢j(y) ¢j(y ) o= €5 -4-I¢j|o-!y—y'f,

Im Folgenden setzen wir voraus:

ly-y'| <ep/2. Dann stellen wir
zundchst fest:

8.9 . - ¥
(8.9) I¢j(y) o5ty |

3
= '3/(2Aw)-f z P., -x) - - ¥ '
e i,k=1( jlk(y x) nk(y) Pjik(y —x)-nk(y ))

¢, (x) da(x)]
(wegen (8.1), (8.4))

3
€ 3/(2-m).| s z i -x) - = ' '
e i,k:1(PJlk(y x) nk(y) Pjik(y —x)vnk(y ))

<o, () -4, (v)) da(x)| +
i i

_ll_

3
+3/(2-m)-] X 4 (y)esr (P.., (y-x)-n, (y)-
ik=1 K 8

'

r

r_ _ ]
jik(y x) nk(y 1) de(x)|.
Wir wollen den ersten Summanden auf der rechten Seite von (8.9)
abschdtzen. Sei dazu t E{1,...,kg}. Wegen der Voraussetzung
[y=y*! <eB/2 trifft nach (2.27) einer der beiden folgenden Fdlle

Zua:

1. Fall: Es gibt £,£' €A mit y =8(£), y' =8(z'). Damit findet
man:
; “S(m) eny (y)-P., (v =8 () 0, (¥')
i k=1(Pjik(y G ) eny (¥)=Pyyp (¥ "
« (4,0l (n) =0, (y)) B, (n) an
i it¥ £
o ] - P... (z-8(n)) -0, (2)
= zely,y'}A i,k=1 Jik k
[g-n|s2-|y-y"|
S ($;00(n) =4, (y)) B (n) an
3 2
+J z I (g,-€3)
A ig=1 1= 1 1
[g-nlz2-[y-y'|
y a/az.(p, . (hz)-8(m)en ol as
L B33\ Py (WOEI=0ND) 1 O8EE) g vvp (2-£)

.[¢ioE(n)—¢io%(E)['Bt(“) dn
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3. ly=y"|
< K2.4-n I dr
SR I 1§6)-5tm 7" an ©
p€{g, £ A -3/2
- Y i 1/2 - dn
fo=nl=3-|y-y'| + ryeleme' [ Ky 4 In-cl
lg-nlz2-[y-y'l
+ K, olE-¢"
3 {E g l % t 1/2 P 1/2'L _5‘1/2‘
3 2 1 3 (Beachte: Fir n €A ist |G(n-u(g)| /% sk’ “-In [ :
- i -n| z2-[y-y'|:
z . oA {8/3;1( b P.-k(E(C)-E(n)))-nkoE(c} ferner gilt fur e €[0,7], n €A mit l&=nl ly-y
i=1 1=1 0 A k=1 I
“nlz2.]y-y" ; _
emnlazlyy| & -G(g +o- (-] 2 [n=(g" 40 (- )) ]
§(o)-& & > |n-g| -le-g']
+ P... (U(z)-d(n))-D, (n ou(c))}
ik 17k =£'+8. (E~£!
J T e ) = (1/2) - |n=g] +(1/2) - |n-g] -|&-£"
18 -Fe)1 72 ay a 2 b2y brel s
siehe (2.21}, (2.16))
(mit Ky:= 8-J¢io-(n/3)-Q2-KB: K= I¢F1/2-K3.
diam A HB &
Beim ersten Summanden wurde (8.4), (4.2) angewandt; beim < Ks-iy—y'\ +K6‘i€‘5'j é = T
zweiten die Eigenschaft 3 EC1/2(39)3.)
T2 w
(mit K5:= K2-12-'n; K6:= K4'K3 8-m)
1/2
, : s .2 (diam A) Y.
s Kye Z " [o=n|"" an s K7'[Y_Y | (mit K,:= Kg +Kg (a1
PELE, £} |p-n|s3. |y-y"|

s A
* Eyrje 2. Fall: Fiir alle n €Tr B_, 8 €[0,1] ist |y'+8- (y-y')-u(n)| 2eg/2.
1 - In diesen Fall ist
-5 IE(n)—g(C)!c£Er+s_(a_£l)
O A
g; Lk . '
[g-nl22-|y-y'| ror (Pjik(y—gfﬁ))-nk(y)—Pjik(Y =HR) a1
A 1,k=1
-8 112 an ao

< ($508(n) =4 (¥)) By (n) an
(mit K4:= K3.6.{K1+KB}'

Der zweite Summand wurde mit (8.2), (8.7) abgeschitzt.

Ferner wurde ausgenutzt, das EDl(nkoE)lo SK

g U O SR 3.3
151 <2; siehe (2.20).)

— S T
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3 .
[ t ,
= z [P, Cy=ti(n))|-|n, ty)-n (y')] +
Tr B, i,k=1 L Jik k k
1 3
+1sr = p

Mo dpaliaE ot ge s ) .
L i mE ki (¥ +0- (y-y') -t (n)) (¥ yy) de n, (y )|}

*B (n) dn
= Kgtd {lE(n)hyf—z-Iy-y'l
Tr B
t
1 e -3 1
o)yt (y-y") | 0-ly-y'| B (n) dn
6]
(mit KS:: KB+8; wegen (8.2), (8.3), (2.23))
=2 -3
S Ko+ (42, +8-e,°).r B (n) dn-|y-y'|
8 B B t
Tr B
t
s K -ly~y‘f (mit K, := K -(4~e_2 +8'E_3)'K +f dn)
9 9" 8 B B B A )
Die vorangehende Fallunterscheidung gilt fiir jedes Element
t E{1,...,kﬂ}. Damit folgt aus (2.19), mit K

10°= kg-max{KT,Kg}:

3
(8.10) |s I
k

S i - (Pjik(y—x) 'nk(y)—Pjik(Y!_x).nk(yu))

-(¢i(x)-¢i(y)} de (x)

. - L3
s K e ly-v].

& Q5 =

Als nidchstes wollen wir den zweiten Summanden auf der rechten

Seite von (8.9) abschétzen. Dazu stellen wir zundchst fest:

l : (g)-f
I o4, (y)-
k 1

y=x) - -P.. t=x}.n _(y")) daix)
< R TP "

. -K..{x,y")) dao(x)]| (siehe (8.4))
, ¢i(y)-4.n/3 gn (Kji(x,y) jl(x v

= |2-n/3»(T*(?(y))j(y)*T*(E(Y))j(Y'))

(nach Definition 4.2, mit der konstanten Funktion 4(y) an-
stelle von ﬁ)

3
= 4+ /3 -1lim ' z

fr. (F..3w01®m30,00.,3 ()
cto  i=1t L\

)

-(y+x-n(y)}-ni(y)
= T~-(V(..ﬁty)J1IR3\89,Q(-.$fyl))(y'+r-n(y‘))-ni(y')}|
Jit _
(nach Lemma 4.8)

3
= 4o /3 -lim E

(—K..(x-w-n(y),y)+Kji(x—K‘n(Y')rY'))
k40  i=1 3@ Jz

-¢i(y) dn (x)

(siehe Lemma 4.2, III.))

3
i . -x) . )
= lim | i ¢1(Y"§ﬂ (Pjik(y+n n(y)-x)-n ty

—Pjik(y'+K-n(Y')—X)-nk(y')) dn (x)

(siehe (8.4)).
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(Beachte: Fir n €4, 8 €[0,1] ist nach (2.25)

Beachtet man noch Lemma 4.4, so ergibt sich:
t
iE(s'+e-(s—a'))+K-noE(a'+e-(a—a'))-U(nH 2k,

3
Bl = i . : X} = -x%) - o dag die Abbildung
'i,k=1 @l(Y) gn (Pjik(y x) nk(y) Pjik(y' x) nk(y.)) 5T s (
£ '
- % % =-£
[0,11 28 ij\utz +6- (& 1) :
: S(ereos(e-e" -G} €m
= lim } E ¢ . (y)-r J'1?*.. (y+e-n(y)-x) -n, (v) FienoU(g’+9 /
k40 i,k=1 1 ik SATRRY, Y
stetig differenzierbar ist.).

= Pygx (FTreenly')=x) in (y') =Py (yHeen(y) =x) -ny (x)

3 oLt
{ T Dijik(E(c)+n-nou(C) d(n))

: 2 1
< |g=-g'|- & lf I3
1=1 O m=1

* {(y'+x-n{y*)=-x)-n (x)1 dﬁ(x)1,7
R | !

Pjik
Seien nun i,k €{1,2,3), x €(0,¢5/4], £ €{1,...,k_} festgehalten. . (0.5 (£)+x+D, (n_of) (£}) -ny 08 (D)
Wie oben unterscheiden wir zwei Fille: : L v

t
v 2y (B0 senoli(e)=8(n)) Dy (ool ()

1. Fall: Es gibt £,£' €A mit y =&(£), y' =ﬁ(£‘). Dann ist
3 £
-1 p_p.. (F(2)+eenoli(z)=G(m)

| m jik
(8.12) ’ g{Pjik(}Hx.n(Y)—S(ﬂ))'nk(y) -Pjik(ylh(.n(y')_g(n))'nk(yl) m=1 X 1
‘ t
-(Dlﬁm(c)+K—Dltnmou)(c))-nkou(n)f€:£.+9_(E_Ep)
*
“Py g5 (yHeen(y) =G(n) oy ofin) +Pjik(y'+x-n(y')—ﬁ(n))-nkoﬁcn)}
-Bt(n) dn de
'Bt(ﬂ) dnl
i § So)-& T 2 1 3
= 'i é lillalacl(Pjik(u(a)+m-nnu(c)—u(n)).nkou(c)} = |g=g'|- = l; ;{ ¥ D P_ik(E(;)+«-noE{g)—§(n))
1=1 0 Alm=1 ™
- aae (e, . Eorreen §a-8e Venolim .. do .
1\ ik / Tk Jr=g"+0- (g-£") ,(Dlgm(¢)+K,Dl(nmoE)(g)-Dlﬁm(n))-(nkou{c)—nkoﬁ(n))

“(€1E1) B, (1) dn] ) )
+ 2 (B0 4ol () =H () +Dy (o) (2) +
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3
+ I D

t
e ijik(u(C)+K-naE(c)-E(n))

:
{
{
{i
|

.& (- R O | .
19 () (ny ou(z) nkoutn))fc=£‘+e~(g—g')'Bt(”) dn de

2 r1
< le-g'|- ¢ [ { 1k SO - = -3
f | ié i 24+ |U(z) +x nod(g)-u(n)| 'KB'(’Q'ﬁ]+K)

- t t 1
K, =
8 lato) S [ rig. (gogr) Kg @n do

11

2
+ [eg-g'|- =
=10

fs t + 5
1 £1Pjik(u(t>+x-noucz)-ﬁ{n)).nl(nkoﬁy(;}

- a/anl(Pjik(E(c)+K-noE(c)—§(n))\

/

. Frryon oF 1
(ny ou(z) nkou(n))fi=£'+e-(g-g')'Et(“) dn deL}

(Hier wurde (8.3) sowie (2.20), (2.23) angewandt.).

;
£ K . -£']. Lier t -
e | L1t (ems 1=t |77 an ae

2 1
-ET[ / t
+ |g-g1| E ’é ileik(u{C)+K'HOE(C)—E(n))

Dy (nyeoll) (2) B, (n)

t t +
+ Pjik(u(£)+g.nou(g)—u(n)).(-Dl(nkoﬁ)(n)_Bt(n)+

+(nk°E(Z)—nk°E(”)5'DlBt(")}}c=£'+e-(s—a‘} dndle

- 19 -

(Es wurde K11:: 48-K§-(€é3+€£2) gesetzt. Beachte dazu,
dag

[§(z)+x-n Sio-Sm 1 éeB-IE(c}-E(n)F'zsﬁ-}£~n!:
y&(t)+K'HOE(C)_E{n)‘ 2z, fiir n,t €4;

siehe (2.25), (2.16). Beim zweiten Summanden wurde

ausgenutzt, daB (nko{i)-Bt ECT(A), Tr B, cA.).

s Kypole-e'l

+ |g=g*]- (E(:)+K-nDE(C)—E(ﬂ))

1

™M

ey
10l 3K

£ " t 1 .
- (D] (o) (2) =Dy (Mot (M) fropryg. (gmg') B (n) dn a8
21 t t t =2
+ |g-g'|-2-Kg-S f{!u(t)+w-nuu(z)—u(n}
0 A
iR B 1L
[u(z) U(”)ch=g'+e-(g—g') dn da
(Hier wurde K12:= K11-4-w-diam A abgekiirzt. Beim letzten

Summanden wurde (2.20), (2.23), (8.2) ausgenutzt.)

L-Z

= Ky

1
cle-g'| + K o-le-gther II\E(E)+K-no%(t)—E(n)
13 3 A{

e Ve &0 -8 D g rvge (gmgry @0 0
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[ & - '
i = P.. +ee-nly)-tu(n))-{n (y)-n _{y'))
(mit Ié,r B 1 ]lk(y % ¥ L k k
s e L {
K13:: KB-Z-max{H?"{Dl(nrou)): 1<1:2, 1-r«3,1 ‘s'kﬂf 1 . \
+/ I D P..k(y‘ﬂ-n(y')—u(n)M-(y‘y‘ﬂ-n(y)—n-n(y'))} da
+ 2-K§; o m=t ™I
- : ! ; ; t |
wege% (8.2). Beachte: H (D) (o)) <o, weil @ Ll G ST O B )—nkuu(n))}-Bt(n) dn]|
C”’" '-berandet ist.)
1 ~ I s I\y+»<-n(V)—lqE(n)[_Z-K <ly-y'!
lemg' | -(Kyy + Koges 7 1Gte w0 (e-e))-5m) | 727 an a0) | G I : B
\ M2 1454 / t
5 ~ 1 t =3
E 1=+ i : ET vy = . -y . - - '
(mit K14:: K13.EB.H+KB Y); wegen (2.16), (2.25)) + é 24+ |y +een(y')-u(n)+6: (y=y'+x-n(y)-<-nly DR de
1 -(!y—y'HK'KE'|Y-Y'|)'2}'31:(71) dn
£ K [1BE7 (mit K, _:= K <2em. (di Yy 1
15 [e~£"] mi 15 12 +K14 2.7-(diam &) '/Y) (mit (8.2), (8.3), (2.23))
s Kog-ly-y'l.
| < K16-|y—y‘[-f {(lE(nJ"ﬂ-K)_Z
| T Bt
2 Palls |y'+6-(y—y')—5ﬁn)\ 268/2 firn €Tr B . Jetzt ergibt 1 / \-3
: ! + I ,\!y‘+e-(y—y'J—E(n)|~»c-ln(y')+B'(n(y)—n(y'))l}, ds
sich: Q2
{ . -Et(n) dn
(8.13) J fleik(yﬂ-n(y)—u(n))-nk(y) ~Pjik(y'+xln(y')—5(n))‘nk(y‘)
A i g 5 . "
(mit Kigt KB+24 (‘r+(98/2) KB)f
£ t
= Py (el =R )] Sny ollin ) i - beachte, daB « =ep/4 vorausgesetzt wurde.)
+ P, (y'+eonly ) =E(n) 0, oli(m LB, (n) an
jik 'Y ¥ 1 o Gkl s (X ! !
| s Kooely=y'|-r B, (n) dn
! i Tr Bt &
; (mit K,ot= K, - ((eo/4) 2+ (cp/0) )
! MEE J99°7 Bqg” 28R ‘g :
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Hier wurde die Voraussetzung im 2. Fall sowie die

Eigenschaft « ézB/4 angewandt.)

= K.IS-}y—y'[ (mit K, ,:= K

18 17°%g* L dnd.

A

Die vorangehende Fallunterscheidung gilt wiederum fiir alle

t €{1,...,kﬂ}. Setzt man also

Ko gi= 9. ¢[O-kn-max{K

13:Kqg3 -

so erhdlt man aus (8.11), (8.12), (8.13) und (2.19):

3
; e . "_x)en (y')) da(x) |
(8.14) ‘li i: ¢i(y) J;Q(Pjik(y 5E) nk(y) Pjik(y %) nk(y }) da(x) !
=5 B L]
$ Kot ly-v'l.
= . . i i .9), (8.10
Setze K, := (K10+K19) 3/(2-7). Dann ergibt sich aus (8.9}, ( )
und (8.14):

Loy () =a5 0y ] s Ryoely-y* .

Dies gilt im Fall |y-y']| <eg- Beriicksichtigt man (8.8), so folgt,

= max{Kzo,d-ag]-i¢.[o} eine Lipschitz-Konstante zur Funk-

K
daB j

21°
tion ¢j ist.
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Satz 8.1: Seien a,b €IR, a <b. Sei f:[a,b] »TR eine Lipschitz-
stetige Funktion. Setze M:= {t €[a,bl: f'(t) existiert}.

Dann ist [a,b]~M eine Nullmenge. Definiert man f£':[a,b] IR durch

£f'(t), falls t €M, und durch £'(t):= O sonst, so gilt fiir
X €E[la,b]:
.4
f(x) = 5 £'(t) dt +£f(a).
a

Beweis: Siehe [Roy], S. 104-108, insbesondere Corollary 5.14,
Problem 5.16 a).

Lemma 8.2: Sei F:A - Lipschitz-stetig, i €{1,2}. Dann gibt es

it ot otk Bl ol ol

eine mefbare und beschrénkte Abbildung diF:A»E, sc dap fiir
G EC;(A) gilt:
S 4.,G-F dx = -~ fG-D.F dx.
i i

A A

Beweis: Sei f €{Re F, Im F}. Wir betrachten o.E. den Fall i =2.

Zu a € (~a 'ﬂg) sei

2
—— - - ] : :
Na' {t €( uﬂ,mn). (f(a,.))"(t) existiert.}
Wegen Satz 8.1 ist (Haﬂ’uﬂ)\Na eine Nullmenge, denn f(a,.) ist
Lipschitz~-stetig (a E(_aﬂ'aﬂ))‘ Wir definieren

dzf(x):= lim sup (f(x
h-0
h#*0

1,X2+h)—fﬁx1,x2))/h filr x €A.

Dann ist sz meBbar. Wegen der Lipschitz-Stetigkeit wvon f ist
dzf beschrankt, und fiir a E(—uﬂ,un), E: ENa ist

dzf(a,F) = (f(a,.))"(t).



Sei nun G ECl(A), g €{Re G, ITm G}. Sei a E(_ag'“g) festgehalten.

Wir widhlen o E(O,an), so daB Tr g(a,.) = (-c,a). Setze

Ma:= {t €l-a,0l: ((£-g)(a,.))"(t) existiert}.

Nach Satz 8.1 ist [*u,u]\Ma eine Nullmenge. Definiere die Abbil-

dung Pa:[—a,u] - IR durch
P_(t):= ({f-g)la,.))'(t), falls t EM_, Pa(t):= O sonst.

Mit Satz B.1 ergibt sich dann:
a
0= (f£-g)le) - (£-g)(-0) =/ P () dt.

—-o

Fiiy % €Naﬁ[—u,u] ist aber t EMa und
Pa(t) = dzf(a,t)-g(a,t) +f(a,t)-D2g(a,t).

Da [—a,a]\Na Nullmenge und Tr g(a,.) c[-e,al], folgt nun:

)

o =17 (dzf(a,t)-g{a,t) +f(a,t)-D2g(a,t)] dt.

=a

Q

Weil hierbei a beliebig aus ("“9'“9) war, haben wir:

0= i(dzf-g +f-D2g) ax.

Lemma 8.3: Sei L €C2(IR3\{O}). Es gebe ¢ >0, so daB

(8.15) |L(z)| sc-lz|™', IDyLiz)]| se-|2| ™2, |p D L(z)]| sc-|z|”

fir myl €1 152:30 2 EIR3\{0}. Sei Y:3R »T Lipschitz-stetig. Dann

ist die Funktion

aus W

g:38 3x » [ Lix-y)-@(y) da(y) €T
30

Z-1/E0T 50y fdr £ €[1,9).

k
Y9
Beweis: Es ist g = I g , mit
i=1
(1) i i :
(8.16) g 13 dx - [ L(x—u(n))-wou(n)-Bi(n) dn € @ (1 =1 skn)
A

(siehe (2.19)). Sei nun i,t E{1,...,kp}, o €(0,1), 1 €{1,2} fest-
(1) 5

gehalten. Wir zeigen, daB Dl(g OE) existiert und zu c%(a) gehdrt.

Dazu untersuchen wir die Funktionen

(8.17) Rys= (g(i’oﬁ)|(ﬁ)'7(ntxal;2) und

(i} t s

R,:= (g ou)|(u)_1(At Nag .

Wir betrachten zunichst R,. Es ist Tr Bi CA1/4 (siehe (2.14)), so

1
1/4 1?2) il

dan ﬁ(n) EAi EHF n €TF Bi. somit ist flir p E(E)—1(At\Ai

fur n €Tr B, die Differenz | G(p)~8(n)| grémer oder gleich

8= min(dist(an\nl;zrﬂl/4)= 1srskp}.

(1) t

GemdB (2.12) ist &6, >0. Damit folgt, daB g ou auf der offenen

Menge (E)"1(At\ﬂz/

1

)

) stetiqg differenzierbar ist, mit

o+

£ i
| DR =8 () D8, ()

™MW

(8.18) 3/3p (g o) (p) = s
F A v

<@oti (n) +B, (n) dn

flir o E(E)_T(At\AI/Z).



o, DY
@ g

+ DvL(E(C(O))—&(n))-Dlegu(c(a)}}'(om-pi) de
Weiterhin folgt, daB es K, >0 gibt mit ]a/apl(g(l)oﬁ)(u)\ £K : :

1 1"

. e i
fiir p wie in (8.18). Jetzt findet man fir p,p’ 6(5) 1(At\hl 2) -wou(n)-Bi(n) dnl
mit [p=p'| 26, (2:Kg) ' : : ((8.18), (8.21), Mittelwertsatz)
{8y % i AT, e S _
(8.19) |a/3p; (g™ oW} (p) =3/3p3 (g™ oW (") ] s 7B (man 630 (6,727 ke (5,/2) 2R,
i 1 1 |
-1
< - . . . -t
§ BeBpfy Kgolu=pt] . ol Kg-lp-p'l].

Ist dagegen Die worangehende Ungleichung ergibt sich aus (8.15), (8.21) und

] (2.20). Aus (8.17), (8.19) und (8.22) erhdlt man:

Fe=y |

) mit Jp-p'l <8, (2-Kp) L ' i
=1 1/2

(8.23) R, € C{(u) (At\Ai )}.

(8.20) o,0' € (E)’1(At\Al/2

1

1/4

so ergibt sich fir n €Tr B, cA (ahLE e Enllq), und Fir

6 €[0,1]: d Wir betrachten nun R,. Zu « E(O,EB] setzen wir

Kb =1

(8.21) 1&(p +o- (o= ) -H(m | = [So)-dm | - 1Fpr+0- (o=p"1)-H(p") | | (8.24) 6"+ (D)7 (a N 30 -
> 6, ~Kgele-(p=p*)| (wegen (2.20)) ‘ > 1 LCi(o) - (n) =k -noli(n) -woli(n) B, (n) dn € L.
A

5 51/2 > 0 T te=1
Wegen (2.25) ist G° €c' ((4) (A NA5)), mit

Flir p,p' wie in (8.20) findet man nun, mit der Abkiirzung

1y e i 3 . .
plsiaes RriEirel G elSrilis 2/90, 6(p) = & I b LE(e)-t(n)=c-noli(n)) D & (o)
v=1
(8.22) 13/30, (5" ol (0)-0/201 (0 Y ol) (a1 | | ~@oti(n) B, (n) &n,
3.2 143 . . fir o € ()7 (ANA,), © €(0,e50.
= If I ¥ 74 % DD L{I(z(8))-t(n)) ' t
Av=1m=10 ‘y=1 "V |

t‘(wit wurde vor Lemma 2.2 defi-

niert.) Dann ist fiir p E(E)_1(AtﬂAi), v €{1,2,3}:

Zur Abkirzung setzen wir V¥:= Wi
E
m oy

t
D8 (£(8))-Dd (£(0))
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£ I £ TR _ i
Dluv(o) = Dl\ul{u) (Atﬂﬁi))v(p) = Dl(uow)v(p)
2 n .
= m£1 DU, (¥(p)}-D ¥ (p).

Jetzt folgt fiir « €(0,egl, p E(E)'1(AtnAi):

(8.25) 3/39,6" (o)

3 ; :
b DvL(EDW(p)—ﬁ[n)—K-noﬁ(n))

ey

I

A v
2 gy - i

-(mf1 DmuvoW(p)-Dlwm(n))-wou(n)-Bi(n) dn

D\)L('I:.iio‘k'(p)—%l(n)—K'noljifn))

< (0,8 o¥(p)-D & (n)=k-D_(nol) (m))

1

- B/Bnm(L(%oW(p)-ﬁ{n)-x'noﬁ(n))}I'woﬁ(n)-Bi(n} dn

2
=f T D.¥ (p)-f (p,yn,k) dn,
A m=1 1'm m
mit

£ (7 (a, nn,)xAx[0,e,1 3 (p,n, )
m‘ t 1 I B r r

3 . . -i
- I DvL(ﬁoW(p)-ﬁ(n)-n-nou(n))

-0 b 0¥ (p)-D & (n)=c-D_(nod) (n))-woli(n)+B, (n)

_29_

+ L{%ow(p)—%(n)-K-naﬁ(n))-(dm(mo%)-Bi+{wo%)-DmBi)(n)
€ (0,).

Die letzte Gleichung auf der rechten Seite von (8.25) folgt aus
Lemma 8.2 (partielle Integration). Beachte: Tr Bi <A, @ou Lip-

schitz-stetig. Die beschrinkte Funktion dm(woﬁ) (1 <m £€3) wurde

in Lemma 8.2 definiert. Fiir « E[O,EB], o E(E)-E(At nAi), n €A,
me{1,2} ist

(8.26) [£ (o, n,x)

< 3vce [ho¥ () —En) ool (n) | T2 Rge (1 ¥ (p)=n}+e) - Lo L Kg

+ e v (p)=li(m) =k enoti(n) | T+ (1a_(0ol) | +lol ) Kp

(mit (2.20))

< K2-|W(G)‘H“1

. T . T
(mit K, = 3-c-(eg+eg ) ]| K3

+ c-5%1'(12§§' Idn(woa)lo+|wio)-KB ).
,jka

1sng3

Bei der letzten Ungleichung wurden die Abschdtzungen (2.16) und
(2.25) ausgenutzt.

Jetzt ergibt sich fir § >0, « €[0,ep], ¢ E(E)'1{At N e
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3
(8.27) T [D.¥ (p)]-r [£ (p,n,x)| dn
=1 lm A m !
[¥(p)-n|=s
s 7 2-KB-K2-|W(D)—n|'1 dn  (wegen (B.26),
|¥(p)=n|<s
S Kyr8  (mit Kyi= 2-meKp-K,).

Speziell

(8.28) H:

wohldefin

FHT p,p' E(E)’1(nt ) mit p #p', n €A mit |¥(p)-n] zz-xé-lp-n-l,
(2.25), (2.21), (2.20), (2.16)):

k € [O,EB]

3 3

mit § = 1 +diam A, « =0 folgt, daf die Funktion

& nap) 3, -

iert ist.

, B E[O,1] gilt (siehe

2
) Dle(p)-i fm(prﬂ,o) dn ET

m=1

(8.29) | (¥ (p*)+e- (¥(p)=¥(p’)))—Hi(n)=x-nof(n)

I

I

Y

cpr | Bl (o +e- (¥ () =¥ (p*)))=E(n)

(2.20))

EE-(|%ow(p)—%(n){—lé(v(a')+e-(w(p)—w(p')))—&(W(p))i)

EB.(|ﬁow(o)—%(q)!—KB-!w<p)-w(p')|}

EB'\

(142} -EB-‘|‘P(;)}—ﬂl

=

)\

(1/2)-e5-K3la=0’| > 0.

i - 2 i
{‘ﬁov(o)—%(ﬂ)]—Kg-‘p—p'l) z GE'(IW(D)—ﬂi-KB'lD_D |

\
/

=3 =

Somit ist fir p,p',n,x wie in (8.29) und fiir v €{1,2,3} die Funk-

tion

(0,11 36 » D\L(%(W(p'}+9-(W(p)-W{o')))-%(n)-K-na&(n)> € ®

v

stetig differenzierbar. Nun ergibt sich mit Hilfe des Mittelwert-

satzes, fir p,p'.n,x wie in (8.29), me{1,2}, und mit der Abkir-
zung I (8):= ¥(p"}+e-(¥(p)-¥(p')) fiir 6 €[0,1]:

(8.30) [ £, (pyn,e)=E (p",nyx)

1 3 i % ’
s |z R RN {[ = oppdiore)-tm-cnobin

w]
tC

=

=
—

p & (r(8))-p_& (n)=x-D_(nod) (n)

DuL(%(r(s))—ﬁ(n)—K-no%(n))-Danﬁv(r(e))}

-@oili(n) -B, (n)

3 . 7 3 5
+ x DUL(ﬁ(r(e))—ﬁ(n)—n-no&(n))-Dnéu(r(a))

-(dm(moﬁ)-Bi+(@oﬁ)-DmBi)(n)} dei

. o i i n =3
Kglo=o'|-7 U9'C'|u(T(9))-u(n)-«-nou(n)|
o U

-Kg-(lr(e)-nl+m}

+ 3.c-|dcreey)-di(n) ~c-nolitny| 2

+ 3.c- [ (7 (8)) - (n)-x noti(n) | "2-K

(mit (2.20))

2
B

1

'KBJ.|in.KB

-t (oo} | +le] )

3
/

1
[ d

[
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% : :
S Kyelp=p' |/ [3(r(e))~ti(n)-k-noii(n}]| % da
(o]

(mit K,:= KB-c-([9-(sg1+1)-K§+3-KB]-\mio-KB

2 i
+ 3-KE-(max[:dr(moa)|G: 1sr=2, 123 zkn}+}m]0>);

wegen (2.25))

< K4-(EB/2)_2-|p—p'l-lv(o)-n[_2 (wegen (8.29)).

Jetzt findet man folgende Abschitzung, fiir p,p' E(E)"1(At na)

mit p #p', £Ur n €A mit |¥(p)=n| ZZ-Kg-!p—p'l, und fiir « €[0,¢p]:

2 2
- o 1 % 1
(8.31) .m£1 Dy¥_ (o) fm(m.n,K) m§1 Dlwm(p ) fm(p (MK

2
s I 1D1wm(o)—nlwm(p')l—tfm(o',n,K)

2
+ ] T Dy () (p,nse)=£ (o' nse))
i

< lo=p|KgeKye ¥ (p)=n] ! 420Kk, - (e5/2)”

(mit (8.26), (8.30), (2.20))

K5-ID-D'1-1W(0)-HI_2

[’

. A ¥ " 5 . N . -1
(mit Kg:= KB K, diam A + 2 Kg K4 (98/2) ).

'\D—p'|'!W(D)—n|_2

. e
Damit ergibt sich fiir p,p' € (U)

- 33 =

1(nt nAi) mit p #p’, K E[O,sB],

o €(0,1):
2
(8.32) |r = Dlwm(p)-fm(p,n,m) dn
A m=1
2
vy, [
-/ I Dy (p')-£ (o ,n,x} dn
A m=1
S z i)

e€fp,p'} {nea:]w(p)—n!s2-K§-Ioﬂp'[}
2

| £ Dlwm(i)-fm(ErH,K)i dn
m=1

+ 5
{n€a:|¥(p)-niz2-Kg-|p-p'l}

2 2
I Dpy¥ (p)-£ (o,n,k) - T Dlwm(p')-fm(p‘,n.xi dn
m=1 m=1

< z ! 5
E€{p,p'} {HEA:1v(g)—n!g2-K5-|p—p'1}

Dlwm(i)-fm(irnrk) dn

+ 2 KS-\o—o'i—\W(s)—nl_z dn
{nEA:Iw(D)—nrz2-KB-Ip-p'l}

(mit (2.20), (8.31))



2
S ZrKgeKpe (14Kp) - |p=o"]

+K5-|p-p‘]-(diam L‘.)j_a-_f 2
{DEA:‘*?(;:)~n|&‘2‘K3' lp-p"|}

'W(D)_ﬂ‘“3+u dn

(mit (8.27))

S Kﬁ-lo—ﬂ'fa

o

(mit K, := 2.K -K;-(1+KB}-(diam LR

6 3

1 -1+o

+ K- (diam A g™ -(Z-Ké) ¥

4 | "
Sei p € (U) {At ﬂAi). Flir alle n €A gilt folgende Konvergenzaus-

sage:
2 2

>3 Dlwm(o)-fm{o,n,.c) - I D

(p)-f _(p,n,0) flr «i0.
m=1 m=1 m

lwm

Weil aber aufgrund von (8.26) und (2.20) fiir n €A mit n #%(p) und
flir « E[O,EB] gilt:

2
% -1
Im§1 D ¥ (o) £ (0yn,)| S KgoKye|¥(p)=n|™",

erhdlt man nun mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue, sowie mit
(8.25):

(8.33) D1G"(p) = H(p) (x+0), (H wurde in (8.28) definiert.)

Andererseits folgt aus -(8.27), mit &8:= diam A, sowie aus (8.25):

- 35 =

=)
p €(U) (A NAD).

(8.34) |ch“(o)| < K,-diam A fir « €(0,e4l,

Ferner erhilt man aus (8.25) und (8.32):

(8.35) |D,G"(p)-D;G"(o")] s Kg-lp=0"|®

g o
fur p,p’ €(0) (AL NAL), €1(0,¢e5].

Jetzt kann man mit dem Satz von Arzeld-Ascoli schlieBen, daB es

eine Folge (Kn) in (O,EB] mit folgenden Eigenschaften gibt: Kn¢0

K
(n »w); (DlG ) gleichmiBig konvergent. Wegen (8.33) bedeutet

dies:

DG " L H (n-w) gleichmiBig.

Aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue folgt andererseits, fiir
p E(E)_1(At ﬂAi) festgehalten:

K

G n(p) - R2(p) {(n »=) (siehe die Definitionen in (8.24),

(8.17), (8.16)).

Somit existiert DlR2 und ist gleich H; ferner folgt:

n 2
DG 7 = D4R, (n »=) gleichméBig.

Nun erhdlt man aus (8.34), (8.35):

1

[ o =
(8.36) DlR2 € C ((u) (At ﬂAi)) fir o« €(0,1).
- o e~
Weil (E) 1(At ﬂAi), (E) 1(At\A1/2) offene Mengen in A sind, weil
ihre Vereinigung gleich A ist, und weil 1 beliebig aus {1,2} war,
folgt aus (8.17), (8.23), (8.36): g‘tlofiec’ (a).




Sei wiederum 1 €{1,2)} festgehalten. Wir folgern nun noch aus den Mit (8.37) (8.38) folgt: D (g(i)mtl) €C (A). Hierbei war 1 €{1,2}
i i i (i) t o ; - . . 5 gt: Dy . P
bisherdgen, Ergebrdszen, dap Dl(g ou) €C7(a) ist. Setze dazu und « € (0,1) beliebig. Wegen [FJKI], S. 330/331 bedeutet dies:
5,1= dist(aa~a 0170, p gVl € 0TV () fur rel1,e), 1e1,2).

Aus der ersten Abschitzung in (8.15), aus (2.18) und Lemma 4.1

folgt, das g(l)oﬁ beschrinkt ist. Somit haben wir:

GemdB (2.12) ist &, >0. Fir p,p' €A mit |p-p'] gsz/KB ist

2

(8.37) |p (g ol (pr-p (g o) (o) ' gWol e /T oy pur x L1,

Weil t beliebig aus {1,...,kn} war, bedeutet dies:

s 0z 1D, (g oy (21| s 2-maxt|D R | . DR, |}
telo,o'l ° (1) , ,2=1/r,r
d g E W 'T(aq) fir r €[1,=). o
52 max{|DlR1|o,|91R2|O}-(KB\%)“JD—D'|“,
2 ‘
wobei DR | . [DRy| <= wegen (8.23), (8.36). Korollar 8.1: sei ¥ €c®(am)> mit 0 = $+7*(¥). sei L ec®(m3~io}) i
wie in Lemma 8.3 gegeben, und sei j €{1,2,3}. Setze ‘:,
‘I
f
Sei p,p" €A mit |p=p']| <8,~K. . Es kann nicht eintreten, daB &190 3% » (f L(x—y)-‘}'j(y) dmy))1<jg3 € ﬂ:3. Hl
- - an . I
o t(E) 1(At na;) und o ﬁ(%) 1(At\A1i/2). Denn sonst wire H(p) €Ai, ||
; - 2-1/r,r ; Qe |
7 Dann ist Ew T(an £ lle r €1 .
aber E{p') Eﬁtnhi/z CA:._ 2. Das wiirde bedeuten: IE(p)—E(p')i EX P Jann 1St g wdB) U0 Bl (1) |
also: |[p-p'] 26,SKg (siehe (2.21)). Widerspruch! Ebenso erhilt '
- A ; inition 4.1 bedeutet dies:
man einen Widerspruch, wenn man annimmt, dag p’ f(E) ‘IU\t nAi) ufgrund von Lemma 1.7 und Definition bedeute ies |
B |
Bl 172 £=1 y

und p € (4Q) (At\Ai ). Jetzt kann man folgern: p,p' € (U) (!\tﬂAi) V(.,?)\Bn € wz_i/r’r(aﬂ)S. 4 ¢ ,G;Q;, I‘.‘l ||
oder p,p' € {EJ_1(At\A1 2). Daraus und aus der Definition wvon . |

RW’RZ in {8.17) folgt:

Beweis: Nach Lemma 8.1 ist ¥ Lipschitz-stetig. Damit folgt die

(8.38) IDl(g(i)oE) (p)—Dl(q(i)oE) ("] Behauptung aus Lemma 8. 3. a

o

£ max{|DyR,[ ,[DyRy[ F-lo=p"[",

wobei |D1R1\G,ID1R2[0‘ <o gemdf (8.23), (8.36).




Lemma 8.4: Sei ¥ €¢%(28)° mit 0 = ¥+7*(¥). Sei r €(3/2,=). Dann
ist (., 9 |uew ).

(Die Menge U wurde in Definition 7.1 eingefithrt. Zu Q{(.,¥) siehe

Definition 4.1.)

Beweis: Wir erinnern, daB U EKS(O)\ﬁ, mit S aus Definition 7.1.
Sei

L:TR~{0} 3z u[q EIR.

Sei y €{1,2,3}. Setze

M :1R> 3% » f Lix-y)-¥ (y) da(y) € €
Y 30 y

Nach Korollar 8.1 ist M |ag ew? 1/TiT (30) . Weiter ist

MYfIR3\an ec™(m3~an). Wegen 2K (0) c1R3~sa folgt:

2-1/r,r

MylaKS(o) (] (3Kg{0)) (siehe Lemma T4

Jetzt hat man (siehe (7.30)):

2—1/r,r(aU)_

M |30 € W
Y
Es ist MY ECO(IRS) nach Lemma 6.1; also: M |U €c®(T). Schlief-
¥
lich gilt fiir x €U:

AXMy(X) = gn AX(L(x—y))-\Fy(y) daly) = 0.

Aus Lemma 7.12 folgt nun: MY]U €w2'r(U). Dies gilt flir y €{1,2,3},
3

so das = DM |[UEW
=1 i i 4

11T 5y, Fir x €U ist aber

- 39 -
3 3 1 & 1
I DM (x) = /7 I 8/ex Lix-n)-¥ (n) da(n) ={a{x,¥), | _l.
y=1 Y7 aq y=1 4 ¥ L =
so daf die Behauptung folgt.
Lemma 8.5: Sei r €(3/2,=), E EL1(IR3)3 ﬂLr(IR3J3. Sei u(f) die

in Satz 1.4 definierte Funktion.

3)3 Es ist v(?)|en aus

Dann gibt es V(F) € [U(f)] mit v(F) ec®(m
2—1/r,r(an)3

P (30)° fiir ein p €(0,1); ferner gilt: ¥(F)|an €W

Zu r €(3/2,=), t €(3,»), mit t 27 gibt es M, (r,t) >0, so daB fir
3,3 (3,3 .
£ el Am™7 L (W) gilt:

19 [0l g/ o Hu(-b—}»wu-z—_—,,—/;i H.2
s M, (x,t)-No(t,x) (%),

wobei wir zur Abkiirzung folgende Schreibweise verwenden:

No(t,r) (E):= [T +IEI +IEl .

1 1

(1/t+2/3)" (1/x+1/3)"

Beweis: Sei r €(3/2,m), t €(3,o) mit tzr, F €L1(IR3}3 nLr(IR3)3.

Wir betrachten fiir k (-ZIN0 die Funktion ﬁ(?)LKs+k(O), wobei S in

Definition 7.1 eingefiihrt wurde. Wir stellen fir k EINO fest:

1a(E) | (o)l

S+k

< VDl(KS+k(O))1/r_1/t-ﬂﬁ(?)}KS+K(O)Ht
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(r,t,k)-IEI 4

<M _
Ty (1/t+2/3)

. . 1=/t :
(mit M (r,t,k):= (Vol(Ks+ ) 9 P6(t)'

s P k

siehe (1.29)).
Weil auBerdem nach (1.30), (1.31) gilt:

o, 3(F) [k, OV € 9P (x)-IEl i
1 S+k T 7 (1/r+1/3) 1

1D, Dy U(E) [Rg g (O), < 9-p10cr)-u?nr

S+k

fiir kK €N, 1 <1,m <3, folgt fir k € :

(8.39) I1G(F) K CH PR rzfr,t.k)-No(t,r)d“)

S+k 1

(mit M 2(r,t,k):= M

1,1(r,t,k)+9-P7(r)+9-910(r)h

1,

Wegen r >3/2 gibt es nach [A], 5.4 (9), (10) eine Zahl p € (0,1),

und zu k €IN eine Funktion v, €C” (K (O))3 mit skWK (@)

k S+k

(0) f£.4. Das bedeutet zundchst einmal:

S+k

3(E) [Kg i

g T gt 2 o =% o i
vl\Ks+k(O) = v, f.d4. fiir 1,k €W, 1>k.

Weil ¥V, und ¥ stetig sind, gilt die vorangehende Gleichung auch

1 k
ohne den Zusatz "f.4i.". Damit gibt es eine stetige Funktion
3 ec®m?y? mie G(f)iks+k(0) =v, fir k €IN. Das heiBt:

- _ i - ) 3
V(F) =u(f) f£.4., v(?)\xs+k(o) ec’ (Kg,, (0))° fiir k €.

Insbesondere ist ¥(¥)]ag €C”(3a)>. SchlieRlich folgt aus (8.39)}
wegen U =K (0)~0: S(®tu ew? T (), und

LB e e i ) g 4

e St S

_41..

(8.40) "v(f)|U”2,r = M1'2(r,t,O}-N0(t,r)(f)-

Nach Satz 2.1 ist [v.(D)]asu] = RU([vj(f)[u]), und nach Satz 2.2

2=1/1,

gilt: RU([vj(¥J\U]) €W Tlan),

HRU([vj(?)[U])H < RBéU,2,r)-R[Vj(¥)IU]"2,r (1s3<3),

2-1/xr,xr
mit BU aus Definition 7.2.

2-1/r,r

Hieraus und aus (8.40) folgt: v(f)|aU €W U 3;

1% (E) ] aull s M1(r,t)-No(t,r){?)

2-1/r,r

(mit M, (r,t):= 3-M

1,2(5/t/0) Rg(0,2,0)) .

Die Abschidtzung

1% (£) | aal = I¥ (%) | avll

2-1/r,r 2-1/r,r |
|

] P

gilt nach Auswahl der Beschreibungen von 3Q|und 3U in Definition |
[ g ¢

7.2 (siehe (7.30)).

2-1/r,r 3

Lemma 8.6: Zu r € (3/2,=), B €W (302 nc®(am)? gint es

¥ Ew2—1/r,r

(323> nc%sa) ? mit ‘

- 6 O -
(8.41) B - © o (B)-¥(.,¥
m=1 O

) -1/2)- @Thy.,  LH
[

(Die Funktion c:CO(aﬂ)3 4@6 wurde in Lemma 6.12 definijert.

¥ wurden vor Lemma 6,12 ausgewidhlt.)

YoV

2-1/r,r

Zu r €(3/2,=) gibt es M,(r) >0, so daB fiir B €W (39)°> ncClaq) 3

3% >
und fiir ¥ wie in (8.41) gilt:




I (4(%,B) ®RADI, + Do (7.0

s M (r)-(u@’ur +[IBI

2 )

2-1/r,xr

F s - 2 é
(a,B EINo mit 1 ,Iul* <2, \Bi* 1)

|G{¢’.S)|D < Mz(r)-(llwr+u8\[ ¥,

2-1/r,r

(Die Funktiocnen ﬁ(ﬁ,ﬁ), r(W,B) wurden in Satz 6.4 einge-
fiihrt.)

Weiterhin gilt: Dl(uj(?,g)EIR3\§),hn(¢,g) eL2(1R3\§) (153,123).

SchlieBlich gibt es zu s € (3,«) eine Zahl Ma(r,s) >0, so daB fir
B,? wie eben gilt:

LB [RAEN < mg(r,s) - AT +IBI i

2-1/r,r

Beweis: Sei r,E gegeben wie im Lemma. Nach Auswahl von ¢(k) gilt:
ﬁ(k) +?*($(k)) =0 (1<k <6); siche dazu Lemma 6.10 und Definition
5.2. Aus Korollar 8.1 folgt:

2-1/r,*

=2 3
UL,wm)HanE w (30) (1 5k £6).

Aufgrund von Lemma 6.7 weifBl man:
T T ) 00 € c®30)° flr 1 sk =6, o €(0,1).

Nach Lemma 2.5 gibt es « €(0,1) mit B cc®(20)°. (Beachte, das be-

reits vorausgesetzt ist: B ECO(BR}S.) Jetzt folgt fir YqrereaTg ET:

6
B - m; ym-\_/'(.,\v(m)) €W

2-1/2.% (5033 nc® (amy 3.
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Zu m €{1,...,6} kiirzen wir ab: c := cm(b).

Nach Satz 6.4 gibt es ¥ ECD(BQ)B, so daBf (8.41) erfiillt ist. Weil
die linke Seite in (8.41) zu c®(5a)> gehsrt, wie eben begriindet,
folgt aus Lemma 5.4: v ECQ(39)3. Nun erhdlt man aus Lemma 7.8:

¥ 2—1/r,r(3ﬂ)3' sowie:

v el
- - 6 = | L
(LI P— R (r)- (b —m; cm-v(.,w(m)){an||2_1/r'r + II}-HI). .
Daraus folgt mit (6.36):
(8.42) "w“2—1/r,r S M2’1(r)-(HbH2_1/r’r+HWHr}

6
(mit My | (x):= Ry (x) - (1 +m£1 Ls(r"“V‘-r‘?(m)”*’“”2-1/3:,9)-

Nach Lemma 7.15 gilt:

Iln(.,@')lullhr S Ry (0¥ g gy e

Nach Lemma 8.4 ist uQ(.,W(m))iUn1 , <~ fir 1sm<6. Beachtet man
N r
noch (6.36), so folgt:

e (E,By Ul |3 My 5 (r)- (HBII;IIW!Z_”rfr)

6
2(r):= R11(r) + I L

(mit M, 2 6(r)-IIQ(..w(m))]UHLr).

Setzt man M

i= . g i 8. :
2'3(r). szz(r) (1+M2’1(r)), so erhilt man mit (8.42)

(8.43) Hw(W,b)[UH1’r < M213(r)-(HbH2_1/r'r+HWHr)y < o9,

4

W/
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3

i - - = —_— o 3 =3
Well n(¥,B)/ IR~ € C (IR™~R)~, gilt nach Lemma 7.14:

2-1/x,r

- = = 3
u(¥,b)| 9k (0) € W (3Rg(0)) 7.

Gemdf Satz 6.4 ist

2—1/r,r(aQ)3'

(8.44) U(¥,B)|on = B ew
Jetzt folgt aus (7.30): 4(¥,B)|au €w? /T T (3u)>. wegen (8.43),
(8.44) und der Differentialgleichung, die von ﬁ(@,ﬁ) erfillt
wird (siehe Satz 6.4), kann man nun Lemma 7.12 anwenden und er-
hilt:
(8.45) lu(¥

i

Es ist aber
- =3 =3
13(¥,B) | akg (@5 _q /0 o

< R, (r)-3- max I g 1Da(u.{?,8)!m3xﬁ)laKS(o)IO
12353 a€lN .

|al,s2

1o

(siehe Lemma 7.14)

s -laly-1, S+
$ Ry (r)-3- I sTI&T g (x) - (¥ Bl )

10 a€IN

|a] 452

3
e}

(gemdn Satz 6.4; beachte: S >L7; siehe Definition 7.1)

s M (r)-(HWHr+HbHr)

2,4

,B) iU".’J_,r s Ry (U,x) - (I¥n(¥,b) |l Hr +la(y,b) | auhzq/rjr) g

e N W

- 45 =

(mit M, ,(r):= 3-R,_(¥)-Lg(r): I g-lale

1o
aeIN

2,4 ).

3
(e}
|al x52

Mit (8.44) und (7.30) erhdlt man jetzt:

4 T) = . = -3
(8.46) ||u(?,b)|aU||2_1/rJr S M, g(r) (bl 2—1/r,r+“‘”"r)
(mit M, g(r):= 1+M, ,(r)).

(8.43) und (8.46) setzt man in (8.45) ein. Es ergibt sich:

(8.47) llaf( ,b)lUHz'r < Mzrﬁtr)-(HbH2_1/r'r+HWHr)

(r):= Ry(U,xr)(

(mit M2,6 9 M2’3(r)+M2’5(r)).

Weil es‘nach [A]l, 5.4(8) eine Zahl M (r) »0 gibt mit

2,7
. 2
lol, sM, (x)-lloll,  fir o €W Ty ne(w,
folgt insbesondere
| |
(8.48) ?,8) |0l s (IR 2 ik
IR(F,B)|ul g s My ge)- (B, 0 #IT ) L AL

-

(mit M B(I):: M2’7(r)-M2'6(r)).

2,

.. 3,
Fir g €IN_ mit |8], s2, t €R mit t>3/(]8],+1), 3 €11,2,3) ist
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i

i Entsprechend findet man fir j,k,1 €{1,2,3}:

3 d————;
(8.49) D (u, (F,B) [RKg Oy .
;: HDle{u.(V,B);IR3\EHr + oy w (7, Byl
N % —t(| 8l 1) a )1/t - J
< Lo (x)- (NN Bl Y- (f 5 lvl Y |
? T mhE " 190+
¢ a M2,12(r)'( ¥ F 2—1/r,r)
(siehe Satz 6.4) !
i (mit M2'12(r):= M2,6(r) +M2'9(r,r,2) +M2’3(r) +M2’1O(r,r,1);
< M, 9(r.t,|6|*)-(HTF’HrJrIIB'IIr) ,; wegen (8.43), (8.47), (8.49), (8.50)).
4y S—b(v+1)+3\1/t |
(mit M, 9(r,t,\)):= Ls(r)-(4-n-(t-(v+1)‘ Y / ! ¥ Fiir s € (3,=), j €{1,2,3} ist
L2 |
far v €{0,1,2}}. { s .
Huj(W,b)[IR \RHS < M3(r,s)-(H?HI+HbH2_1/r’I)
B i 3/(18] 4+2) i
. £ lg <1, £t €IR mit t > ! * !
Ebenso findet man zu B EINO mit | [* : (mit M3(r,s):= Mz S(I)-VOI(U)1/t +M2 9(1’,5.0):
r r

eine zahl M, 1O(r,t,i8|*) >0 mit
' wegen (8.48) und (8.49)).

L1810 - NN HIBI L) :

(8.50) IID (ﬂ("xﬁlg)lm:s\ﬁs(o))“t < MZ,'IO(r't .
8 ' SchlieRflich haben wir fiir j €{1,2,3}:

Jetzt folgt flr j,k {1523k
= =
luj(W,b}}o

3 = - =
1Dy (ag (F,B) [RADI +lw (8, )

s M )= (il _ SHEL) +L8(r)-(anr+uhHr)-s

Z'S(r ?/I,

= 33—
¥,b ,B) | IR T~K, (0Nl
: "Dk(uj(w'b)!U)“r +"Dk(uj(w . * i (wegen (8.48) und Satz 6.4)

- o - 3
+ In(3,B) |0l Hir(3,8) | R7kg (0 ) )
=M (x) - (190 _+B)

2,13 2-1/r,r)

= - . »
5 M2'11(r)-(Hwﬂr+HbH2_1/r’r) (mit M2’13(r):= MZ'S(r) +Lhglr}-s ).

0
9(r,r,1) +M2'3(r) +M2'1O(r,r )

; sz +M L :
bk M2'11(r). M2.6(r} 2, Die im Lemma behaupteten Abschidtzungen folgen nun mit

mit (8.43), (8.47), (8.4%), (8.50)) .

M2(r):= 3-(M2’11(r)+M2’12(r)+M2'13(r)),
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und mit M3 wie oben.

- 3 -
Sei 1,1 6{1,2,3%. Wir zeigen noch, daB Dl(uj(w,b)|IR ~0) und
7(3,B) zu L, (R <) gehdren:

Abschitzung (8.49) gilt mit £t =2, 8 =e,. Ebenso gilt (8.50) mit
t =2, 8 =0. Also haben wir

- o 3 = 3 3\
Dl(uj(w,b)IIR3\Ks(o)), (¥,B) [IR"~Kg(0) € L(IR™Kg(0)).

von (8.43) und (8.47) weiB man:

— - - .
b, (g (@,B) |0, (T.B)|vew .

1,E
Nun gilt aber im Fall r 52 wegen [al, 5.4(%); W () CLZ(U). %m
Fall r z2 ist klar, da U beschrinkt ist: W' '~ (U) =W "7(U). In Je-

dem Fall gilt also:

Dl(uj(ﬁ,g)lu); n(¥,b)|U € LZ(U)'

- 3 =3 3.=.3
Definition 8.1: Zu r €(3/2,®), £ €L (TR™NA) ALy (IR70)
2w VT 03 sei

W@ (G ey T |

3.= 3.=
Die schwachen Bbleitungen Dk(u.\nz ~Q), Dle(uj}IR ~q)

existieren fiir 1 £3,k,1 3, und es gilt:

v AR RINT) 49 = T £.4.;
aiv (B m3>G) = o £.4.,

qon = 3 £.4.5

-
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3= 3= 3=
Dk(uj|IR ~a), Dle(uj|IR ~), m, Dy € L _(IR™>),
D. (u IJ:R3\§) 7 € L (IRONT)

k3 4 2 d

fir 1 <4,k,1 £3;

del (moe)? fur ¢ 5(3,m).}.

Die Elemente von Lg au(?'g) sind also L&sungen des Stokes-Problems L@ﬂ
r

im AuBenraum, mitirechter Seite £ und Randwerten a. Der nichste

Satz zeigt, dag Lg.au(?,g) nicht leer ist. §4qp
r

Satz 8.1: Sei r €(3/2,=), T ELr(IR3\ﬁ)3 nL1(IR3\§)3,

2 €w2—1/r’r(aﬁ)3. Sei g die triviale Fortsetzung von T auf IR3.

= o 3 T
Sei a €C(30)” mit a =a f.ld. (siehe Lemma 2.5).

Es gibt ¥ € W VT (50)3 nc(a0) 3 mit

(8.51) - ¥(g)]|an +§-m§1 cm(—'\?{é’)!ané)v?(.,if’(m))lasa
= (—1/2)-@”%)@)). LJL
Fiir solche Funktionen ¥ ist
(G(EHH(@',-?@HBné), n(§)+w(@‘,-?r{§mn+§)> € L%fau(}f,a). L

(;(a) wurde in Lemma 8.5 eingefiihrt; n(a} in Satz 1.4;

oy 2 2
c:c®(a0) 2 ~a° in Lemma 6.12; WT,-T () |20+3), (¥,-v(9) | ag+3)

in Satz 6.4. Die Funktionen E(1)""’$(6} wurden vor Lemma 6.12

fixiert.)
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Es gilt folgende Eindeutigkeitaussage:

- r > .
Sind (3,,p,) . (i, py) €Ly fF,8), so ist

- - s 2
W, =Was Py =p, f.d.

Schlieflich hat man folgende Abschdtzungen:

2u r €(3/2,%), s,t €(3,®) mit t>r gibt es Zahlen M, (r,t) >0

3 o B 35
Mg (r,s,t) >0, so das fiir T el (R7Nm)7 Nl (IR78),
r = 2
2 ey /70T (50)3, sowie fir (¥,p) ELﬂradf,a). 3,k,1€11,2,3)

gilt:
33 3.3 + lIp, pll
(8.51") HDk(wleR ~aill o+ UDle(ijIR ~a)l, Ipll WPl

< M4(r,t)-(mo(t,r)(?)+H?|2_1/r,r)?

3 —
IIWj | m~all . \,

A
< M5(r,s,t)-(No(t,r)(f)+"a"2ﬂ1/r'r + 11 1) -

(1/s+2/3)"

(Die Abkilirzung No(t,r) (f) wurde in Lemma 8.5 eingefithrt.)
Die AbxUrel 9

= .
Beweis: Seien 3,3,3,3 wie im Satz gegeben. Nach Lemma 8.5 gibt es
P 3 " ;
o, €(0,1) mit v ]en €c 1(sn)”. Gemds Lemma 2.5 gibt es p, €(0,1),
= P .
so daB a €C 2(39)3. Schlieflich weiB man von Lemma 61

6 2z, = 3
T cm(—G(E)Iaﬂ+a)-V(..@{m))\Bﬂ e c”(an)
m="1

fiir alle p € (0,1). Zusammen folgt: Es gibt o €(0,1), so daB
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=3 = 2 o - 3
¢, (~V(9) [aa+a) V(. ¥ )00 € cPaq)’.

=
a

- = 6
- v(g)|eam+a- ¢

m=1

221/707 50y 3 ist (Lemma 8.5,

Korollar 8.1), existiert somit nach (6.35) und Satz 7.2 eine

Funktion ﬁo ECQ{BQ)3 nw2'1/r'r(ag)3, welche sowohl (8.51) als
auch folgende Abschdtzung erfiillt:

Da diese Funktion auBerdem aus W

(8.52) 117 s By (x) - 1-9(3) | a0+

2-1/r,r 2-1/r,r"

2—1/r,r(aﬂ)3
n c®(sa)>, fir welche (8.51) zutrifft. Die Giltigkeit von (8.52)
setzen wir nicht voraus.

Im Folgenden sei ¥ eine beliebige Funktion aus W

Wir setzen zur Abkiirzung

-

= (D | m3a + UH,

"

-
=V
-
-V

¥
=
¥

A
I

- =2
(g) | 3a+a),
-

g

= w3 AT + wi () | 2043 .

r
Dann folgt aus Satz 6.4, 1.4 I), sowie aus Lemma 8.5, 8.6:

Tec® i3 de n

Lr{IR3\n)3;
tE(3,=)

die schwachen Ableitungen Dl(uj[IR3\§), Dle(uj!IR3\ﬁ), D, 7 exi-
stieren, und es gilt:
D, (u, [ RND) , v € L_(R*F) nL (R\);
i i Ty r 2 '
D D, (u,|IRF),D v € L_(R~T) (1s3,1,ms3)
m1l 3 ] r Samel T :

Insbesondere ist also = Ew1'r(IR3\5).

=
Ferner ergibt sich aus (8.51) und Satz 6.4: GEBQ =a. Weiterhin

weiB man von Satz 1.4 I), 6.4 und Lemma 6.5:
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5 =
- viARIRINE) 4vr = g mIG = 7 £.4.,

div(u| R*A) = o f.4.

Zusammen haben wir also: (3
(u,n) € Q au(? =

Als néchstes zeigen wir die im Satz behauptete Elndeutlgkelts—

aussage. Sei alsoc (¥ :P1)r(v +P5) EL u(?,a). Setze v:= 31-32’

":= p;-p,. Dann ist ¥ ec®(m \R) mit viaQ =0; ferner gilt:
GIIR:;\E L 3. = s
| € t(IR ~a) flir t €(3,w),
D (vlm\m DD, (v |IR ~7), (DT € L (IR \m
D, (v.| R <7) L(Rr37), £t
V5 ;T € Ly(IRPNT), fir 153,k,1 53;
(8.53) - v.A(Y|RNT = d., div(¥|m3g
) +Vn = 0 £.4., Qiv(V|IR~T) = 0 f.1.

Sei . & i i I
el ¢ €C_(IR”). Dann gibt es R >0 mit frr QR =K,{0). Die Menge

Tmsiae o : P
frs KR(O)\Q ist ein beschrinktes Gebiet mit C2—Berandung; es ist
T P . .
an' = an UBKR(O). Weiter gilt fiir j €{1;2,3}:
(v.-0) |77 € coam : 20T (g0
58] cT@n, (vieofet ew (@'), (vj-z)]aa* = o.
SchlieBlich ist D, (v [2*) und v|a' aus w'r¥(n ) (1 23,k £3). Jetzt

kann man Lemma 7. 13 anwenden und erhdlt fiir 1 =4,k <3:
S DD (v.lar).v,. = -
L, DyByelvs) Yevgee dx é Dk(vj!ﬂ')-nk(vj-;lﬂ') dx,

;D Vv, . = .
L k(w[ﬁ ) Vj z dx = é' n-Dk(vj-c]Q') dx.

Wegen Tr ¢ NIRRT € o' bedeutet dies, fiir 1 <7,k £3:

-

D, D (vjEIR3\ﬁ) vj-c dx =

Lty R
=~ [, (v 3@)2.¢ + D (v, | RNG) -v, D, 2} ax,
w1 k'3 i k]

S 4 _ D wev.er dx =
m3>ag K 1
[ 3w 1
==/ 5 _ 9D (v,|IR™D)-f +n-v,:D, g dx.
m3ag U ki ik

Wir bemerken nun, daB Dk(vj!IRB\ﬁ), T €L2(IR3\§),
v.|IR3\5 ELt(IR3\§) fiir t € (3,»), sowie vy ECO(IRs\Q).

Insbesondere gilt:

3.5 3= :
vj-Dka(vj|IR \ﬂ},vj-Dkn € thoc(m ~Q) 295k 23) ;

Beachtet man noch (8.53), so kann man Lemma 1.11 anwenden und er-
hdlt: v=0 f£.t4., » =0 f.d. Somit gilt: %‘1 =V, £.4., py =p, £.U.
Wegen der Stetigkeit von 31,;2 heiRt das: 31 =§2.

Zu zeigen bleiben die im Lemma behaupteten Abschdtzungen. Seien
(f 3a). Ferner sei ?o die zu Beginn des Beweises

2-1/r,r

also (d,m) ELg
ausgewdhlte Funktion aus W (89)3 nc”(an)3. qo erfiillt also

(8.51) und (8.52). Damit gilt nach dem ersten Teil des Beweises:

-, =

{ @+, -V (@) [20+3), 7 (G)+m (T —V(g)lama)} € Ly Lo ).



Aufgrund der eben bewiesenen Eindeutigkeitsaussage ist damit

-

v{g) +ﬁ(¢o,-$(§)|an+3),

-
u

B
i}

() +n(¥o,—$(§)lag+§) £.4.

Nun kann man ﬁ,n mit (8.52), Lemma 8.5, 8.6 und Satz 1.4 I) ab-

schidtzen. Man stellt zundchst fest:

3 — =
(8.54) Huj\IR \ﬂ”s < 3-P6(S)-Hgn 1

(1/s+2/3)"
+ My(r,s)- T +1-¥(@) [aa+all,_y 0 )

fir s €(3,=), 1 <3 =£3; siehe (1.29) und Lemma 8.6.
Weiter folgert man aus (1.30), (1.31) und Lemma 8.6:

B ax
(8.55) HDl(ujIIR ~all, + Bl
+ Mz(r)-(ﬂWoHr+H-V(g)Ian+aH2_1/r’r

/

£ 3.2, (x)-Idl 4
(1/r+1/3)

fir 11,5 £3;

3 =
(8.56) "Dmnl(uleR \n)ur + HDln"r

- - > 2
< P10(r)‘Hqu + Mz(r)-(HWOHI+H—v(g)[aﬁ+a"2_1/r'r)

£fir 1 $9,1,m53.

Nach Lemma 8.5 ist aber fiir t € (3,=), t zr:

)
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(8.57) I-¥(@|aol,_ 4, s Mw(r,t)-No(t,r)(?).

Mit (8.52) folgt fir t €(3,»), t2r:

(8.58) nﬁ.e’olir s (r,t)- (No(t,r) (F)+I3l, )

My .4 -1/r,r

(mit M, ,(r,t):= R‘T(r)-(M1(r,t)+1)).

4,1

(8.58) und (8.59) setzt man nun in (8.54)=(8.56) ein. Es folgt
fiir s,t €(3,®) mit tzr, 1=£j,1,m=s3:

3 = 3§
HDl(ujIIR sl + HDle(ujiiR \Q)”r + Nl + "Dlﬂ“r

s M4(r,t)-(No(t,r)(¥)+uau )

2-1/r,xr

(mit M, (r,t):= 3-P,(x) +P10(r) +2-M2(r)-(M1(r,t)+M4'1(r,t))},

sowie:

1)

3 = -
lhug [ RONT 5 Mg (xys,t) - (No(t, ) (?)+||a||2_1/r'r+ﬁ

2 o
(1/s+2/3)

(mit M5(r,s,t):= 3-P6(s) +M3{r,s)-(M1(r,t)+M4(r.t))- o
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Wie man aus Satz 8.1 ersieht, unterscheiden sich die L_-Abschdt-
zungen im AuBenraumfall wesentlich von den entsprechenden Ab-
schitzungen, die sich im Innenraumfall ergaben (Satz 7.4).

Ist nimlich r €(3/2,=), 2 €L (RD> a5 (D>, 3 ew? "/ T n)
sowie (ﬁ,n) ELE au(%,g), so fallen vor allem zwei Eigenschaften
auf: Erstens giﬂt Satz 8.1 nur dann eine Abschitzung von “ﬁ"r'
wenn r >3 ist. Zum zweiten tritt auf der rechten Seite von (8.51")
nicht nur die Lr—Norm von % auf, sondern es erscheint auch die
Ls—Ncrm von ¥ mit Zahlen s, die kleiner sind als r. Wir haben die-
se Besonderheiten in der Einleitung bereits angesprochen, und

geben nun die dort angekiindigten Gegenbeispiele.

7/

Zur ersten Eigenschaft 148t sich leicht ein Beispiel angében, wel-
ches zeigt, daB im allgemeinen HGHr =w gilt fir r €[1,3]. Man
betrachte ndmlich den Fall

e = K,((2,0,0)), § = 10,0) .

(x
K, {0)

Dann ist 3 €L1(IR3)3 nLB(IR3)3. Wegen Lemma 8.5 hat man:

2-1/s,s

(@) |20 ew (32)> fir s €11,31.

Wir setzen nun

?:= 3 m7, 3:= (D) |20,

Dann liefert Satz 1.4, Lemma 8.5 und die Eindeutigkeitsaussage in
Satz B.1:

=

F@ [®~e, (DR € 12 (3,3 fur s €(3/2,31.

Andererseits gilt fiir fast alle x EIRB\K4(O) CIRB\ﬁ:

Vi@ =1 @ xey ] T gy P eyl T ay
K, (0)
1
! {8-w-v)_1-fx—y\—] dy
K, (0)
P — 1x17" ay
K1(0)
=T x7" (mit Ti= (4-ﬁ-u)”1-VO1(K1 (0))).

Das bedeutet fiir s €[1,3]:

gy _lvy® % axz s [vy (B) (x| % ax
G

Was die zweite Besonderheit angeht, auf die wir oben hingewiesen
haben, ndmlich die niedrigeren Lp-Normen von T auf der rechten
Seite von (8.52'), so wollen wir zeigen, daB diese niedrigeren

Normen nicht beseitigt werden kdnnen:

Lemma 8.7: Es gibt keine Zahl c € (0,=) mit folgender Eigenschaft:

(8.59) Fiir alle T eL1(m3\§)3 nLZ(rR?’\E)E' und fiir

(@, el au(F0), 15Kk,3 53 ist

B
HDkujJIR ~all, s c-llZl,.
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N
Beweis: Sei R0 € (1VL7,m) mit L7 aus Satz 6.4, so grof gewdhlt,
daBg

(8.60) Rc"G—L‘;'6 > rR9:6/2 fur R2R_.

Sei R € (Ro,m) . Wir definieren eine Funktion LD:IR3 -IR, indem wir

fir y €IR3 ansetzen:

= 4

oly) = |y| , falls L, <]yl £R; @(y):= O sonst.

zu j e{1,2,3}, = E]ZR3 sei

(3) _
T () = CICORL I PRI

Dann ist f(]) €L1(m3)3 ﬂLz(IR3)3, und f(j) ist die triviale Fort-

setzung von ?(j)]ml\ﬁ auf den ‘l_'R3 (beachte: ﬁcKL {0)).
7

Wie im Beweis zu Satz 8.1 erliutert, gibt es eine Funktion
203) . ,3/2,2 3.0 = U .
'}’O EW (ag)” nc-(an)”, die sowohl (8.51) als auch die Ab-

schédtzung

(8.61) uvgj)u s Ry (2) -1

qya,5 S Vagly g o

erfiillt (1 £5 =3). R_:,. wurde in Satz 7.2 eingefiihrt.

Sei nun

@3, 03 ¢ Lgrau(f(j)\IR3\ﬁ,O) (1s353).

ta.62) 3 = @I +G<¢
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Fiir fast alle x EIR3 ist nach Satz 1.4, Lemma 8.5:

3 . 3
: v, =z 15 B enley) dy
3=1 J j=1 IR 13
3 < o 2 ~3
= T [ 5 (8-7ev) (| x=y| T+ (eL-v) T lxeyl ) ro(y) dy
j=1 IR )73
-1 -1 -2,4
= (2+m-v) = | %~y vl *7dy.

KR(O)\KL (0)
7
Fir x €IR° mit |%| z4-R hat man also:

3 .
(8.63) Dy( X v. 23y ) =
i=1

LY

KR(O)\KL7(O)

-2,4

-3
(x3-y4) - %=y "yl dy.

Wir verwenden im folgenden die Abkiirzung

(8.64) Ke:= {x e m3~{0}: x3-\x!'1 21/2; |x| z4-R}.

Fiir x €Ke, vy eIR” mit [y| €R ist

-1
(8.65) x5-yy = (xg-[x|" ) -lx| -y5 = [x[/2 -]yl

v

z Rz |x-v|/5 > 0;

(8.66) [x-y| £ |x| +R s 2-|x]|.
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Jetzt folgt filir x EKe:

3 ()
(8.67) - py(z v (E?)
j=1

(10em9) 1o s Ix-y| ™2 1y
KR(O)\KL7 (0)

-2,4

s

dy

{wegen (8.63), (8.65))

3 (40-7ew) x| T2 ly dy (wegen (8.66))

6

[

0,6 .0 =
c?-(R ' —LT' ). | x|

(mit c,:= (40-11-\))—1-4-17-0,6_1)

-2

n

e, (B270/2) - | x| (siehe (8.60)).

Damit ergibt sich folgende Abschdtzung:

3 .
(8.68) (s Ipgtz v.E|? an’/?
Ke =1 7

6. f -1 =% . Nrre

2 (c,/2)-R%"°.r X oy {2y %] )| x| dx
1 Vi3, (o) *(1/2:=) 73 )
R
(mit (8.67), (8.64))
© /2 p
= (01/2)-R0’6-(2-w-f ! X(1/2 )(sin 8)-r 2. cost dsdr
. 4.R =n/2 e

(Ubergang zu Polarkoordinaten; siehe [RT3], 80.8, 80.10)

N1/
/

_61_

(61/2)-RD'6(C?AR_1J1/2

n/2

(mit cy:= (n/2)-r

P (sin @) -cos®

X
, f1/2,=)

e

beachte: Cqy >0)

- e -RO'1

1/2
3 ).

(mit cq3= (01/2)v02
Wir stellen weiter fest:

3 , :
(8.69) (; | = uJ.(ﬁf’éJ),-6(?(3’)lan)(x)|2 dx)1/2
Ke j=1

MW

S Lg(2)- a¥iIn, «13@9) jaan )
j=1

«iF o %1% ax) /2

IR \Kq_R(O)

(siehe (6.38); beachte: R 2R aLT)

™M W

H LB(Z)'(R%(2)+1)‘A

19 @3y aall 5+ (1-R
3=1

(wegen (8.61)

-1/2,
]

i

ci R

B o salt
4 f vt )fn"1’2

1

2 e it Lo 1/2 .
(mit c,:= LS(Z) (R7(2)+1) m Rg(Q,1,2);

nach Satz 2.1, 2.2)

da;

=Ty 172



A

A

c

4 =1
3 2 ?(j)
+ = lip v( M)
k=1 K e
1720 2 a9 (3)

AR .j§1(uE n12/11+u¥ lg/s
(mit c.:= c,-V3-3-(P (4)-\!01((1)1/4 +3.P.(2));
5° 4 6 7 '
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3
w2, 3 (VO1(9)1/4-H3(?(3’)|QH4

mit (1.29), (1.30))

3.

R
3.c 'R_1/2'{(4'ﬂ'f
5 i 5

%6

(mit c.:= 3-c -((4-n-(—2,4-12/11+3)'

=172
cg'R -(Hw"12/]1+uwﬂ6/5)

(-2.4012/1142 5 11/12

d
g

R
+ (d«w-S T
L

7

-2,4-6/5+2 dr)5/6)

1

_1/2.(RD’35+RO’)

R

1,11/12

+ (4.F.(u2,4-6/5+3)_1)5/6>

(mit c,:= 2-c6; beachte: R z1).

+

Sei nun angenommen,
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daR es eine Zahl ¢ mit Eigenschaft (8.59)

gibt. Zusammen mit den bisherigen Ergebnissen erhalten wir dann:

3 .
(8.70) c3-RO’1 s (/ |Dy(x v (2993 (2% axy /2
Ke j=1 7
(siehe (8.68))
3 ) ) .
= f[ 'D ( b (u!j)+u.(3(j),-3(?(j))189))\(x)!2 dxv/2
‘\KE 3‘3':1 il ] ©° ) }

(wegen (8.

62))

3 (4) . 15
< g- ned I, + e-R°°""° (siehe (8.59), (8.69))
j=1
- | . -0,15
= 3.c Hmtz + coR
= .5
P g8 dy)1/2 # opeR o,
K_(0)~K, (0)
R T
’

< 3-c-(4-w-(1,8)‘1)‘/2.L;°'9 & cT-R_°'15-

Hierbei sind die Konstanten ¢, ¢

4 von R unabhdngig. Weil Abschidt-

zung (8.70) aber fir alle R E(Ro,w) gilt, hat sich ein Wider-

spruch ergeben.
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§ 9. Der Stokes-Operator im AuBenraum ist selbstadjungiert man als Skalarprodukt von zwei Elementen F,G aus ﬁ;:2(m3\5) den
Ausdruck

Zundchst zitieren wir einige Ergebnisse liber homogene Sobolev- 3 .

R . I X D,f-D.g dx, mit f €F, g €G

rdume und einen Satz zur Helmholtz-Zerlegung von L2-Réumen. Da- IR~g i=1 = 1

bei berufen wir uns auf [SiSol1] und [SiSo2].

ansetzt. Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Repri-

sentanten f €F, g €G.
Definition 9.17: Sei

3 Satz 9.1 (Poinegaré=-Ungleichung): Zu R>0 mit b CKR(O} gibt es eine

(IR°~R): Die schwachen Ableitungen

712 (w3 = {u €Ly 10c i 5
d 5 Konstante C(2,R) >0, so daB fiir u €W’ (KR{O)\E) mit

Dyu existieren und gehfren zu LZ(IR ~n),
1 1z udx =0
fir 1 <i sn.p, EL(0)~q
gilt:
Ferner sei
3
- flull, s cla,R)- £ ol ,.
'H‘O’ (mB\ﬁ):= {u E'H1’2(IR3\_§): Es gibt eine Folge (¢,) in i=1

=5 3 =

C,(IR™~0), so dag ID;u-D 4,0, 20 (k -e), ) ]

_ Beweis: Fiir R € (0,») mit @ cK_(0) ist K_(0)~T ein C -berandetes,
fir 1 <1 <3, und Il (u-¢ ) [K_(O)~RIl, =0 (k »=), — ) ) R R
—_ s k R 2 beschrénktes Gebiet. Damit folgt der Satz aus [FJK], 5.11.3. a

filr R >O.}.

Definition 9.2: Sei R >0 mit 2 <K_(0). Dann setzt man
SchlieBlich setzen wir _— —_— R _——

i _ - _ 1,2 3= ) 1;2 3=
H1'2(IR3\Q.);= {[f]: £ eH1'2(m3\g)}, B 79 (m7~q,R) := iu eEN ' S(m ~Q)y: s _udx = 0};
o o KR(O}\R
(Das Symbol [ ] bezeichnet Aquivalenzklassen in F . _ bezlg- 1.2 3 - [ v 5 3
IR0 H "“(mR7~q,R) := el uw €l " (m \E,R)l.
lich der Relation "fast Uberall"; siehe § 2.) f

~

H

Nach Satz 9.1 und [SiSo1] wird %1'2(IR3\?2‘,R) Zu einem Banachraum,

1.2 (E3\§,R) den Ausdruck

]
|
| =

Nach [SiSo1] wird der Raum H;'E(ms\ﬁ') zu einem Hilbertraum, wenn wenn man als Norm eines Elements F €
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3
¢z o2,
i=1 +

mit f €F, wihlt.

Man zeigt leicht, dapf dieser Raum sogar ein Hilbertraum ist, wenn

~1,2 3=
man als Skalarprodukt von zwei Elementen F,G aus H (IR "~8,R)

den Ausdruck

3
r ! 3 D.f-D,g dx, mit f €F, ¢ €G,
i=1t m%~g * *

ansetzt.

Wir werden spiter das folgende technische Lemma aus [SiSo1] bend-

tigen:

Lemma 9.1: Sei u EW1’2(IR3\§). pann gibt es eine Folge (u ) in

_ 3.
c1(m3\m, so daB uk(x) =0 fiir x €TR° mit [x| 22k und

3
2
121 “Dip_DipkHZ -0 (ks

Definition 9.3: Sei

Hz(IRg\ﬁ):= IG ELZ(IRB\ﬁ)B: Es gibt eine Folge ($k) in

1

CZ(IR3\§}3, so daB div ?Sk =0 fiir k €IN und

o> ¥ 1-
13,-3, =0 (k ») 1

1

3=, _ J EI- 3\—
HZ(IR ~Q) = 1[u]. u €H2(IR Q)I.

- B

Nun k&nnen wir das angekiindigte Ergebnis iiber die Helmholtz-

Zerlegung von L2(IR3\§)3 formulieren:

Satz 9.2 (Helmholtz-Zerlegung): Der Raum L2(IR3\5)3 ist ortho-

gonale Summe der Unterrdume HZ(IRB\E) und

{[Vul: u Eﬁ1'2(IR3\§)}.
Beweis: Siehe [SiSo2].

Wir kommen nun zum Beweis der Selbstadjungiertheit des Stokes-—
Operators im AuBenraum. Wir beginnen mit einigen technischen

Vorbereitungen.

Lemma 9.2: Sei r €(3/2,%), § €L, (M > nL_(m>~® 7. Fur

- r =
(u, ) eLQ,au(g,O) (siehe Definition 8.1) gilt dann:

. =
{Dj(uj!IR ~o) | ax =/ 5 I g.-u. dx.

3
v 3 = z
IR™~Q i,3=1 IRONT §=1 J ]

Beweis: Sei i,j €{1,2,3}; sei p E{w,Di(ujJIR3\§)}. Nach Defini-

tion von LE

(3,0) ist p €L (RT)
Q,au 2 "

; oo 3 P
Sei ¢ ECQ(IR ). Sei R>0 so groB, daB Tr ¢ CKR(O). Dann ist

(uj=c)|KR(O)‘-§z € CO(KR(O)\Q);

2,r

(uj-c)lxR(o)\ﬁ € W (KR(O)\ﬁ);
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(p-0) |RL (OISR € W' T (kg (0)1NT) 5

(uj- t))a (KR(O)\n) = O

Jetzt folgt aus Lemma 7.13, fir 171 %35

i
KR(O)\SE KR(O)

Weil Tr q)cKR(O), heipt das fir 1 Lo e

- - { 3.5y}
peu, dx = I3 pryDy@ ujﬂp-Dl(uleR ﬂ)) ax.

(9.1) f D.e
=33 ! J mR-~n

Insbesondere gilt (9.1) fUr & =iy» filr k €N, wobei r,k in Lemma

1.6 definiert wurde .

sei ¢ €(0,3), 8:7 2. (3+e)/(1+e). Dann ist 1/s +1/(3+) +1/2 = 1

und -s+3 <0O.

Weiterhin ist

3
uj € L3+E(IR ~0)

o 3=
ﬂ,Di(uleR ~o) € L, (IR ~Q)
so dap flir n €IN, 1 <1 £3 gilt:

I p-Dyz-u, dx| = fa.ll,, =lell,-lc il
IR3\§ 1 3 j 3+s 2 ns

1/s _(-s+3)/s
< lluj|l3+E-Usz-P4(s) n '

3=, )
D.p+LCsu. @& = — -(D -u. +e-D (u.| IR0 dx.
priliy, A r a\lwujwllji )

wobei die letzte Ungleichun
g aus Lemma 1.6 folgt. W =,
bedeutet dies: ’ sgen e =e

9_2 r . .
( ) 5IR3\§ peDyo Uj dx - 0 (n-=),

Man findet nun filir n € IN:

3
(9.3) r r el -
IR3\§ 3=1 %313 hy O

3

I _ I (-v-afu, IR3\_ S
}RB\Q 3=1 Ji c Uy an+Dj“'uj'(.Dn) dax

3
= y» T r =
/ 3._{(Di(uj|m “9))2%; +

i, 3=1 IR™~Q n

+ D, {u !]:R'B\_g) -
s su.-D,
ity 3 sk dx

3
m-D, (u, .
1 IR3\E{ J(uj‘m i) En*"'uj'D-E 1 dx

(wegen (9.1))
3.5,,2
3 (D.(ujIIR ~2) ) = s

D'(U-Im:g\ﬁ)-u -
73 5 Dicn ax

(beachte: div(u\ma\ﬁ) = 0)
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Es gilt: Di(uj!m3\5) ELZ(IRB\E) (1 &3] ¥ 30 r;nbﬂ ~1 e

fiir % EIR3. Jetzt erhdlt man mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue:

_ =42
(el 2 g (0, (u | R3~m) 2 ax » £ 5 _ (Di(u.IIR3‘~QH dx
m*a o A ° R™~2 :

(n =) .
: -+ = 3 e = T pc
Ferner ist u|IR™~R ELGCIR ~P) (wegen u €Lg au(g,O)), so daB
I

3 3
f . T lg,uldxs X
misg =t 7 A =

| Huj“G'ngHG/S <

Hier wurde ausgenutzt, daB l!qjhﬁ/5 <o (153 £3), wie aus
F} ELr(IRB\ﬁ)E' nL.t(IRB\ﬁ)B, r >3/2 folgt. Somit liefert der Kon-
vergenzsatz von Lebesgue:
3 3
(9.5) J _ £ g,ru,-p dx - _ ¥ g,u, dx (n =) .
m3Ig4=1 3" 3§ 3= 2
Wegen (9.2), (9.4) und (9.5) folgt die Behauptung aus (9.3)

durch Grenzlibergang n —<«.

Lemma 9.3: Es gibt K1 >0, so daB
- 152 3=
lall g < K1-HVull2 fiir u eﬂ'o (IR7~R) .

so daB

B ——
Zu u E'H;'z(IRB\Q) gibt es eine Folge (g ) in C (IR™>&).

I u-wnll 6 +I|Vu—VLan 5 2 0 (n =w).
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— . 1,2 3 =
Beweis: Sei u E'Ffo (IR "~R). Das bedeutet nach Definition 9.1:
Es gibt eine Folge (g ) in CQOD(IR?’\E) , so daB

(9.6) ||VLDH-VU.”2 - 0 (n-w),
I (o -u) {KR(o)xﬁllz + 0 (n »=) fiir alle R >0.

Nach [Fr], Theorem I.9.3, mit n=3, j =0, p=6, gq=2, m=1, a=1
’ =t

r =2 gibt es K, >0, so daB

1

(9.7) loll, s K -NIvoll, fir o Ec:(m3).

Somit hat man:

Ilwn—tpmll6 s K, -IIV(apn—wm) II2 (m,n €EIN) .

Daher k i i i i Q

e onvergiert (wn) in L6(IR ~Q)~. Sei v ELS(]R3\R) der zuge-
hérige Grenzwert. Sei R >0 so groB, daB 2 <K_(0). Dann gilt {be-
achte (9.6)): R

I tv-e_) [KR(O)\EHz - 0,

I (v=v,) IKR(G)\EH() + 0 (n o).

Somit gibt es eine streng monoton wachsende Abbildung co:IN - IN
so daB ’

@y (ny (¥) 20X, @ () () 2Vix) (n +w)

fiir fast alle x EKR(O)\E.
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Also ist ulKR(O)\ﬁ = V|KR(O)\5 £.{. Weil dies fiir alle R>0 mit

ECKR(O) gilt, folgt: u=v f.i. Wir haben also: l|¢n-ull6 -0 (n -»w).

Die Behauptung folgt nun aus (9.6) und (9.7).

Lemma 9.4: Sei u ECO(IRE\S‘.!) mit u|ag =0, u{m3\§ ELG(IRE’\E). Zu
1€{1,2,3} soll die schwache Ableitung Dl(uIIRB\'ﬁ) existieren und

zu L2(IR3\?E) gehéren. Dann ist u|IR3\ﬁ E'ﬁ;'z(ms\'ﬁ).

Sei v €c®(R>~a) mit v|2a =0 und vimB\ﬁ Ew1'2(IR3\§) . Dann ist
3 3

v| R \ﬁ'ew;'z(IR <0 .

Bemerkung: Die zweite Aussage von Lemma 9.4 folgt nicht direkt

aus Satz 2.1, 2.3, denn TR IF ist nicht beschrankt.

Beweis: Sei R>0 mit @ CK,(0). Sei t Ecz(IR3) mit C\KR+1(O) =
3 ;
| R ~Kpyp(0) =0, 05t <1. Dann ist

(ueg) |Rp, 5 (0)~G € Lo (Rp o (0)~0),
insbesondere:-
(u-c)|KR+2(O)\Q € Ly{Kp,,(0)~0).

Weiter existiert D, ((u-z) |KR+2(O)\§) und ist gleich

D, (u|K (O)~R) -z + (u-chJ[KR+2(O)\§ (151:=3).

R+2

Daraus erhdlt man:

Dl((u-;)\KR+2(O)\§) € Lz(KR+2(O)\ﬁ) (1513,

a

Es folgt:
— 1,2 —
(u-z) [KR+2(O)\R €w (KR+2(O)\9} .
Es ist klar:
i — 1,2 “
(V-%{IKR+2(O)\Q € 0" (K, 5 (0)N0)
(0-9) |3 (K, (01N) = (v-0) |3 (Kp, 5 (0)NF) = O.

Jetzt erh#lt man aus Satz 2.1, 2.3: Es gibt Folgen ('{5(“)) (EE(V))
n i ;)

. oo . -
in CO(KR+2{O}\SE) mit
Iw-2) K, (03T - 88, , »0 ¢ i
Ri2 b 1,2 n »e«), fliir w €{u,v}.
Sei (ﬂ(w) die triviale Fortsetzun W) 38 5]
b g von ¢ auf IR"~p, flir n €IV,
w €{u,v}. Dann ist (pr(lw) EC:(IR3\E), und es gilt:
(w) .
(9.8) Hw-:—cpn ”1,2 -+ 0 (n-w), fir w €{u,vl}.
Es ist

3
Tr(w:(1-z)) = IR ~Kp, 4 (0) fiir w e{u,v}.

Somit gibt es g € (0,»), so daR mit den Bezeichnungen aus Lemma

1.3 gilt:

( . \ 3 3 -
Tr\(w (1_C”aj = IR \KR(DJ c RO~ fir e €(O,EO], w €{u,v}.

Das bedeutet flir ¢ € (0,e 1, w €{u,v}:
o T

3

3 - o -
(W-(T-c))EfIR € C_(IR™ND).
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Aufgrund der Voraussetzungen an u und v ist klar:
(9.9 lhu- (1=gy=(u-(1-0)) e = 0,
v (1=g)=(v- (1=g}) I, » O fiir +0.
sei 1 €{1,2,3}, w €{u,v}. Die schwache Ableitung DI(W{EB\E)

34.
existiert, also auch die schwache Ableitung Dl(w-(1—c)|IR ~Q},
und diese ist gleich Dl(w|IR3\ﬁ)-(1-§) -(w-DlL). Hieraus folgt:

( » 3.5) 3
Dy(w (1-¢) | IR \Qj € L, (R™~0).

Dies bedeutet:

E!'(D (w.(1-;)\m3\§\\ -D ’/w-(‘l—c)]IR3\—\" - 0 (e+0).
(AN J)e T\ 2

Da Tr(1-t) cm3\ﬁ, gibt es g, >0, so daB
(o _ 3=\ B i "
\lew (1-2) | IR \ﬂ} . = Dy (w (1-g)) ) flir 0 <e Seq.

Somit gilt:

ATIRETR TS (T 3—)
(9.10) lo (G- (1-e) ) =p v (1-0) |72 I, -0 (es0).
Sei nun ng €IN so grof gewdhlt, daB 1/no <min{50'51}‘ Sei

lf,(w):=
n

S
(W'(1-C))1/(n+no)|IR <0 fiir n €N, w €{u,v}.

Dann ist ‘P;(mm ecz(m3\ﬁ), und aus (9.8)-(9.10) folgt:

_75_

(u)

(9.11) I {u-v "‘Dr(lu)”KT(O)\E”z - 0 (no-oew) fir T >0;

ko u (u
||Dl(u|IR \9)—D1(tpr(1 )wn ))"2 - 0 (n-w) fiir 11 <£3;

(v)
+Y )H1 - 0

L2 (n =) .

R 3F (o)
IIv| IR G- (o

Man beachte noch, daB w(w)+wiw)

oo o
5 € CO(IR ~f) (n €M, welu,v}).

Aus den ersten beiden Zeilen von (9.11) erhdlt man damit (siehe

Definition 9.1):
u|m3\§ € ?f;’z(mg’\'n') .
Die dritte Zeile von (2.11) liefert:

v[IR3\§ € w;’z(IRB\ﬁ) .

Sei nun eine Folge (ck) in CZ(IR3) mit

0 Sty =1, Cklxk—T(O) =1 Tr Ty ch(O) fiir k €IN

fest gewdhlt.

Satz 9.3: Sei k €N, T ELZ(IRB\E)B-

Fiir 1 g?{;’z(mg\ﬁ)S ist

- 3.=.3 —
-z, -4 +gk-?_-' € L,(IR"~0) nL1(m3\n)3.

Es gibt a ECO(IR3\Q)3’ T

L 6(01'2(313\??) mit

k

3= -
4 R0 € ?{;'z(m3-\m3,
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@omd e Ly au(—ck-uk+ck-¥k,o),
und mit
5 3 =42
(9.12) v-f 5 _ £ [pj(u  [IR ~8) | " ax +
R~ i,3=1 J
3 2 2
+(/2)-r 5 _ E ogoeugs axs (3/2)-0F05.
R7~g 4=1 J

Beweis: O.E. sei £ :0.

Sei U Eﬁ;'2(1R3\§)3‘ Dann gilt fir 1 =3 s3:

(9.13) Il-tk-uj -*-:k-fjll2

A

H-ck-ulek(O)\Qﬂz + HfjH2 (da Tr ¢y ch(o))

1/3

A

vol(k, (0)) H—ck-uj\Kk(O)\9H6 +1!ij|2

'Y

1/3
< Vol(k, (0)) lhallg +UE50,

s R, -HVujII 2 + fjll 5

1/3
(mit A,:= K -Vol(¥, (0)) /3, nach Lenma 9.3).

Weil die aAbbildung —:k-ﬁ +gk-1Li kompakten Trdger hat, ist
3 3

-

-u +ck-? somit aus LZ(IR \5)3 ﬂL1(]ZR \5)3. Also enthdlt

P{’k
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2 (=g, -u+z -?,o) ein Element (\-:',':r) (siehe Satz 8.1). Insbeson-
Q,au k k

sy 3 —
dere bedeutet das: v €CO(IR \9)3 n E({’T’Z(IRB\Q) . Wir setzen

Tu:= v, Su:= m.

Es gilt fiir 1 £1,m,n £ 3:

> 3. = = 3. = - 3.—
(9.14) Il (Tu| R \9)1H6 +HDm(Tu|B2 \9)1H2 +"Dan(Tu[IR \9)1”2

A

{ T C s \
(M4(2,6)+M5(2,6,6))-KNO(6;21( ey ) +H—§k-u+ck-?H5/5j

{nach Satz 8.1)

i

=
Az-u—;k-u+gk-¥u2

(mit Ayi= (M4(2,6)+M5(2,6,6))-(VOl(Kk(OJ)1/3+1)-2:

beachte: Tr Ty ch(O) )

3
_ X N . 2.1/2
A, (_E -z, uytey fjﬂz)
j=1
3 2.1/2
£ A.- d
3 (j§1(|IVuJ||2+Hfj||2) )
(mit Ag:= Aye H\1+1); wegen (9.13))
< e,

Es ist also

3

3 3

3= — 3 - i
Tu|IR ~0 ELG(IR ~R) 7, Dl(Tu]]RB\Q) €L2(IR ~m 7,

FUF 1 S 28
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nuperdem ist T8 €CO(TR~n) und (TU) |8 =0 (siehe Satz 8.1). Jetzt

folgt aus Lemma 9.4:
() | m3NF e 72N
Sei (Gm) Folge in %;'2(m3\533; es gebe XK >0, sc daB

2

2)1/2 <K fiir m EIN.

3
(z lve .l
=1t
pann findet man flir m €N, 153 £3:
fa N, < K1-HVumj]|2 (nach Lemma 9.3)

s KT'K'

Dies bedeutet flir m €W, 1 =3 £3:
lu_ . |K, ()Gl < Vol(K (@) 72 + llu_,|x, (0}~
mj' Tk 2 = k mj' Tk 6
1/3
< VOl(Kk(O)) / K, - K.
Somit ist flir m €N, 1 £33
£ /3, 1/2
Ilumlek(O)\ﬂIIUZ s (1 +Vol(K, (0)) K,) K.

Nach dem Auswahlsatz von Rellich (siehe etwa [A], 6.2(3)) gibt es
damit eine streng monoton wachsende Abbildung o:IN -IN, so daB

. s g = . =.3 ;
die Folge (uu(m)]Kk(O)\ﬂ) in LZ(Kk(O)\Q) konvergiert.

w T
Fiir 1,m €IN ist aber
2T - - - 2 - -
(T (™ T8, (1) 5% ) "% (1)) € La,ae ™%k Motm) Vo119 -
Daher gilt fir 1,m €N, 1 s3j,1 =3:

IIDl({TﬁU -3

3_
om) ~ Tl 1y Y [TRTSE),

A

AZ-H—ck-(Go(m)—ﬁd(l))Hz fvergleiche (9.14))

-
u

A

a,-ll (uc(m)— g(l)”‘{k‘o"ﬁ"z (weil Tr ¢, <K, (0)).

Somit konvergiert ({Tﬁu(n) IIR3\ﬁI) bezliglich der Norm von

ﬁ;'z(m3\§)3 (siche Definition 9.1).
-Sei nun
re #8028
definiert durch
r(U):= [TR| 3T fir U e'ﬁ;'z(m3\5)3, 3 eu.

I bildet tatsdchlich in ﬁ;’z(ma\E)B ab, denn wir hatten festge-
stellt:

3= 1,2 _ ; _
T8 R\7 e (>~ fur 3 EW;'Z(TR3\Q)3“

Weiterhin haben wir eben gezeigt, daB eine Teilfolge von

2 B, o 1,2 3.=,3
(TukIIR ~f) in yo' (IR™~R)~ konvergiert, sofern (Gk) eine be-
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schrinkte Folge in ?;’2(m3\ﬁ)3 ist. Dies 'Zeiét, daB mit I ein Das bedeutet:
kompakter Operator auf dem Hilbertraum ﬁ:)'iz(IR3\ﬁ)3 definiert wur-
de. & ’ 3 | |2 a 3
2 vea- _ z D, V. x+ Ik [ . vS dx
rAG i,4=1 3 4=1 m3g K 7
Sei
3
B - - y ] = 4F F Ag-fvdx
M o= {[u] : 4 el (R, ger N R 3 D
( : v 12172 < (370290 V202 1 3
.z, Ieglo 2] BN o been 5 S e L g evE el MR
=1 IR™~Q J wmag k1
Sei aM der Rand von M im Hilbertraum ﬁ;’z(ma\ﬁ)a‘. Das bedeutet: 3
3
s (/22 (f 5 _fanVH% e (/s , 1 og v ax
21 . 2 en! 2 (w33 =1 58 ®3E 3=1 Kk 3
(9.15) aM = {[ul : wef (R ~m 7,
3 3
3 Y 12 75 1 € (Gl & f3_f§dx+(1/2)-f3 P,
( £ Ivu.l) /2 - (37(2-9) N IR J=1 IR™~0 m3g 3=1 K 3
j=1 32 2]
(mit 4.1).
Sei o €(0,=), U E3M mit I (U) =e-U. Sei Vv €U. Dann gilt:
S Y B e .
TV |IR”~0 = a-v f£.{i. Nach Lemma 9.2 ist e e
ve s ; (o (To| R, |2 ax 3 3
B gy 3 (9.16) arvef 5 _ I Ipyvil? ax + (1725 I, ev? dx
IR~Q i,49=1 113 3. = .= kX 75
] IR "0 jA‘]
3 . '
=1 4, I {-g -v,tg £ (TV). dx, 3
3 =1 & 3 K 3 3 < (3/2) 183,
woraus nach Auswahl von v folgt: . Somit gilt:
3
\;-I3_cx2- & ioivj\_z dx = 3 5 5
IR ™~Q i,j= r lvv.ly s v ).
' 42y 312 .3/(2 arv) -IEN .
3
= a- E
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w0 @Y =

Wegen [V] = U €3M ergibt sich jetzt (siehe (9.15)):

3 2 3 )
(9.17) = ||\7v,l|2 2 (1/a)- T "Vv."z.
3=1 ] 4=1 B
3 2
Wdre X HijHZ = 0, so ergdbe sich wegen ? +0 ein Widerspruch
j=1 3
gegen [V] €3M. Somit ist % Hijﬂg 4 0. Damit erhdlt man aus
=1
(9.17): 1 <£1/0, also: a 1. Nach [D], S. 35, Satz 21. 2 folgt:
Es gibt T Eﬁ;’z(m3\5)3mit r (%) =9.

= 2 2 B
Ist dann w €U, so hat man: Tw|IR ~R =w f.4.

= = 1,2, 3 = .
Sei wi= Tw, w:= Sw. Dann ist w €cO(m~g)>, = ew' P (R7\D), mit
- 3. = 12 3. -3 - 2 o . . . A
w| IR "~q €ﬁo (IR™~Q)" und (w,w) ELﬂ,au{ T WLy 2,0). Diese Eigen
schaften folgen aus der Konstruktion der Operatoren S, T, und

-3

~ 3 e =
wegen Tu|IR™~0Q = u f.d.

Mit denselben Argumenten wie im Beweis von (9.16), aber mit o =1,

zeigt man:

3 3 2 2 2
vil 5 _ I Dy IRIN®) [T ax + (1/2)-7 5 I gewldx
®R~g i,3=1 * 7 RNT =1
s (3/2)-1%12.
Das Tupel (ﬁk,ﬂk):= {W,w) hat also die im Satz aufgezdhlten Ei-
genschaften. o

Das in Satz 9.3 ausgewdhlte Tupel (ﬁk,ﬂk) 1lost die Gleichung

_ = 3. = =L 2
u-A(uk|IR ~a) +Tm b en = gt
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mit Randbedingung

Gk\an =0 (k €Wm).
Wir wollen zeigen, daB fiir k »= eine Teilfolge von ((ﬁ‘k,wkn in
einem geeigneten Raum konvergiert. Dazu liefert das nichste Lemma
ein wichtiges Hilfsmittel: Die 2zweiten Ableitungen von ﬁk lassen
sich ndmlich in der L,-Norm gegen "?"2 abschitzen.
Im Beweis des nidchsten Lemmas verwenden wir folgende Bezeichnung:
Zu einer Menge A sel 1.: A -{1} die konstante Abbildung, die je-

dem Element aus A den Wert 1 zuordnet.

Lemma 9.5: Es gibt ko EIN, K2 € (0,») mit folgenden Eigenschaften:

Sei £ €Ll (IR™M>, k €m, k zk_. Zu F,k sei (8, ,7,) nach satz 9.3

ausgewdhlt. Dann gilt fiir 1 £3,1,m<3:

Ip.D_(u

3 =
o kj{m ~mi, s Kz-ll_f'llz.

Beweis: Sei

(9.18) K := Z‘LB{Z}

Zi1

-(R'(Z)'V01(39)1/2'[1+L (2)-2 N9¢.,%, 1 aal
L7 6 * 7 (m)

. L 3/2,2)

+ Vol{aﬁ)1/2),

mit L8(2) aus Satz 6.4, L6(2) aus (6.36), R%(Z) aus Satz 7.2.

Die Funktionen E(T)""’ﬁ(6) wurden vor Lemma 6.12 fixiert.
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| ) . 322) |y, (0) €C(K Lo
Sei eine Zahl R' € (0,=) so gewdhlt, daB gilt: : R
3
2
D (u..(? )| K .m){x; = s cyfe T2 -
(9.19) R' = max(2:K, ;, 2, 2:D;}, mit Ly aus Satz 6.4; iP5 B &3 mey 2wt Edn e av

ﬁch./z(O). £ir x €Kp, (0), a emg, 15§53, k €ENN.

Sei R>R' mit " - ’
Man findet nun filir x EKR,(O), kem, 11,5 =3:

(9.20) |x-vy! z(1/2)-|y] fir x EKR;(O)r b EEE\KR(O} 2
2
(9.23) | a/axluj(fk) ()]

; @, 3. 3
Sei t €CT(IR”) mit 0 sz =7, t|kp(0) =1, ¢|IR ~Kg,1(0) =0.

2
$ 7 5 I IDJE. (x=y}|-] (FD) ( a
Sei Iy die triviale Fortsetzung von _;k‘uk +i;k-?:x auf IR3 (k EIN) . IR3 m=1 ! 17im t2ARR k'm y)| dy
Die anktionen T wurden vor Satz 9.3 fixiert.
3
£ Pee/ 4 |X'Y1”z' r g, (y}| dy
; R7NK (0) m=1 KW
.GemdB (9.12) ist
(mit Lemma 1.7, und nach Definiti 2
IVE, -3 01, s V31l (k €M) . ' inition ven %)
W k2 2
: < P (S [x-y| ™% ay) V2. 2 . 172
Daher gilt: 5 3 b4 ¥) (r lg,_(y)]© dy)
TR K (0) m=1 RS km Y
(9.21) llgl, < (VI -UE,  (k EIN).
3
< 4.P_. (f ly] 4 1/2 2 1
; 5 3 ¥ dy} 13- (s t lg._(y)|% ay) /2
Sei IR "~K (0) 3 meq km Y
(9.22) 2= G- u 2:= g - (1m0 (k €IN), (wegen x €Kp, (0); nach Auswahl von R in (9.20))
mit der eben ausgewdhlten Funktion ¢. 1/ ©
- 2 =
= 24.m Po-(/ x 2 dr)1/2.Ha I
R k'3
Weil f}Z:IKR(O) =0 und R' <R, gilt fiir die in Satz 1.4 I) definierte s X, 2-“?“2
r

Funktion ﬁ(?i):
: i /2 -1/2
(mit K, 5:= 24-7 "%.P;-R /2 (VE+1); wegen (9.21)).
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Es gilt fir x EKR.(O), 1<3s3; k€IN:

X ;
2 2

i 5 . 0) .

15 nluj(?kJ (8-x)-x) dg + uj(‘f’k)( )

O~ =

2 _
(9.24) uj(‘r’k} (x) = 1

Zu k €N sei
s a2 o a2
(9.25) R, := d(E) W(E)) (0) .

Dann ist hk[KR,(O) ECW(KR,(O)), und aus (9.23), (9.24) erhdlt man

fir 151,353, k €N, x €Ky, (0) :
|a/ax1hkj(x)1 < Kz'z-ll?llzz

3
!hkj(x)I 5 E

K, o 02l -x,]
129 22 2" 1

. i := 3. 5 L
2,3 lI‘t’II2 (mit K, 3:= 3K, 5 )

Daraus folgt mit

- (k2 2 ,1/2, 1/2,
K2’4 (K2’3+3-K2'2) Vol(KR.(O)) 3
Iy 1 Rg, (O $ K, 408, (15353, k€M),

Weiterhin gilt fiir j,n,1 €{1,2,3}, kK €EIN:

2 2
IIDnDl(uj(?k) |kg, (OM, = unnnluj(?k)uz
2 ,
s P10(2)-kau2 (siehe (1.31))

<P {2)-u§ku2 s P1O(2)-(v?+1}-nfﬂz (siehe (9.21)).

1o

Fir k €N ist %, ELZ{IRB}
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Zusammen gilt filir k €IN:

(9.26) IR [Kp. (@), 5 % K2,5'“?"2_

(mit K, 1= (3. (K2 49.P%_(2)- (B2 1/2),

2,5 a4t

3 -1
und Tr(fk) CKR+1(O}‘ Man erhdlt daher

aus Satz 1.4 II):

2.2

- 1 )
u{?k)lxR. (0) € WS (Kp, (0))5

= =1 1
Mu(.?k) |Rg (O s Pyy(2,RH1) -||'f‘k!|2 (k em).

22

Mit K

5 §i= Ppq(2,R+1) - (VIH1) folgt fir k €W (siehe (9.21), (9.22)):

- 1 .
(9.27) IIV(I‘:’k}[KR,(O)Hzrz < Kz‘s-[|fllz,

¢ 1 .

wobei G(?k) in Lemma 8.5 eingefiihrt wurde. Das bedeutet:
= =21 o 3 1 -
V(E) ec®(my, V(EY =u('t‘}1) £.14.

Setzt man K = RB(Q,2,2)'(K2'5+K2’6), so folgt wegen (9.25) -

2, 0¢
(9.27), Satz 2.1, 2.2, und wegen R CKR.(O):

(9.28) Il B +F(E])) |20l < K

3/2,2 5 Ky 7718, fir k em.

Zu k €IN sei
cs= 1RED (O],

sowie

-;__4¥2
Yy i= ul k)(O)/ck, falls c, #0; Yy := O sonst.
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Nach Definition von ??,fg (siehe (9.22)), Hk (siehe (9.25)).,

ck,?k ist fiir k €IN:

(9.29) (3 = {EA) +3@) = B +e Ty +3@D f.u.

‘ - y : 1 -
Weil (Hk+ck-yk-1IR3)iKR,(0) stetig ist, ebenso 3(?k},3(gk). und
weil (2 = 2@ f.a., 9@ = 8@ £.0. (siehe Lemma 8.5),

hat man nun:

(9.30) V() Ky, (0) = (B +op T ! 3+?}(?;))11<R. (0) (k €M).
R
Es ist
(Hkﬁ(?;))\,an € %)’ nwd’2:2(30)% (siehe (9.28)).

Nach Lemma 2.5 gibt es somit p €(0,1) mit

- - 1! p 3
(hk+v(fk)){an ecP(ag)”.

die vor Lemma 6.12 ausgewdhlten Funktio-

Seien nun 6(1)"“'$(6)
O(an)3 nw3/2’2(an)3

nen. Nach Lemma 6.12 und Satz 7.2 gibt es zk EC
mit

-

6
> .21 e 1 -+
- (B #v(E)) - F o (-BAT () [30) V(¥ ) |90

m=1

= (=1/2) - B +T (3 )

- 89 -

< ch(-(ﬁk+3(f;))[an)

6
> |
| < R (2) (B +V(E )r - T

k"3/2,2 7 k k m=1

NSRS LI FYPRY

fiir k €EIN.

(Die Zahlen c1(B),...,c6(B), fiir B ECo(aﬁ)a, wurden in Lemma 6.12

definiert.)

Das bedeutet fiir k €IN:

(9.31) u$kn3/2 5

< R;(z)-uﬁk+6c¥;)[agu3/2 5

6
fed > 1 -
+ RL(2)- E -(h .
SN e (=B T@D Jaw [-1TC,F o laaly ;)

= 1
s K, .- v
2,8 H(hk+v(fk))!anﬂ3/2r2

6
(mit K, o= RY(2)-(1 +L_(2)- v(.,¥ ;
2,8 3 ( 6(2) mzt "V("W(m})iwﬁs/z,zj-

(siehe (6.36) und Korollar 8.1)

sKLgma5

(mit K 1= K

2,9 -K2r7; wegen (9.28)).

2,8
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& 3/2,2 3.
Die Abbildung ¥, -1,, gehdrt zu c®am > nw /2:250y3, fir o €40, 1),

k €IN. Somit gibt es nach Satz 7.2 zu k €N eine Funktion

Tv'k € e’ nw3/212 (503 mit
b : 7 ¥(.,% (=1/2)- (¥, +T(¥ ));
= Vktlep T _E,C i Tyg b Tla¥ y THe0 = STRF =PRI
Wy p o & R%(Z)-H—wrk-1m—mik LI P (¥ sl g oe
Setzt man
1/2 g 2y 3
Ky 10'= R.!',(2)-Vol(aﬂ) - (1 +m£1 Le(z)-nvt.,w(m))Wanll3/2r2),

5
so folgt wegen (6.36), und wegen ;k konstant, |yk| £1:

.7 a5
(9.32) ““‘k"}/z,z < K2,1o fiir k €EIN.

- 3422 3,
Es gilt aber fiir k €IN¥: $k+ck-wk e w7

(=1/2) - (E?k +ck-7y’k +?(?5k+ck-fy’kn

= (=172 BT+ ey (172 - BT )

6
5 = - =21 =
- - BE) - x o (~(n #H(E) [30) T T ) (00

6 b d
-z cm(-yk-1aﬂ)-V(.,W(m})]!aﬂ

+ o[~V 1
e
A S

- 91 -
6
- - - 1 ( -y - b 1 \
= o (Bote To-1 AV(EY) - T oo l-B e ¥ -1 (T D) o0
S T S x 1 WU UkTURUTRT 3 k g
-V(.,v(m))lan
- - 6 - = - -
= - v(g) - I cm(-v(gk)lam-vc.,w(m))lan

n=1

(siehe (%.30)).

Aus Satz 8.1 ergibt sich nun fiir k € IN: Das Tupel

{Gr&k)[m3-n + §(¥k+ck-ﬁx’k,-¥z’('g’k)[am,

™ (gy) |®3a + n (@ rey V-V (G )] an))

(siehe die Definitionen in Lemma 8.5, Satz 6.4, 1.4 I))

2 -+ ;
%st.Blement von Ln'au(wgk-uk+;k-?,0). Weil aber auch

2

- - 4
tay ,m) € LQ,au(—ck'uk+§k'?'O)'

folgt nach Satz 8.1, filir k € IN:
i - -3 - - -3 5
L ﬂ(gk) + w(¢k+ck-\vk,—v(gk)|an) £f.i.;
- L N - = - - =
u = vig) + u(¢>k+ck-‘vk,—v(gk)laﬂ).

. . = .
Jetzt kidnnen wir u in folgende Summe aufspalten (siehe Definition

4.1 und die Definitionen in Satz 6.4):



L

|
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(9.33) 3k1133x§ =

- -

6
- - = >
i T cm(—v(gk)laﬂ)-V(,,W( )

= G(ak)lzn3\5 R
m=1

m)

_ o 3 - | =
= B IR+ T(E) + W9

6
&> = 1 - -
+ I cm(—(hk+v(?k))[an)-v(.,w(m))
m=1
6 e v =
+ oo (Y1 LT+ T o =y -1, VLY, )
R . kT2 et Tk ea (m)

(mit (9.29))

s

22 - [ O 1
= hklIRE'\Q + V(?:{) + u(¢k,—{hk+v{_f'k))\3m

- a1 -
o ck'(Yk'1IR3+u(Wk'_Yk'1BR))

fuii. (k €EIN).

Mit Hilfe der Darstellung (9.3%) von ﬁk werden wir nun zeigen, daB

die Folge (ck) beschrédnkt ist.
Fir j €{1,2,3}, k €IN ist

T ,-F. | ~ i
(9.34) Huj(wk, Vit 1ag) Ko (0)~KEp. , (0,

s L (2)-( x| 72

dx)1/2-(H¢kH2+H?k-1“ 1)
K (0)~Kp, _, (0)

30 2

(nach satz 6.4; beachte, daB R'~2 2L, gemas (9.19))
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p LS(Z);(R'\2)-1n€I dxcf 12
- Kpi (0K, 5 (0)

7(H¥k92+1?k|-vO1(an}1/2)

$ 2-Lg(2) -Vol (Ky, (0)~K (o)) 172

R'~2

1/2 vy =1
-(32'10+VO1(39) J-(R")

(siehe (9.32))

= K, 4-Vol(Ky, (0)~Kp, (00 2z

2 R'~2

(nach Definition von K2 1 in (9.32) und von K
r

o
in (9.18))

1/2
s (1/2)-V01(KR,(O)\KR,\Z(O})

(nach Auswahl wvon R' in (9.19)).

Jetzt findet man fiir k € IN mit ¢ #0 (d.he: ¥ | =1):

(9.35) WY -1  +8(F,,=F, -1, 0)) [Kp, (0)Kg, , (0,

2y, -1 =
k (0)" 2

KR'(O)\KR’\Z

= = -
HU(W(k),-Yk-1an)|KR.(O)\KR,\z(O)HZ

2;1
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/2 _

1
VOl(KRl (0)\KR.\2(0))

= R, =T, 1) [Kp, (015K, 5 (00,

k'

& (wegen (9.34)).

n

1/
(1/2) +Vol (K, (0)~Kp, 5 (0))

GemdB (9.12) ist

IVT -y | Ky (0)~Kp, (O, = VI-IEI, fiir k €.
Sei k  €IN mit gk\KR. (0) =1 fur k zk_. Das bedeutet:

(9.36) 18, |Kg, (01 Kp, ,(0)l, s VI-ITN, fitr k €I, k 2k,

R'~2

Weiter ist fir k €IN: =

(9.37) 18(3,, - (B 49 (2])) [22) [ Kp, (01 Kp, (@),

1/2 \

/

=/ O 3
S Vol(Kg, (0)) u{¢k,-(hk+v(?k)}|3§z | IR \KR./Z(O)IO

[

- O |
K2’11-(H¢kH2+H{hk+v(?k))|BQH2)

. _ 1/2 -1, 3
(mit K = Vol(KR.(O)) ‘L, LS(Z).

9157

nach Satz 6.4; beachte: R’ ;LT)

IlA

Kz,wz'“?uz

(mit K := K - (K +K2 7) wegen (9.31) und (9.28)).
r

2,127 2,11 2,4
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Jetzt findet man fir k €N, k zkog
o 1/2
[y |+ (1/2) -Vol(Rp, (0)Kp, 5 (0))

- -5
+u (¥

A

Hck'(¥k'1 5 k,-¥k-1aﬂ})|KR.(o)\x (o,

1R R'~2

(siehe (9.35))

'Y

o,

- = - ,=21 - = @ = a1
" [—uk +hk +v(_t'k) +u(¢k,—[hk+v(?k) | 39)]|KR- (O)\KR,\2

(siehe (9.33))

A

ufn2

Ky 43°

(mit K \/3'+K2'5 +K

2,43 2,6 83,927

wegen (9.26), (9.27), (9.36), (9.37)).

Nun folgt die Beschrdnktheit der Folge (ck), denn fiir k €N,
k zko ergibt sich:

(9.38) }ckl <K

2,14'"?"2

, _— . =-1/2
(mit K2’14. 2 K2,13 VDl(KR'(O)\KR'\Z(O)) / 2
kuthwmwdrﬁrkem,kg%,1$LLm§h

3. —
IIDle(ukj[IR ~ll,

1 -
£ IIDyb ( (hkj+vj (gk“ck'ykj' 1m3) IIR3\:2)[}2 +
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: 3.=,3 . 1,2 3.=
3 % adig) 3.3) Satz 9.4: Sei f €L (IR"~Q)~. Dann gibt es p el 4 (R°~8) una
- ajll a L4z 5
+ HDle(uj(¢k. (hk+v(?k))[an)|IR ~ s :
4 % o 3 ¢ w2 2R3l 2@, (RN,
+ |ck1-iinlnm(uj(wk,-yk-1m)|m o,
so daB gilt:

(wegen (9.33)) e

div 3 = 0 £.4., - v-V +up +¥ = F £.4.

- - 3 =
€ HDle(u(gk)[IR ~ayll,
> o=l Beweis: Wir erinnern an die Funktionen g, (k €M), die vor Satz
=y
* M2(2)-(H¢k“2 +H(hk+v{?k))}aﬂﬂ3/2r2)_ 9.3 fixiert wurden, ferner an die Funktionen Gk’“k (k EIN) aus
Satz 9.3.

3 -
2 (20 UF T Vgl 3/2,2)
Nach Satz 9.3 ist flir 1 £3,1 3, k €IN:

(wegen Lemma 8.6 (9.29), und wegen _
g ’ : (9.39) 1D, (s | RBI, 5 (37290 /20,
¥(G) =U(Gy) £.4., 32 =3(@)) £.4., siehe Lema 8.5)

Nach Satz 9.3 ist ferner

3 3g= 1,2 3.=.3
g . G, |mR7<\% € F_"S(mr™~0
s 2, (210, + ¥y 45 12, o 12 )3,

/2))_ so daB nach Lemma 9.3 gilt:

1
: K = M 21+ (K K ' . (K +Yol )
(mit 2'15- 2( ) ( 2'9 2r7 KZ,'}J ( 2,.] V (ag

wegen (1.31), (9.28), (9.31), (93D, (3.38): (9.40) ||ukj1m3\5H5 < K1-f3/(2-u))1/2-ll¥n2 fUr K €IN, 153 3.

- -
beachte auperdem: y, konstant; ¥l 1
Nach Lemma 9.5 hat man fiir 1 £3j,1,m £3, k €EIN mit k zko (k_ aus
o
Lemma 9.5):

s Kz-u“x"nz

3 .
9.41 = .
( ) IiDle(uijIR ~wl, = K, n‘f'||2.

P, (2)-(V3+1) +K, ,5i wegen (9.21)) .

(mit KZ:S 10
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Fiir k €IN mit kzko, 1533 ist

3 -
(9.42) lu:njﬂkll2 = Ilu-Agukjlm SR oty +ck-fjllz

- 2 o
(da (3, ,7m) € Ln’au(—ck-uk+ck-_r’) )

2 2 1/2 2 .2 1/2
VoK, * s, . dx) + (f gy - £5 dx)
S 3-v-K, ll?ll2 (Ima\ﬁ Sk U {3
(wegen (9.41))
2 1/2 2 1/2
s 3eveK,-IEN, + (2 g, cul. dx) +(f 5 _ £2ax
vt 2 w3a LIS r3g 3

(weil O =) £ 1)

(?:1-11?"2 (mit C,:= 3-v-1(2+\/§'+1; wegen (9.12)).

WA

Sei nun y >0 so grof, daB ?ic}(Y (o).

3 —
- 2 "
Weil (uy,m) €Ln,au(-ck'uk+';k'z'o)’ ist m ,Dym €L, (IR™NA)

(1.1 £3, k €IN). Daher gilt (siehe Definition 9.2):

(9.43) pyi= ™ - (Volth(O)\ﬁ})_1-I

w0 ax € W@,y
KY(O)'\Q

fiir k €IN. Abschitzung (9.42) liefert nun:

1,2

e 3 = )
([pk]) ist beschrinkte Folge im Hilbertraum H (IR"~R,v) (siehe

Definition 9.2).
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pDamit gibt es eine streng monoton wachsende Abbildung o:IN - 1IN,

33, p el (w3

= -_—
ferner Funktionen v GLG(}R (IR°~R,v), sowie zu

1,m€{1,2,3} Funktionen 31,31“1 ELZ(EB\E)B, so daB gilt, fiir
ey, 4, m £33

3.— 5 3 -
(9.44) _[ua(k)jJIR ~ql [voj] (k =) schwach in L (IR™\R);

[Dl(u 3

3 — 5 s
a(k)j[IR ~n)1 - [vle (k »=») schwach in Lz(m ~0) ;

- ; Siom
[D D, (u jI]:R ~2) 1 lv ;4] (k-=) schwach in L, (IR™~0) ;

o (k) 3j

[pa(k)l - [p] (k »») schwach in H1’2(IR3\E,Y).

Hier wurde die schwache Folgenkompaktheit reflexiver Banachriume
ausgenutzt; siehe [Sch], S. 198.

Aus (9.44) folgt, daB die schwachen Ableitungen D

v .,D D.v
l oj" ™ m
existieren und mit den Funktionen v

1703
1j bzw. lej iibereinstimmen

M s3,1,m<3).

Wir zeigen, daB fir u €(0,=) mit 0 cK (0) die Funktion v Ik (0)~F
H

fast {iberall gleich einer stetigen Funktion ist: Sei y € (0,=) mit

ﬁcxu(o)- Fiir k €N, 1 <9 <3 ist

il U k)5 | Ku (0)~all 2

1/3 _
< Vol(Ku (0)) Il ug{k)j[K“(O)\R|l6

s cz-ll?ll2

(mit C,:= (Vol(KH(O)))W3 K1'(3/{2-\))}‘E/2;

siehe (9.40)).



- 100 -

Mit (9.39) und (9.41) folgt fir k €N mit k 2k, 1<j 53:

= 2,1/2
lhag ey 51 %, ©@NFI, 5 5 (€ 249/ (2-v)+9-k5) T EH,

Nach [Al, 6.2(7) gibt es somit eine streng monoton wachsende

Abbildung t:I¥ —»IN und eine Funktion u(U) ec® (K (O)\s‘a) , so daB

- =>{p)
(9.45) iuom(k)—u |o—-o (k »=) .

Weil Gcm x| 28 =0 fiir k €I, und weil @ <K (0), folgt 32 =0.

Wegen (9.44) gilt fiir ¢ ec‘:)'(xu{o)\ﬁ),- 155 s3:

I u ¢ dx = [ v _.ep dx (ko).
Ku(o)\ﬁ oot (k) 3 R, (0)~R

Andererseits erhilt man aus (9.45), fir ¢ EC:(Ku (0)~f), 153 £3:

()

(W .y ax  (k ») .
. (0y~F oot 3 ! igiag i s :
'l H

Somit gilt:
3K (0)~F = ul*) |k (0)~F f.4.
o'y 3 v

Weil hlerbe1 u €(0,=) mit T cK (0) belleblq war, folgt nun: Es
gibt 1 EC (IR \9) mlt u{an =0 und v —u1m \9 f£.i1. Insbesondere

ist u]IR ~n €L6(IR \9) . Weiter Folgt aus den Elqenschaften
3

von VD,. daB die schwachen Ableitungen Dy (W] R \n) D Dy (A m~~al

existieren und zu L2(IR \Q) gehdren (1 él,m £3) s Schlleﬁllch er-

gibt sich aus (9.44):

S - 101 -
(9.46) [u_ ), j[m A7) - [u | IR 33 (k —») in_LG(m3\§3 ;
[D, (u IR3D 1 -~ [, (u, |RNG) ) i N
1% (%), 3 14y (k 9w} dn L, (TS0
3 —
[Dle(uU(k) IIR ~R)1 - [Dletuj!IR ~2) ]  (k o)

in L, (R 33) )

fiir 1 £j,1,m €3, mit Konvergenz jeweils im schwachen Sinn

> 3 3
Sei g €L,(IR”~A)”. Nach Satz 9.2 gibt es R 512(m3\5)3

i 3.= :
€W ' (IR°~Q) mit folgenden Eigenschaften: Es ist g =h+Vp; es
! : . © 3.=.3 . . '
gibt eine Folge (en) in CO(IR ~0)” mit div gn =0 flir n €N und
IB-8 Il , +0 (n »=).

Weil 7 ew!" 2 (m3<7), hat man fir k €m;:
3
j; £ 3. P37 By 9x
. 3
= ]]].ﬂ ]Z1 {_‘R3\n Dj“o(k)'enj dx
3
= - 1lim £ [ ki -D,& . dx = 0.

noe j=1 R~ oK) "Inj

. 1,2 3=
Es ist p €H "“(mR ~2,v). Insbesondere heift das: p €L

Vp EL

9§
3.=,3 (IR "~Q)
5 (IR7~2)”. Damit folgt wie eben: Zyoe !

(9.47)

Ile

D.p+h. dx = 0.
1m3\§ g
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Jetzt ergibt sich:
3 3
(L f _D.m_ -g. dx) = X [ _D.m < (h.+D.p) dx)
5=1 w3y 3 olkl 73 =1 w3 dek) T3]
3
= (& D.m +D.p dx)
3=1 IR3 ) (k) 73
3
- (£ _Dip:D,p @x) (k).
j=1 m3g 1
Die Konvergenz in der vorangehenden Zeile gilt wegen (9.43), (9.44)

w2 3 =
(schwache Konvergenz im Hilbertraum Hx' (IR"~0,v)), und wegen

V2w, -

b = (VOL(K (0)~)) ' -f p dx € H
2 KY(O)\Q

™MW

D.p-D.p dx =
g 7 7 j=1 IR~R

r 3 Djp-gj ax,

wie sich aus (9.47) und der Gleichung 5 =H+Vp ergibt, kann man

folgern:

(k »=).

M ow

\ i 3 Dj“c(k)'gj dx - s

3
I f _ D.prg. dx
j=1 ®™~R -t wmag 33

1 IR™~Q

Hierbei war 3 eine beliebige Funktion aus L2(IR3\5)3. Wir haben

also:
3 = - .
(k »=) schwach in LZ(IR ~n), filr 153 £3.

(9.48) Dj”o(k) —Djp
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Sei nun ¢ F.CZ(IR?'\E), j €1{1,2,3}. Aus (9.46) und (9.48) folgt:

3.
(9.49) Im:i\ﬁ (—u-A(uU(k)jiIR ~R) +Djnu(k))-¢ ax

S (-v-A(u.\IR3\5+D.p)~¢ dx (k »).
RN ks 3

Sei k; €N so gro8, daf Tr ¢ CKo(k)—1(o) fiir k €W, k zk,. Dann

3 = A | e
ist fiir k €IN mit k ;k1, wegen Ca(k)’Kc(k)—1(0) = 1z
I (= -u g, -£.)-¢ d
®m3G oo ek ol e
=8 (-u +f£.) ¢ dx.
w3 o(k)3T50

Aus der ersten Zeile in (9.46) erhdlt man:

I B 9 dx - [ u,*¢ dx (k »=),
min Pk ®<3
Zusammen hat man nun:
(OEE0 ) - . i .
I35 e M g ™ S £)-6 dx >
- [ (=u.+f.)-¢ A
IR3\§ 375 ¢ dx  (k »w).

= 2
Hegen Uy wy ) €Ly (-5 0 4, o F,0) fir k €W ist




(=v-4
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& 3 —
(u j{m \m.wjﬂd(k))-q: ax

_|' C
- k
R7NG gl
= _ (=t ‘u B s k-f.)-m dx (k €I).
®rIG o(k) “o(k)j "alk) "3
Somit folgt aus (9.49) und (9.50):
3 -
iz (—veA{u. | RO~ +D.p) ¢ dx = [ 5 _ (~u.+£f.)-¢ dx.
®3~7 J 3 m3\_§z i

Weil hierbei ¢
heipt das:

beliebig aus CZ(IR3\E) und j aus {1,2,3} war,

—u-A(ﬁ[IR3\§)+Vp = -U+%  f.d.

Berilicksichtigt

man noch die Regularititseigenschaften der Ablei-

tungen von uLIR3\§ {siehe vor (9.46)), so ergibt sich aus der

vorangehenden Gleichung:

— 3 -3
BIRIG € L, (m\A)

Somit ist

u]IR ~n € w?

2m3m 3.

- b ] -
Weil schlieBlich U zu CO(IRB\n) gehdrt, mit u|se =0, wie oben ge

zeigt, erhidlt man aus Lemma 9.4:

uIIR3\ﬁ € w;'Z

(3w 3

Es ist div(ﬁk|m3\§) -0 f.ii. fir k €IN. Daher folgt aus (9.46):

aiv(d| m3*E = o £.4.
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Sei o e {3,

in ctemia) mit Tr o

CK2 (0) fiir n €N, und mit

2 i
"V(On]IR \ﬂ]-VpiI2 - (n +w) .

Weil

RES W HE SN aiv(3[m3q) =0 £.4
..,

folgt;

™MW
“

3 =
u.-bD,
1 |R3\E J J(pn'm ~) dx

n
hMw

3= D'(u'IIR3\§)'D dx = o

’
j=1 7~ I 3 n (hn €m).

Daraus erh31t man:

s u.-D,p dx =
1 w3z YD =0

I ™Mew

J

Nach Sat : =55
Atz 3.2 bedeutet dies: H|m\7 e Hy (RNE) .

Definition 9.4: Sei P:L,(m3\7)3

3 -
- H2(IR ~2) der Projektio

Nach Lemma 9.1 gibt es dann eine Folge (p )

"
ulan =o,

rator, der jedem Element Vv ELZ(IR3\E)3

R
H
2(IR ~0) nach Satz 9.2 zuordnet. Das bedeutet:

Fir F ¢ H (IR \n) ist P(VF) = 0.

DSDRE—

seine Komponente in
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Korollar 9.1: Setzeé

D(A) := W2'2(1R3\5)3 nwg'z(ra3\§)3 ﬂHZ{IR3\§).

3

Sei der Operator A:D(A) —H,(IR'~W) definiert durch

AV:= =v.P(AV) fiir V €D(A).

g 3.=
Ferner bezeichne I die identische Abbildung von H2(IR ~0) auf

sich selbst.

Dann ist A+I surjektiv.

Bemerkung: Der Operator A wird als Stokes=-Operator (in L2,
im Augenraum) bezeichnet.
Beweis: Sei T EHz(IRa\ﬁl. Nach Satz 9.4 gibt es dann
7 e v i’ nw;'2(1R3xﬁ)3nH2(IR3;§),
pE ﬁ1'2(IR3\ﬁ);
so daB gilt:
- veAV +V +Vp = ? ..
Weil
P(I¥1) =[¥1, P(vIp]) =0, P([ED) =[%],
folgt:

- v-P(A[V]) +[¥] = [T]-

= 107 =

FKorollar 9.2: Der Operator A aus Korollar 9.1 ist selbstadjun~
giert im Hilbertraum HZ(IRB\ﬁ)_

Beweis: Weil
- = o 3 =3 ,
{[¥l: ¥ eC_(R™~m)~, div ¥ =0} < D(a),

ist D(A) dicht in HZ(IR3\5)_

Bezeichne a s By
( , ) das Skalarprodukt in H,(IR™8); d.h. ( , ) ist

die Einschrdnkung des Skalarprodukts von LZ(IR3\§)3 auf H, (IR ~§)
Sei V,W €H,(IR’\H). Dann qilt: 2 .

(9.51) (AV,W) = (=-v-P(AV),W)
= (=v)- (AV,P(W)) (da P Projektion auf LQ(I§3\5)3)
= (=v) - (AV,W) (da v €n, (R7)).

. = =¥ . e
Sei nun v bzw. w ein Reprdsentant von V bzw. W. Dann ist

- 1,2 —
Ve w2 mANm 3 a2 2 (miG 3,

womit wir folgende Gleichung erhalten:

(AV, W)

I
™M w

s Av,-w. dx
=1 IRB\E J 3

M w

! z Dkv.-D w, dx

j=1 IRB\E k=1 Jj k73
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= I [ V.-ij dx = (V,aW).

j=1 ®~3

Mit (9.51) ergibt sich:

(AV,W) = (V,AW).

Somit ist A ein symmetrischer Operator. Weil A+I nach Korollar

9.1 surjektiv ist, hat man nun: A ist selbstadjungiert
[W], Theorem 5.19).
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