
Université du Littoral Côte d’Opale Année universitaire 2010–2011
Licence 1ère année Mathématiques et Informatique
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Exercice 1.
1. L’application n’est pas surjective car f({1, 2}) = 3 = f({3}). N’étant pas injective elle ne peut pas être
bijective. L’application est surjective car pour tout n ∈ N∗, on a f({n}) = n.
2. On trouve f−1({2}) = {{2}}, f−1({4}) = {{1, 3}, {4}} et donc f−1({2, 4}) = {{2}, {1, 3}, {4}}.
3. Posons A = {a1, ..., an} avec a1 < ... < an. On a alors

f(A) = a1 + ...+ an > an = max(A) car ai > 0 pour i = 1, ..., n− 1.

De plus comme a1 doit être au moins 1, on a 1 6 a1 < .. < an et donc i 6 ai pour tout i = 1, ..., n. On obtient
alors

f(A) = a1 + ...+ an > 1 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
=

card(A)(card(A) + 1)

2
.

Exercice 2.
1. Soient x, y deux éléments de Z(G) et g un élément de G. On a alors

(x ·G y) ·G g = x ·G (y ·G g) par associativité de ·G
= x ·G (g ·G y) car y ∈ Z(G)

= (x ·G g) ·G y par associativité de ·G
= (g ·G x) ·G y) car x ∈ Z(G)

= g ·G (x ·G y) par associativité de ·G

ce qui établit x ·G y ∈ Z(G). De plus, pour x, g ∈ G on a

x ·G g = g ·G x⇔ (x ·G g) ·G x−1 = (g ·G x) ·G x−1

⇔ x ·G (g ·G x−1) = g ·G (x ·G x−1) par associativité de ·G
⇔ x ·G (g ·G x−1) = g

⇔ x−1 ·G (x ·G (g ·G x−1)) = x−1 ·G g

⇔ (x−1 ·G x) ·G (g ·G x−1)) = x−1 ·G g par associativité de ·G
⇔ g ·G x−1 = x−1 ·G g

On a donc montrer x ∈ Z(G)⇔ x−1 ∈ Z(G). L’ensemble Z(G) est donc bien un sous-groupe de (G, ·G).
2. Le groupe Z(G) est abélien: Soient x et y des éléments de Z(G). Comme x appartient à Z(G) et que y est en
particulier un élément de G, on a x ·G y = y ·G x, par définition de Z(G).
3. Si G est abélien, on a x ·G g = g ·G x pour tout x, y ∈ G. On a donc, dans ce cas, Z(G) = G.

Exercice 3.
• σ1 = (1 4)(2 6)(3 5) qui est à la fois une décomposition en cycles à supports disjoints et en produit de

transpositions. Sa signature est ε(σ1) = (−1)6−3 = (−1)3 = −1.
• σ2 = (1 5 4 6)(2 3) qui est une décomposition en cycles à supports disjoints. Une écriture de σ2 en produit

de transpositions est : σ2 = (1 5)(5 4)(4 6)(2 3). Sa signature est ε(σ2) = (−1)6−4 = (−1)2 = 1.
• σ3 = (1 3 6 2 5)(4) qui est une décomposition en cycles à supports disjoints. Une écriture de σ2 en produit

de transpositions est : σ3 = (1 3)(3 6)(6 2)(2 5). Sa signature est ε(σ3) = (−1)6−4 = (−1)2 = 1.

Exercice 4. Le système (S) est équivalent à AX = B avec

A =


2 0 −1 7
3 2 1 2
−1 −1 −2 0
1 1 1 −1

 , X =


x
y
z
t

 , B =


2
4
−2
2


La matrice augmentée M est

M =


2 0 −1 7 2
3 2 −1 2 4
−1 −1 −2 0 −2
1 1 1 −1 2

 .



En appliquant le pivot de Gauß sur M , on trouve
2 0 −1 7 2
3 2 1 2 4
−1 −1 −2 0 −2
1 1 1 −1 2

 L1↔L4−−−−−→


1 1 1 −1 2
3 2 1 2 4
−1 −1 −2 0 −2
2 0 −1 7 2

 L2←L2−3L1−−−−−−−−→


1 1 1 −1 2
0 −1 −2 5 −2
−1 −1 −2 0 −2
2 0 −1 7 2

 L3←L3+L1−−−−−−−−→


1 1 1 −1 2
0 −1 −2 5 −2
0 0 −1 −1 0
2 0 −1 7 2

 L4←L4−2L1−−−−−−−−→


1 1 1 −1 2
0 −1 −2 5 −2
0 0 −1 −1 0
0 −2 −3 9 −2

 L2←−L2−−−−−−→


1 1 1 −1 2
0 1 2 −5 2
0 0 −1 −1 0
0 −2 −3 9 −2

 L4←L4+2L2−−−−−−−−→


1 1 1 −1 2
0 1 2 −5 2
0 0 −1 −1 0
0 0 1 −1 2

 L3←−L3−−−−−−→


1 1 1 −1 2
0 1 2 −5 2
0 0 1 1 0
0 0 1 −1 2

 L4←L4−L3−−−−−−−−→


1 1 1 −1 2
0 1 2 −5 2
0 0 1 1 0
0 0 0 −2 2

 L4←
−L4

2−−−−−−→


1 1 1 −1 2
0 1 2 −5 2
0 0 1 1 0
0 0 0 1 −1

 L3←L3−L4−−−−−−−−→


1 1 1 −1 2
0 1 2 −5 2
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1

 L2←L2+5L4−−−−−−−−→


1 1 1 −1 1
0 1 2 0 −3
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1

 L1←L1+L4−−−−−−−−→


1 1 1 0 1
0 1 2 0 −3
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1

 L2←L2−2L3−−−−−−−−→


1 1 1 0 1
0 1 0 0 −5
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1

 L1←L1−L3−−−−−−−−→


1 1 0 0 0
0 1 0 0 −5
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1

 L1←L1−L2−−−−−−−−→


1 0 0 0 5
0 1 0 0 −5
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1


Le système S est donc régulier et à x = 5, y = −5, z = 1 et t = −1 comme unique solution.

Exercice 5 (5 points).
1. L’ordre de S3 est 3! = 6.
2. Si S3 contient un élément x d’ordre 6. Alors {1, x, x2, x3, x4, x5} est un sous-groupe de S3. Comme l’ordre
de S3 est 6 on doit avoir nécessairement S3 = {1, x, x2, x3, x4, x5}. Or on a xi · xj = xi+j = xj · xi, ce qui
impliquerait que S3 est abélien. Or on a

(12)(23) =

(
1 2 3
2 3 1

)
6= (23)(12) =

(
1 2 3
3 1 2

)
.

3. Posons σ = (1 2 3). On a σ2 = (1 3 2) et σ3 = 1. Le groupe H = {1, σ, σ2} est donc un sous-groupe d’ordre 3
de S3. Soit H ′ un sous-groupe d’ordre 3 de S3. On a nécessairement {1} ⊆ H ∩H ′. S’il existe 1 6= x ∈ H ∩H ′
alors x est soit σ soit σ2 on a alors x2 = σ2 ou x2 = σ. Il en suit x 6= x2 ∈ H et donc H = H ′. Pour que
les groupes H et H ′ soient distincts il est donc nécessaires d’avoir H ∩ H ′ = {1}. En particulier, on aurait
H ′ ⊆ {1, (1 2), (1 3), (2 3)} avec card(H ′) = 3. Cependant, il n’existe pas de tel groupe :
• si H ′ = {1, (1 2), (2 3)}, (1 2)(2 3) = (1 2 3) 6∈ H ′ et H ′ n’est pas un groupe;
• si H ′ = {1, (1 2), (1 3)}, (1 3)(1 2) = (1 2 3) 6∈ H ′ et H ′ n’est pas un groupe;
• si H ′ = {1, (2 3), (1 3)}, (2 3)(1 3) = (1 2 3) 6∈ H ′ et H ′ n’est pas un groupe.

4. Les sous-groupes d’ordre 2 de S3 sont {1, (1 2)}, {1, (2 3)} et {1, (1 3)}.
5. Les sous-groupe de S3 sont {1}, {1, (1 2)}, {1, (2 3)}, {1, (1 3)}, {1, (1 2 3), (1 3 2)} et S3.
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