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Exercice 1. Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? (Justifier) Si oui, donner leur inverse.

A =

 1 0 1
2 −1 1
−1 1 −1

 B =

−3 0 −1
1 2 3
−1 4 5



Exercice 2. Montrer que l’ensemble E des fonction de R→ R muni des opérations

(f + g) : R → R
x 7→ f(x) + g(x)

(λf) : R → R
x 7→ λf(x)

est un espace vectoriel.

Exercice 3. On considère, dans R4, les vecteurs :

v1 = (1, 2, 3, 4), v2 = (1, 1, 1, 3), v3 = (2, 1, 1, 1), v4 = (−1, 0,−1, 2), v5 = (2, 3, 0, 1)

1. Soit F l’espace vectoriel engendré par (v1, v2, v3) et G celui engendré par (v4, v5).

(a) Montrer que les familles (v1, v2, v3) et (v4, v5) sont libres.

(b) En déduire la dimension de F et celle de G.

(c) Le vecteur w = (1, 4, 6, 10) appartient-il à F ? et à G ?

2. Donner une base de F +G.

3. Calculer les dimensions F ∩G et F +G.

Exercice 4. Soit E un R-espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. (a) Montrer que l’espace vectoriel F +G contient F ∪G.

(b) Soit H un sous-espace vectoriel de E qui contienne F ∪G, montrer que H contient F +G.

(c) En déduire que F+G est le plus petit (pour l’inclusion) sous-espace vectoriel de E qui contient
F ∪G.

2. Montrer que si F ∪ G est un espace vectoriel alors ou bien F ⊆ G ou G ⊆ F . On pourra faire un
raisonnement par l’absurde.

Exercice 5. On note E = R[X] l’espace vectoriel des polynômes et pour n > 2, on note En le sous-espace
vectoriel de E constitué des polynômes de degré 6 n.

1. (a) L’ensemble des polynômes P tels que deg(P ) = n est-il aussi un sous-espace vectoriel de E ?

(b) Donner sans justification une base et la dimension de En.



2. On considère l’application suivante :

φ : E → R3

P 7→ (P (−1), P (0), P (1))

(a) Montrer que φ est linéaire.

(b) Montrer que ker(φ) est l’ensemble des polynômes divisibles par X3 −X.

3. On se place dans E2, espaces des polynômes sur R de degré inférieur ou égale à 2. On considère les
polynômes Q1(X) = X,Q2(X) = X2 − 1, Q3(X) = X + 1 et Q4(X) = (X + 1)2.

(a) La famille {Q2, Q3, Q4} est-elle une base de E2 ?

(b) On note F l’ensembles des P ∈ E2 tels que P (−1) + P (1) = 0. Montrer que F est un
sous-espace de E2.

(c) Montrer que {Q1, Q2} est une base de F , et donner dim(F ).

Exercice 6. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E vérifiant
la relation u2 = id.

1. (a) Montrer que le noyau de u est {0E}.
(b) En déduire que u est bijective.

2. Soit x un vecteur de E.

(a) Montrer que les vecteurs x1 = u(x) + x et x2 = x− u(x) vérifient u(x1) = x1 et u(x2) = −x2.

(b) En déduire x1 ∈ ker(u− id) et x2 ∈ ker(u+ id).

3. Montrer que E = ker(u− id)⊕ ker(u+ id).

4. En déduire l’existence d’un entier s ∈ [0, n] et d’une base de E dans laquelle la matrice de u s’écrit[
Is 0
0 −In−s

]
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