N

2.1

~Qi2 -
— St bl vrot
1 7 s
. Fmet B AT S o &_’
A il irtlaArea >
) - t k
y A £ B, D
(i m} R )
> laxb|
p! - {68} 3
S . o :
e By SL, (2 Ycosy
——= <90° 4

o AAGT

Iq"-?ﬁgi

(2. Les fonctions usuelles

Théoréemes d’analyse admis

Théoréeme 2.1.1 — Fonctions constantes. Soit une fonction f : I — R dérivable sur un inter-
valle I C R. La fonction f est constante si et seulement si Vx € 1, f/(x) = 0.

Théoréeme 2.1.2 — Théoréme de la bijection. Soit une fonction f : I — R. On note J = f(I).
On suppose que la fonction f est :

e continue sur /,

e strictement monotone sur /.
Alors la fonction f réalise une bijection de I’intervalle / vers I’intervalle J, et sa bijection
récirpoque f~! : J — I est une fonction continue strictement monotone de méme sens que f.

Théoréme 2.1.3 — Dérivation de la bijection réciproque. Soit une fonction f : I — R et un
point xg € 1. On suppose que :

e f est strictement monotone sur I’intervalle /,

e f est dérivable au point xp,

e f'(x0) #0.
On sait déja que f réalise une bijection de I'intervalle / vers 'intervalle J = f(I) et alors, la
fonction f~! est dérivable au point yo = f(xo) avec

—1y\/
(f ) (y 0) f/ ( XO)
On en déduit que si
e f:I— R est strictement monotone sur I’intervalle 7,
e f est dérivable sur I'intervalle /,
e Vxel, f'(x) #0,
alors la fonction f~! est dérivable sur I’intervalle f(I) avec

1

—1\/
U =
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2.2 Fonctions logarithme, exponentielle, puissance

2.2.1

Fonction logarithme

Definition 2.2.1 On appelle fonction logarithme, toute fonction f : R} — R dérivable, différente
de la fontion nulle, qui vérifie la relation fonctionnelle

VxeRietVy e RY, f(xxy) = f(x)+ f(y)

Théoreme 2.2.1 Les fonctions logarithmes sont les fonctions

RY — R
* dt

x — kx| —
1t

2.2.2 Fonction logarithme népérien

Definition 2.2.2 Si k = 1, on appelle logarithme népérien ou logarithme naturel la fonction
logarithme obtenue. Il est caractérisé par Ine = 1.

p) Soit £ une fonction logarithme alors il existe k € R* telle que £(x) = k x Inx, Vx € R

Proposition 2.2.2 1l existe une unique fonction, notée In :]0, +-oo[— R telle que :

1
(Inx)" = = (pour tout x > 0) et In1 = 0.
x

Propriété 2.2.3 La fonction logarithme népérien vérifie (pour tous x,y > 0) les propriétés sui-
vantes :

e In(x xy) =In(x)+In(y)

o In(x") =nlnx,VneN

e In <x> =Inx—Iny
y

e lim Inx = +4oo, limlnx = —
X—r+o0 x—0
e In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de |0, +oo[ sur R
. In(1+x
o tim MY
x—0 X

o la fonction In est concave et Inx < x — 1 (pour tout x > 0)

Inx
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2.2.3 Fonction logarithme base a
Toute fonction logarithme £ est une bijection de R* vers R, on a

1
E(x):lﬁklnx:lﬁlnx:%cark#o

1 . .
Donc % admet un unique antécédent pour In a savoir a.

Propriété 2.2.4 Va e R\ {1}, Vx e R}, Vy € RY, Vn € Z, on a les propriétés suivantes :
log, (xy) = log,x +log,y

Etudions les variations de la fonction log, : Vx € R*, log},(x)

Definition 2.2.3 Le nombre a est appelé base de la fonction logarithme ¢. La fonction £ est

alors notée log,,.

Definition 2.2.4 Pour x > 0, on définit le logarithme en base a € R\ {1} par

de sorte que log,a = 1.

e log,1=0
e log,a=1

x

log, <y> =log,x —
1

loga ; = _logay

log,(x") =nlog,x

e Pour a = 10, on obtient le logarithme décimal log,;,(10) = 1 (et donc log,,(10") = n).

log,x =

log,y

Inx

Ina’

Dans la pratique, on utilise I’équivalence :

x=10" & y=logox

e En informatique intervient le logarithme en base 2 : log, (2") = n.
e Labasedelneste:Ilne=1.

xlna’

e O0<a<1,Ina<0.0On a le tableau de variations suivant :

e | <a,Ina > 0. On ale tableau de variations suivant :

X 0

+o0

signe de log, x

variations de log,

variations de log,

X 0 1 —+o0
signe de log), x +
+o0
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On en déduit les graphiques qui suivent :

a<l

1
p) Comme lim X 0et limxlnx = 0, (Ox) est une branche parabolique.
X—+o0 X x—0

2.2.4 Fonction exponentielle

La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur / =]0, 4-c| donc
d’apres le théoréme de la bijection, elle réalise une bijection de |0, +oo[ vers J = f(]0,+oo[) =

R.

Definition 2.2.5 La bijection réciproque de In :]0, +oo[— R s’appelle la fonction exponentielle,
notée exp : R —]0, +-oo].

y expx

Proposition 2.2.5 La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :

exp(Inx) = x pour tout x > 0 et In(expx) = x pour tout x € R
exp(x+y) = expx X expy
exp(nx) = (expx)”

expx
exp(x—y) = b

€Xpy
exp : R —]0, 40| est une fonction continue, strictement croissante vérifiant lim expx =10

X—s—o0

et lim expx = 4o
X—>+oo

la fonction exponentielle est dérivable et (expx)’ = expx pour tout x € R (elle satisfait donc
I’équation différentielle f' = f) (*)
la fonction exponentielle est convexe et Vx € R, expx > 1 +x (I’inégalité est stricte si x € R*)

. X .
ona lim =4ooet lim xexpx =0.
X—+o0 X X—r—00
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p) On retrouve (*) de la maniére suivante : comme la fonction In est dérivable sur I =|0, o],
et que Vx €]0,+oo[, In’(x) # 0, sa bijection réciproque est dérivable sur f(I) =J = R avec

N Y=
= Gy (g )

Fonction exponentielle base a

Lorque a > 0 et a # 1, le logarithme en base a est une fonction f, continue sur / = R, et stricte-
ment monotone. D’apres le théoréme de la bijection, il réalise une bijection de I vers J = f,(I) = R.
On note exp, sa bijection réciproque (qui est donc continue sur R, de méme sens de variation que f,).

Definition 2.2.6 On définit pour a > 0, I’exponentielle de base a :

exp, : {

Proposition 2.2.6 L’exponentielle de base a vérifie I’équation fonctionnelle :

R —- R
x — exp(xlna)

V(x,y) € R?, exp,(x+y) = exp,x x exp,y

Comme la fonction f, est dérivable sur R, et que Vx € R*, f/(x) # 0, la fonction exp,, est dérivable
sur 'intervalle J/ = R et
Vx € J =R, (exp,x) = Inaexp,x

Etudions les variations de la fonction exp, :
e 0 <a<1.0Onale tableau de variations suivant :

X —o0 0 400

signe de exp),x -

—i—oo\
variations de exp, 1
\ 0
e a > 1.0n ale tableau de variations suivant :
X —o0 0 +o0
signe de exp/,x +
—+o0

variations de exp, 1

On en déduit les graphiques qui suivent :
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e La droite d’équation y = x + 1 est tangente a la courbe représentative de la fonction
exponentielle.

e On aexp, = exp.

e On note aussi expx par €' (puissance x-ieme de e = expl ~ 2,718, le nombre qui
vérifie Ine = 1) ce qui se justifie par le calcul : ¢* = exp(xIne) = expax.

Notation 2.1. Pour tout reél x et tout nombre a € R¥\{1}, a* = exp,x.

Propriété 2.2.7 Va € R{\{1}, Vb € R1\{1}, Vx € R, ¥y € R, I’exponentielle base a vérifie les
propriétés suivantes :

e exp,(x+y) =exp,x Xexp,y < a™ =a* xa’
e d=1,a =a

® d =

2.2.6 Fonction puissance

Definition 2.2.7 Pour o € R, on définit la fonction puissance par :
10,4 = R
f - X = x%= (xlnx

La fonction f;, est dérivable sur R en tant que fonction composée, et Vx € R,

falx) = ax®"!

En notant / =]0, 40|,

e si a =0, fy est constante et vaut 1,

e si o > 0, fy est strictement croissante sur /,

e si o <0, fy est strictement décroissante sur /.
Lorsque o > 0, on peut prolonger f,, par continuité en en posant fy(0) = 0. Etudions la dérivabilité
de la fonction ainsi prolongée (encore notée fy) :

e si o > 1, fy est dérivable en 0 avec f7,(0) =0,

e si o = 1, f est dérivable en 0 avec f},(0) =1,

e si0 <« <1, fo n’est pas dérivable en 0 (demi-tangente verticale).

Comme Vo € R*, f, est continue sur / =0, 40| et strictement monotone sur /, elle est bijective
de I vers J =]0,+oo[. On montre alors que

On a les graphiques suivants en fonction des valeurs de « :
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a>1

0<ax<l

a<0

Propriété 2.2.8 Soient x,y > 0 et a,b € R. La fonction puissance vérifie les propriétés suivantes :

° anrb — xaxb
o x 4= i

x4
o (xy)®=xy"
° (xa)b — Xab

e In(x*) =alnx
Pour terminer cette section, on peut rassembler sur un méme graphe les courbes représentatives
des fonctions logarithme, exponentielle et puissance :

x¢ (a>1)

y expx

x® (a<1)

Inx

[o

2.3 Fonctions circulaires (ou trigonométriques) inverses (ou réciproques)

2.3.1 Fonction arccosinus
Considérons la fonction cosinus cos : R — [—1, 1],x +— cosx. Pour obtenir une bijection a partir

de cette fonction, il faut considérer la restriction de cosinus a I’intervalle [0, 7]. Sur cet intervalle, la
fonction cosinus est continue et strictement décroissante, donc la restriction

cos: [0,m] = [—1,1]
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arccosinus :

Arccos : [—1,1] — [0, 7]
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On a par définition de la bijection réciproque les propriétés suivantes :

Propriété 2.3.1
e cos(Arccosx) =x, Vx € [—1,1]
e Arccos(cosx) =x, Vx € [0, 7]
e sin(Arccosx) = V1 —x%, Vx € [—1,1]
V1 —x2
Y owxe[-1,1], x£0
x

e tan(Arccosx) =

Les deux premicres propriétés permettent d’écrire 1’équivalence fondamentale suivante :

Théoreme 2.3.2 six € [0,7], cosx =y < x = Arccosy

Propriété 2.3.3
e Arccos est continue sur [—1, 1],
e Arccos est strictement décroissante sur [—1, 1],
e Vx € [—1,1], Arccos(—x) = m — Arccosx (le point de coordonnées (0
symétrie de la courbe représentative de Arccos,

T

,5) est centre de

1

1—x

e Arccos est dérivable sur | — 1,1 et Vx €] — 1, 1], (Arccos)’(x) = — .

-1
(Donc, /7dx = Arccosx+C,C €R))
V1—x2

A I’aide de sa dérivée, on peut dresser le tableau de variations de Arccos :

X —1 1
signe de (Arccos)’(x) [ [ —eo — —oo]

variations de Arccos \

et en déduire le graphe associé :

arccos x

2.3.2 Fonction arcsinus

La restriction

Tr
2’2

est une bijection (elle est continue et strictement croissante).

sin : [— |—[-1,1]
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Sa bijection réciproque est la fonction arcsinus :

T
Arcsin: [—1,1] = [-=, =
resin: [~1,1] = [, 7]
On a par définition de la bijection réciproque les propriétés suivantes :

Propriété 2.3.4
e sin(Arcsinx) = x, Vx € [—1,1],
[

T
e Arcsin(sinx) =x, Vx € —5 E]’
e cos(Arcsinx) =1 —x%, Vx € [—1,1]
e tan(Arcsinx) = T Vxe [—1,1]

Les deux premicres propriétés permettent d’écrire 1’équivalence fondamentale suivante :

B TR
Théoreme 2.3.5 sixe [_57 5]’ sinx = y < x = Arcsiny

Propriété 2.3.6
e Arcsin est continue sur [—1, 1],
e Arcsin est strictement croissante sur [—1,1],
e Vx € [—1,1], Arcsin(—x) = — Arcsinx (I’origine est centre de symétrie de la courbe repré-
sentative de Arcsin),

1
e Arcsin est dérivable sur | — 1, 1[ et Vx €] — 1, 1], (Arcsin)’ (x) = —
—Xx
1
Donc, /7dx = Arcsinx+C, C € R.
( V1—x2 )

A I’aide de sa dérivée, on peut dresser le tableau de variations de Arcsin :

X —1 0 1
signe de (Arcsin)’(x) H 4oo 4 oo H
T
2
variations de Arcsin 0/
_E/
2

et en déduire le graphe associé :

arcsin x

y |

___________ r----==--
|
|
|
|

=

+1 sinx

-7
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Proposition 2.3.7 Vx € [—1,1],

. T
Arcsinx + Arccosx = )

Fonction arctangente

La restriction
T T
tan: [——,=| = R
[ 2 ) 2}

est une bijection (elle est continue et strictement croissante). Sa bijection réciproque est la fonction
arctangente :

T w
Arctan: R — [—5,5]

On a par définition de la bijection réciproque :

Propriété 2.3.8
e tan(Arctanx) = x, Vx € R,

T
e Arctan(tanx) =x, Vx €] — =, =,
22
e cos(Arctanx) = ,Vx e R,

e sin(Arctanx) =

Tq,_
Il =
)

Vita? +x2
Les deux premieres propriétés permettent d’écrire 1’équivalence fondamentale suivante :

P T
Théoreme 2.3.9 sixe]— 5% [, tanx =y < x = Arctany

Propriété 2.3.10
e Arctan est continue sur R,
e Arctan est strictement croissante sur R,
e Vx € R, Arctan(—x) = — Arctanx (I’origine est centre de symétrie de la courbe représentative

de Arctan),
1

1+x%

Arctan est dérivable sur R et Vx € R, (Arctan)’(x) =

(Donc / e dx = Arctanx+C, C € R))

A I’aide de sa dérivée, on peut dresser le tableau de variations de Arctan :

X —oo 0 +oo
signe de (Arctan)’(x) +

variations de Arctan 0

SIE]

et en déduire le graphe associé :
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Y, tanx
)

arctanx

On peut conclure cette section avec le résultat suivant :

1 T
Proposition 2.3.11 Vx € R*, Arctanx + Arctan — = 85, (e = sgn(x))
X

2.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

24.1

Fonctions hyperboliques

Definition 2.4.1 Pour x € R,

o le sinus hyperbolique est défini par :

e le cosinus hyperbolique est défini par :

chx =

shx =

e +e
2

et —e*

2

Le sinus et le cosinus hyperboliques vérifient les propriétés suivantes :

Propriété 2.4.1
chx+shx =¢€*
chx—shx=e"
ch’x—sh?x =1

sh et ch sont continues sur R,
ch est une fonction paire, sh est une fonction impaire.
ch et sh sont dérivables sur R, et Vx € R, (ch)’(x) = shx et (sh)’(x) = chux,

X

On en déduit aisément les variations des deux fonctions :

X

—00

0 oo

signe de (sh)’(x)

_|_

variations de sh

signe de ch’(x)

variations de ch
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ainsi que les graphes associés :

pa| %
[=}

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

shur

e shO0=0etchO=1.
o Vxe R,

shx < .0

X—r+o0

e’

5 <chxet chx—shx=¢e"
. e*

Par conséquent, la courbe y = > est asymptote aux deux courbes y = shx et y = chx

et on a de fait la position des courbes par rapport a la courbe asymptote.

Definition 2.4.2 La fonction tangente hyperbolique est définie par :

shx

,VxeR
chx xe

thx =
Propriété 2.4.2 La tangente hyperbolique a les propriétés suivantes :
1— 872x
1 _i_'e—2x ’
e th est continue sur R,
e th est impaire,

e th est dérivable sur R, et Vx € R, (th)’(x) =

e thx =

2 =1—th’x.
ch“x

On déduit du dernier résultat le tableau de variations de th :

X —o00 0 o0
signe de (th)’(x) +

variations de th 0

ainsi que le graphe associé :
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On peut citer enfin quelques résultats de trigonométrie hyperbolique :

Propriété 2.4.3 Soient x,y € R, on a alors :

e ch(x+y) =chxchy+shxshy
e ch(2x) =ch?x+sh?x=2ch®’x— 1 =1+2sh’x
e sh(x+y) =shxchy+shychx
e sh(2x) =2shxchx
thx+thy
th =
* ) = Ty

2.4.2 Fonctions hyperboliques réciproques
Fonction argument sinus hyperbolique

La fonction sh : R — R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante, vérifiant

lim shx = —ocoet lil‘JIrl shx = +oo, Elle réalise donc une bijection strictement croissante de R ves
X——00 X—r+o

J =R. On appelle Argsh = sh™! sa bijection réciproque.
Propriété 2.4.4 La fonction Argsh vérifie les propriétés suivantes :
e Argsh: R — R est strictement croissante et continue,

1
e Argsh est dérivable sur R et Vx € R, (Argsh)’(x) =

V142
e on a I’expression logarithmique Argshx = In(x+ vx?+ 1),

1
dx = Argshx+C=In(x+Vx24+1)+C,C €R.
V142 & ( )

On déduit a I’aide de la dérivée de Argsh le tableau de variations suivant :

e on en déduit que /

X —0Q —I—oo
signe de (Argsh)’(x) +
~+o0
variations de Argsh /

ainsi que le graphe associé :



40 Chapitre 2. Les fonctions usuelles

y=shzx

y = argshz

Fonction argument cosinus hyperbolique
La restriction de la fonction ch a I’intervalle 7 = [0, +oo] est une fonction continue, dérivable,

strictement croissante, vérifiant liné chx=1et liT chx = +oo. Elle réalise donc une bijection
x— X—>4-o00

strictement croissante de / vers J = [1,4-oo|. Sa bijection réciproque est Argch : [1,+oo[— [0, +oo].

Propriété 2.4.5 La fonction Argch vérifie les propriétés suivantes :
o Argch: [1,+oo[— [0, oo est strictement croissante et continue,

1
e Argch est dérivable sur |1, +oo[, et Vx €]1,4-00], (Argch)’(x) =

V=1
e on a I’expression logarithmique Argchx = In(x+ /x> — 1),

1
e on en déduit la rimitive:/idx:Ar chx+C=In(x+vx2—1)+C,CeR.

On déduit a I’aide de la dérivée de Argch le tableau de variations suivant :

X 1 o0
signe de (Argch)’(x) +

variations de Argch /

0

—+oo

ainsi que le graphe associé :

y=chz

y = argchzx

1

Fonction argument tangente hyperbolique
La fonction th réalise une bijection strictement croissante de R vers I'intervalle / =] — 1,1]. On
note Argth :] — 1, 1[— R sa bijection réciproque.
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Propriété 2.4.6 La fonction Argth vérifie les propriétés suivantes :
o Argth est strictement croissante et continue,

1
e Argth est dérivable sur | — 1,1[, et Vx €] — 1, 1], (Argth)’(x) = 7

_xz’

1 1
e on a|’expression logarithmique Argthx = 5 In < 1 —|—x> .
—Xx

On déduit a I’aide de la dérivée de Argth le tableau de variations suivant :

X -1 1
signe de (Argth)’(x) +
o0
variations de Argth /
ainsi que le graphe associé :
: -y = argthz.
; y =thx
............... 1
=1 1
......... _1

On précise enfin que la fonction cotangente hyperbolique, notée coth, est définie sur R* par :

chx € +e* I4e
cothx = — = = .
shx e —e* 1—e 2

2.5 Exercices
2.5.1 Fonctions logarithmes

11
I Exercice 2.1 Résoudre dans |0; +oo, log, x +log, x +logg x = 5

Exercice 2.2 1. Montrer, pour tout (x,y) € R? tel que 0 < x < y, que :

y—x x+y
Iny —Inx 2

2. En déduire, pour tout n € N* I’inégalité :
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u k n(n+1)(4n+5)
kgln(lﬁ) = 12

{ 4(log,y +log,x) = 17

1.
y — 243 avec x >y >

1 1
Exercice 2.4 Montrer que Vx €]0, 4-o<], In (1 + —) LS —. -
X

4
| Exercice 2.3 Résoudre le systéme suivant dans R? :
| x(x+1)

Exercice 2.5 Soient x et y réels avec 0 < x < y.

=<y
Iny —Inx
2. On considere la fonction f définie sur [0, 1] par

1. Montrer que x <

o— f(a)=In(ax+(1—a)y) —alnx—(1—a)lny
De I’étude de f, déduire que pour tout & de ]0, 1]
olnx+ (1 —o)lny < In(ox+ (1 — a)y)

3. Donner une interprétation géométrique du résultat précédent.

2.5.2 Fonctions exponentielles
Exercice 2.6 Résoudre dans R2,

() rrel = yte
4xy+y? = 27

1
Exercice 2.7 Soit f:]—1;40[ — ]——;—i—oo[ . Montrer que f bijective, et que f et f~!
e

X > Xxexpx
sont de classe ¢! sur leurs ensembles de définition. Déterminer un DL d’ordre 3 en 0 de f~! et
un équivalent de f~! en +oo. =

I Exercice 2.8 Montrer que la fonction exponentielle est convexe sur R. u

Exercice 2.9 Résoudre les équations définies sur R par :
l. In(x+1)+In(x+2)=In18
2. Injx|+Injx+1|=0
3.9 43" —-12=0
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I 4. xVF = ()"

2.5.3 Fonctions circulaires réciproques

Exercice 2.10 Etablir les formules suivantes :

1 4 1 1
1. 2Arctan 2 = Arctan 3 4. Arcsin % + Arctan 3 = g
3 1 5 3 56
2.  2Arccos 1 = Arccos 3 5. Arcsin - + Arcsin 5= = Arcsin &
5 2 1 1 1
3. Arccos B = 2 Arctan 3 6. Arctan 3 + Arctan 5 + Arctan 3 = g
Exercice 2.11 Simplifier les expressions suivantes :
1
1. cos(4 Arctanx) 2. sin(3 Arctanx) 3. sin(i Arcsinx)

2. Vx € [-1,1], Arccos(x) + Arccos(—x) =T
T six€]0,+oof
—2 sixe€]—oo,0]
_{ Z six €] — 1,40
x+1 | =3 six€]—oo,—1]
5. Vx € R, Arctan(1 +x) — Arctanx = Arccotan(1 +x +x?). En déduire la limite

1
3. Arctanx+ Arctan — = {
X

4. Arctan(2x+ 1) — Arctan

lim Z Arccotan(1 +k + k%)

n%Jroo

Exercice 2.13 Etudier et représenter les fonctions suivantes :

1. x — Arcsin(sinx) 2. x — Arccos(cosx) 3. x — Arctan(tanx)

Exercice 2.14 Soit f(x) = Arccos(1 — 2x?).
1. Préciser ’ensemble de définition et la parité de f.

2. On pose x=sin@, ¢ € [0, 7]. Calculer f(sin¢), et en déduire une expression simple de

x) pour x € [0,1].
3. Construlre le graphe de f.

Exercice 2.12 Etablir les relations sulvantes
1. Vx € [-1,1], Arcsinx + Arccosx =
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1— 2
Exercice 2.15 Soit f(x) = Arccos I—XZ
x
1. Préciser I’ensemble de définition et la parité de f.
2. (a) Calculer f’(x) sur ]0,+oo[], et en déduire une expression simple de f(x) sur [0, +oo],
puis sur | — 0, 0].
(b) Etudier la dérivabilité de fenO.
3. On pose x = tan %, ¢ € [0, 7[. Calculer f(tan §) et retrouver les résultats du 2. (a).

4. Construire le graphe de f.

Exercice 2.16 Une statue de hauteur s est placée sur un piédestal de hauteur p.
1. A quelle distance x doit se placer un observateur (dont la taille est supposée négligeable)
pour voir la statue sous un angle maximal o ?
2. Vérifier que oy = arctan .
p(p+s)
3. Application 2 la statue de la liberté : haute de 46 metres avec un piédestal de 47 metres.

Exercice 2.17
1. Montrer, pour tout (a,b) € [0, 1[?, que :

a-+
arctana + arctan b = arctan
1—ab

1 1 1
2. En déduire la valeur de S = Sarctan — + 2 arctan 3 + 3arctan 57

2.5.4 Fonctions hyperboliques directes et réciproques

Exercice 2.18

1. Exprimer ch(3x) en fonction de chx, et sh(3x) en fonction de shux.
2. Etudier la fonction définie sur R par f(x) = ch(3x) —3ch(x).

Exercice 2.19
1. Exprimer sh* x en fonction de ch(2x) et ch(4x).

2. Calculer / sh* xdx.

1 achx+bshx =0, (a,b) € R%.
(chx+ shx)ArgSh(x %) = (chx — shx)A®h=b) (4. b) € R?.

1
3. 2 Argshx = Argth — + Argch /2.

V2

| Exercice 2.20 Resoudre les équations d’inconnue x € R :
I Exercice 2.21 Résoudre dans R?,
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chx+chy =
(S){ shx+shy = 1

chx+chy = achb
shx+shy = ashb

2 1
Exercice 2.23 1. Montrer que Vx € R*, thx = W iy

n
2. En déduire la valeur de Z 2Fth(2%x), pour n € N.

| Exercice 2.22 Pour (a,b) € R?, résoudre le systéme d’équations, d’inconnue (x,y) € R?
| k=0

1
Exercice 2.24 Montrer que Vx € [0;+oo[, arctan(shx) = Arccos (CT) . .
x

Exercice 2.25
1. Démontrer I’expression logarithmique de Argsh.x.
2. Démontrer I’expression logarithmique de Argchx. Retrouver son développement limité
au voisinage de 1.






