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(l. Les suites numériques

1.1 Notions génériques

1.1.1 Vocabulaire

Definition 1.1.1 Soit £ un ensemble. On appelle suite a valeurs dans £ une application de N
dans E. L’ensemble des suites 2 valeurs dans E est noté E™.

Dans ce chapitre, nous nous préoccuperons des suites a valeurs dans R (nous dirons aussi suites de
réels). Une suite a valeurs dans R sera typiquement notée (u,),cn ou simplement (u,) quand il n’y
a pas d’ambiguité. Les entiers n sont les indices de la suite et leurs images u,, sont les termes de
la suite. La suite(u, ) ey est un objet différent de I’ensemble {u,,n € N}. En particulier, une suite
aura toujours une infinité de termes, méme si ces termes ne prennent qu’un nombre fini de valeurs
différentes. Par exemple, pour u, = (—1)", la suite est (u,) = (1,—1,1,—1,1,...), et 'ensemble
{un,n € N} est ’ensemble {—1,1}.

Il existe deux manieres de définir une suite de réels a partir d’une fonction :

e Définition explicite :
Vn e N,u, = f(n)

ou f est une fonction de R dans R et u, est appelé le terme général de la suite (uy,).

= Exemple 1.1
1. VheN,u,=n

1
2. VneN,u, =
n
3. VneN,u,=2""

1

+

e Définition par récurrence :
up€RetVneN, w1 = F(uy,)

ou F est une fonction de R dans R. Les mé&mes exemples peuvent étre définis par :
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= Exemple 1.2
1. VneN,ug=0etVn e N, up11 =u, +1
2. VneN,ug=1letVne N, u, | = tn

u,+1
Un

3. VneN,uyg=1etVvne N, u,| = 7

Definition 1.1.2
e Soit a un réel. On appelle suite arithmétique de raison a une suite définie par ug € R et

VneN, u1 =u,+a
e Soit r un réel. On appelle suite géométrique de raison r une suite définie par ug € R et
VneN, u,1 =ru,

On vérifie aisément par récurrence qu’une suite arithmétique de raison a a pour terme général
U, = ug +na.
De méme, une suite géométrique de raison r a pour terme général u, = uyr”.

Definition 1.1.3 Soit (u,),cn une suite de réels. On dit que la suite (u,) est :
e constante si Vn € N, u, 11 = u, ;

croissante si Vn € N, u, 1 > uy ;

décroissante si Vn € N, u, 11 < u, ;

strictement croissante si Vi € N, u, 11 > uy, ;

strictement décroissante si Vn € N, u,, 11 < uy;

monotone si elle est croissante ou décroissante ;

majorée si {u,,n € N} est majoré ;

minorée si {u,,n € N} est minoré ;

bornée si {u,,n € N} est borné ;

périodique si 3p € N*, Vn € N, u,, 1, = uy,.

o (uy)nen est croissante si et seulement si Vn € N, w1 —u, > 0.
o Si (uy)nen est une suite a termes strictement positifs, elle est croissante si et seulement

: u
sivne N, 2L >,
Un

. . o e . 1
Il arrive qu’une suite ne soit définie que sur une partie de N : par exemple, <>

neN*
On sera également améné a réduire la suite aux indices au-dela d’un certain entier ng : (un)n>n,-

L’expression "a partir d’un certain rang" reviendra souvent dans les pages qui suivent. Dire que la
suite (u,)nen possede la propriété (&) a partir d’un certain rang signifie que la suite (¢,),>n, la
possede pour un certain . On dit aussi que (?) est vraie pour "n assez grand". Voici quelques
exemples :

Definition 1.1.4 Soit (u,),cn une suite de réels. On dit que la suite (u,) est :
e constante a partir d’un certain rang (on dit aussi stationnaire) si dng € N, Vn > ng,
Up+1 = Un s
e croissante a partir d’un certain rang si dng € N, Vn > ng, ty1 > uy ;
e périodique a partir d’un certain rang si Ing € N, Ip € N*, Vn > ng, uyqp = uy,.
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= Exemple 1.3

4
e Lasuite ( E est constante a partir du rang ng = 4.
n+l neN

La suite des décimales de % est constante a partir du rang ny = 2.

e La suite (|n — 5|),en est croissante a partir du rang ng = 5.
e La suite des décimales de 2475 est périodique, de période p = 2 a partir du rang ng = 3.

| |
R

e Quel que soit le nombre rationnel x, la suite des décimales de x est périodique a partir
d’un certain rang.

e Si la suite (uy,),en est majorée a partir d’un certain rang, alors elle est majorée tout
court. En effet, si u, < M pour tout n > ng alors pour tout entier n € N,

up, < max{uo,ui,...,un—1,M}

e De méme, une suite minorée a partir d’un certain rang est minorée, une suite bornée a
partir d’un certain rang est bornée.

Proposition 1.1.1 Les opérations sur les réels s’étendent aux suites en des opérations terme a
terme.

Addition : (u,) + (vi) = (un +vy)

Multiplication : (u,) X (v) = (unvy)

Mulitplication par un réel : A (u,) = (Auy,)

Comparaison : (u,) < (v;) ©VneN, u, <v,

L’addition a les mémes propriétés que celle des réels : RV muni de I’addition est un groupe
commutatif. Muni de I’addition et de la multiplication par un réel, c’est un espace vectoriel.
Cependant, le produit de deux suites peut étre nul sans que les deux suites le soient : RY muni de
I’addition et de la mutiplication est un anneau commutatif non integre.

Definition 1.1.5 Etant donnée une suite (u,), on appelle suite extraite ou sous-suite, une suite

formée de certains termes de (u,), c’est-a-dire une suite de la forme (v) = (up()), Ol ¢ est une
application strictement croissante de N dans N.

= Exemple 1.4 Si (u,) est la suite géométrique ((—2)"), et (k) = 2k, alors (v;) = (4¢) : on a
extrait de la suite (u,) la suite des termes d’indice pair. "

Convergence
On dit que la suite (u,) converge vers un réel ¢ (sa limite) si tout intervalle ouvert contenant ¢
contient aussi tous les u, pour n assez grand.

Definition 1.1.6 Soit (u,),cn une suite de réels et £ un réel. On dit que la suite (u,) converge
vers £ (ou tend vers £, ou a pour limite £) si :

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |u, — €| < &

On notera :

lim u, =f¢oubienu, — ¢
n——+oo n—r+o0

Autrement dit, tout intervalle ouvert centré en ¢ contient tous les termes de la suite a partir d’un
certain rang. Notons cependant que le rang ng a partir duquel tous les termes de la suite restent dans
I'intervalle [¢ — €,¢ + €] dépend de &.
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= Exemple 1.5 Représentons les 50 premiers termes de la suite (u,),en = <1 + smn> :
h neN*

Convergence de 1+sin(n)/n
20

16
144 ¢
2y
R N A N et
084 o

056 1
04 1
021
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Lalimiteest/=1.0Ona:
sinn

n

1
|y — £ = < -

n

Fixons € > 0 (sur la figure € = 0,05). Posons ny = E(é) 41 (ng = 21 pour € = 0,05). Pour tout
n>no, 1 < € donc |u, — | < €. On constate sur la figure que u, € [0,95;1,05] pourn > 18. =

On étend la notion de convergence aux limites infinies de la facon suivante.

Definition 1.1.7 Soit (u,) une suite de réels.
1. On dit que (u,) tend vers +oo si

VA > 0,3ny € N,Vn > ng,u, > A
2. On dit que (u,) tend vers —oo si
YA > 0,3dny € N,Vn > ng,u, < —A

Voici quelques exemples classiques :

= Exemple 1.6

o Suites arithmétiques : (u,) = (1o + an)
. Sia >0, (u,) tend vers +-co.
. Sia=0, (u,) est constante (tend vers ug)
. Sia <0, (u,) tend vers —oo.

e Suites géométriques : (u,) = (upr")
. Siug =0, (u,) est constante (tend vers 0).
. Sir<—1etug+#0, (u,) ne converge pas.
. Si—1<r<1, (u,) tend vers 0.
. Sir=1, (u,) est constante (tend vers up).
. Sir>1etug>0, (u,) tend vers +oo.
. Sir>1letug <0, (u,) tend vers —oo.
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e Suites de Riemann : (u,) = (n%)

. Sia >0, (u,) tend vers +oo.
. Si oo =0, (uy) est constante (tend vers 1).
. Sia <0, (u,) tend vers 0.

Proposition 1.1.2 Soit (u,) une suite de réels.

1.
2.
3.

4.
5.

Si (u,) converge, alors sa limite est unique.

Si (up) converge vers une limite finie, alors (u,) est bornée.

Si pour tout n, u, € N, et si (u,) converge vers une limite finie, alors (u,) est constante a
partir d’un certain rang.

Si (uy) converge vers ¢, alors toute suite extraite de (u,) converge vers £.

Si les deux suites extraites (uox)ken et (Uox+1)ken convergent vers la méme limite ¢ (finie ou
infinie) alors (u,),cn converge vers /.

Démonstration. 1. Supposons que (u;,) vérifie la définition 1.1.6 pour deux réels £ et ¢’ distincts.

Posons € = glﬂ — (/| Alors les intervalles [¢ —&,£+ €] et [¢(' — &, + €] sont disjoints. A

partir d’un certain rang, les u,, devraient appartenir aux deux intervalles a la fois ce qui est
impossible.
Fixons € > 0 et ng tel que u, reste dans I’intervalle [¢ — €, ¢+ €] pour tout n > ngy. Alors :

Vn e N, u, <max{uo,ui,...,up—1,{+ €},
et

Vn e N, u, > min{ug,uy, ... ,upy—1,0 —€}.

. Soit ¢ la limite. Si ¢ n’était pas un entier, pour € suffisamment petit, I’intervalle [¢ — &,/ + €]

ne contiendrait aucun entier donc aucun des u,,. Donc ¢ doit étre un entier. Posons € = %

L’intervalle [¢ — €, ¢ + €] ne contient qu’un seul entier, /. Comme a partir d’un certain rang
tous les u, sont dans un intervalle, et qu’ils sont tous entiers, ils sont tous égaux a .

. Soit (ug(x) ke une suite extraite de (u#,),en. Comme @ est strictement croissante, pour tout

no il existe ko tel que @ (k) > ng pour tout k > ko. Si tous les (u,) sont dans I’intervalle
[( — €, + €] a partir du rang no, tous les Ugp(x) sont dans le méme intervalle a partir du rang
ko.

Fixons € > 0. Soit ky tel que uy; reste dans 'intervalle [¢ — €,/ + €] pour tout k > ko.
Soit i tel que upy) reste dans 'intervalle [¢ — €,/ + €] pour tout k > ko. Alors pour tout
n > max{2ko,2ky + 1}, u, € [ — €, + €]. La démonstration pour une limite infinie est
analogue.

|
1.1.3 Opérations sur les limites
Lemme 1.1.3
1. La somme de deux suites convergeant vers O converge vers 0.
2. Le produit d’une suite convergeant vers O par une suite bornée converge vers 0.
Démonstration. 1. Soient (u,) et (v,) deux suites convergeant vers 0. Fixons € > 0. Soit ny tel

que pour tout n > no, |u,| < 5. De méme, soit n; tel que pour tout n > ny, |[v,| < §. Alors
pour tout n > max{ng,n; },
8 —_

€
2

€
|t + V| < | + va| < 5+
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d’ou le résultat.

2. Si la suite (u,) est bornée, alors il existe M > 0 tel que pour tout entier n, |u,| < M. Soit (v,)
une suite convergeant vers 0. Fixons € > 0. Soit ng tel que pour tout n > ng, |v,| < % Pour
toutn > ngona:

€
|unVn| = |un||va] < M|vy| SMM =€

d’ou le résultat.

Théoréme 1.1.4
1. La somme de deux suites convergeant vers une limite finie est convergente et sa limite est
la somme des limites.
2. Le produit de deux suites convergeant vers une limite finie est convergent et sa limite est
le produit des limites.

Démonstration. Pour nous ramener au lemme 1.1.3, observons d’abord qu’une suite (u,) a pour
limite ¢ € R si et seulement si la suite (u, — ¢) admet pour limite 0.
1. Si (uy) converge vers ¢ et (v,) converge vers ¢’ alors (u, — ) et (v, —¢') convergent vers 0.
Donc (u, — £+ v, —¢') converge vers 0 d’apres le point 1. du lemme 1.1.3 d’ou le résultat.
2. Si (u,) converge vers £ et (v,) converge vers ¢, on veut montrer que (u,v, — ¢¢') converge
vers 0. On écrit ensuite :

upvy — 0 = uy(vy — ') + (1, — 0)0'

11 suffit donc de montrer séparément que les deux suites (u,(v, —¢')) et ((u, — £)¢) tendent
vers 0 d’apres le point 1. du lemme 1.1.3. Mais chacune de ces deux suites est le produit
d’une suite convergeant vers 0 par une suite bornée ((u,) est bornée car elle est convergente)
d’ot le résultat en utilisant le point 2. du lemme 1.1.3.

|

Le théoreme 1.1.4 est I’outil de base pour étudier des convergences de suites a partir des exemples
classiques de la section précédente. On utilise aussi la composition par une fonction continue. On
peut donner deux définitions équivalentes de la continuité, dont I’'une est parfaitement adaptée aux
suites convergentes.

Definition 1.1.8 Soit f une fonction de R dans R et x un réel. On dit que f est continue au
point x si et seulement si, pour toute suite (u,) convergeant vers x, la suite des images (f(u,))
converge vers f(x).

Toutes les fonctions qui interviennent dans ce cours sont continues, en tout point ou elles sont
définies.

. . 1 . . . .
= Exemple 1.7 Soit la fonction f : x — —, continue en tout point de R*. Donc si une suite (u,)
X

. . 1 1 s PR
converge vers ¢ # 0, la suite des inverses <> converge vers 7 En utilisant le théoré¢me 1.1.4, on
Up

en déduit que le quotient de deux suites convergentes converge vers le quotient des limites, pourvu
que la limite du dénominateur soit non nulle. m

Si la limite de (u,) ou celle de (v,) est infinie, différentes situations peuvent se produire pour
la somme et le produit. On les résume dans les tableaux qui suivent (les points d’interrogation
désignent des indéterminations) :
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. limv, Y too | —oo
limu,
1 0+ 0 | 4oo | —oo

TABLE 1.1 — Limites possibles de (u, + v,) en fonction des limites de (u,) et (v;).

= Exemple 1.8

® U, =n,v, = _nnil : 1a suite (u, +vy,) tend vers 0;
o u, =n,v,=—n?:lasuite (u, +v,) tend vers —oo;
e u, =n,v, =—n+(—1)"lasuite (u, +v,) ne converge pas.
| |
. mva | S0 [ <0 | =0 | foo | oo
limu,,
£>0 o o 0 +oo | —oo
£<0 o o 0 —oo | o0
=0 0 0 0 ? ?
Foo Foo | —oo 7 | Hoo | —o0
oo — oo +o0 9 —oo | +oo

TABLE 1.2 — Limites possibles de (u,v,) en fonction des limites de (u,) et (v,).

1.1.4 Convergence des suites monotones

La notion de limite est liée aux notions de borne supérieure (plus petit des majorants) et borne
inférieure (plus grand des minorants). Etant donnée une suite (u, ), on appellera borne supérieure et
borne inférieure de (u,) les quantités respectives :

sup{u,,n € N} et inf{u,,n € N}

Théoreme 1.1.5
1. Toute suite croissante et majorée converge vers sa borne supérieure.
2. Toute suite croissante et non majorée tend vers +co.
3. Toute suite décroissante et minorée converge vers sa borne inférieure.
4. Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo.

Démonstration. Rappelons que toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure
finie. SiI’ensemble {u,,n € N} est majoré, il admet une borne supérieure finie qu’on note £. Puisque
£ est le plus petit des majorants, pour tout € > 0, £ — € n’est pas un majorant. Donc il existe ng tel
que ¢ — & < u,, < ¢. Mais si (u,) est croissante alors pour tout n > n,

g_ggunogunée

donc (u,) converge vers /.

Si la suite n’est pas majorée, pour tout A, il existe ng tel que u,, > A. Si (u,) est croissante, alors
pour tout n > ny,

Agunogun
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donc la suite (u,) tend vers 'infini.
Si la suite (u,) est décroissante, on applique ce qui préceéde a la suite croissante (—uy). [

Definition 1.1.9 Soient (u,) et (v,) deux suites de réels. Elles sont dites adjacentes si
1. (uy) est croissante,
2. (vp) est décroissante,
3. (vu —uy,) tend vers 0.

Proposition 1.1.6 Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Démonstration. Si (u,) est croissante et (v,) décroissante alors (v, — u,) est décroissante. Si
(vn — uy) tend vers 0, alors pour tout n, v, — u, > 0. Donc

uy < uy < vy <y

La suite (u,) est croissante et majorée par vy donc elle converge. La suite (v,) est décroissante et
minorée par ug donc elle converge également. Comme la différence tend vers 0, les deux limites
sont égales (cf. théoreme 1.1.4). |

1 1 1 1 ) .
m Exemple 1.9 Posons u, =1+ 1+ 20 + i ot ety =uy+—. La suite (uy,) est stricte-
! ! n! nn!
ment croissante car i, | — U, = (Tl)’ > 0. La suite (v,) est strictement décroissante :
n !

1 1 1 —1
n+1 — Vn — Tt A LY LY 0
T TN T i Dk ) ! a1

La différence v, — u,, tend vers 0, donc les deux suites convergent vers la méme limite a savoir le
nombre e ~ 2,718. Les deux suites fournissent un encadrement extrémement précis de e, pour un
nombre de termes calculés relativement faible. Pour n = 10, la différence v, — u, vaut 2,76 x 1078,
et pour n = 100, elle vaut 1,07 x 107160,

Ce méme encadrement est aussi un moyen de montrer que e est irrationnel. Supposons en effet que

S, p . . p )
e s’écrive e = — avec p,q entiers. On aurait u, < — < v, Soit :
q q

1 p &1 1
Yu<.<Lut
=k g =k qq!

Multiplions ces inégalités par gq!. Le nombre entier pg! devrait étre encadré strictement par deux
entiers consécutifs, ce qui est impossible. "

1.1.5 Comparaison de suites
Le résultat de base pour comparer deux suites est le suivant.

Théoreme 1.1.7 Soient (u,) et (v,) deux suites de réels convergentes. Si pour tout n € N,
u, < v, alors :

Iim u, < lim v,
n——+oo n—r—+oo

Démonstration. Supposons limu, > limv,. Alors la limite de la suite (u, —v,) est strictement

03
272
contredit I’hypothese. |

positive. Notons ¢ cette limite. Pour n assez grand, u, — v, € [ ] donc u, —v, > 0 ce qui
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Le théoreme précédent ne permet cependant pas de démontrer que I’'une des deux suites (u,) ou
(vn) converge. Pour cela, on utilise le résultat suivant :

Théoreme 1.1.8 Soient (uy) et (v,) deux suites de réels telle ques (v,) tend vers 0. Si pour tout
n €N, |u,| < |v,l, alors u, tend vers 0.

Démonstration. Pour tout € > 0, il existe ng tel que pour n > ny,
|un| < |Vn| <e
d’ou le résultat. |

On en déduit le corollaire suivant appelé "théoréme des gendarmes"

Corollaire 1.1.9 — Théoréme des gendarmes. Soient (i, ), (v,) et (w,) trois suites de réels
telles que (u,) et (w,) convergent vers la méme limite ¢, et pour tout n € N,

up < vy Swy

alors (v,) converge vers /.

t o+ o+ o+ o+ o4 T
E Wn++ ++i$*$¢
vn++iiii+
U+

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme 1.1.8 aux deux suites (w, —v,) et (w, —u,). B

—1)"
= Exemple 1.10 Soit u, = n—i—(+2) Comme (—1)" vaut +1 ou —1, on a ’encadrement suivant :
n
n+1 <y < n+1
n+2 n+2
Les deux bornes de cette double inégalité tendent vers 1 donc limu, = 1. "

La comparaison vaut aussi pour les limites infinies :

Théoreme 1.1.10 Soient (u,) et (v,) deux suites de réels telles que pour tout n € N, u,, < v,,.
1. Si u, tend vers +oc alors v,, tend vers +oo.
2. Siv, tend vers —o alors u,, tend vers —oo.

Démonstration. Pour tout A, il existe ng tel que pour tout n > ng, v,, > u,, > A donc v, tend vers
+o0 si u, tend vers +oo. La démonstration de 1’autre affirmation est analogue. |

Definition 1.1.10 Soient (u,) et (v,) deux suites de réels.
1. On dit que la suite (u,) est dominée par la suite (v,) si :

dM € R,Vn € N,

un| < M|vy|

On écrit u, = O(v,), qui se lit "u, est un grand O de v,,".
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2. On dit que la suite (u,) est négligeable devant la suite (v,) si :
Ve > 0,3ng,Vn > ng, |u,| < €|vy|

On écrit u, = o(v,), qui se lit "u, est un petit o de v,,".
3. On dit que la suite (u,) est équivalente a la suite (v,) si

Ve > 0,3n9,Vn > no, |t — va| < €|val

On écrit u, ~ vy, qui se lit "u,, est équivalent a v,,"
Trés souvent, on appliquera ces définitions pour une suite (v, ) non nulle ; dans ce cas, la comparaison

se lit sur le rapport — .
n

Proposition 1.1.11 Soient (u,) et (v,) deux suites de réels. On suppose que les v, sont tous non

nuls. Alors :

. . (U <
1. (u,) est dominée par (v,) si et seulement si (") est bornée :
Vn

Un

IM e R, VneN, <M

Vn

n

2. (up) est négligeable devant (v,) si et seulement si <u> tend vers O :

Vn

Un

Ve > 0,3dngy,Vn > ny, <e

Vn

. N . . (U
3. (up) est équivalente a (v,) si et seulement si (") tend vers 1 :

Vn

Ve > 0,dng,Vn > ny,

W—4<£

n

= Exemple 1.11
o VA2 +1=0(n), Van2 +1=o0(n?), Van2+1~2n
e [’équivalent de n! donné par la formule de Stirling est souvent utile :
n!~ (E>n 27n
e

Observons que u, = o(v,) entraine u, + v, ~ vy, ce qui permet de calculer les équivalents de
toutes les fonctions polynomiales de n. Les équivalents sont souvent utilisés pour le calcul de
limites de produits ou de quotients, car si u, ~ vy, et u, ~ v, alors u,u,, ~ v,v,,. Voici un exemple :

V2 +n+1

m Exemple 1.12 Soit le terme général u, = —. Comme 1 +n = o(nz), n?+n+1~n?

V/8n3 +n?
donc vn?2 4+ n+ 1 ~ n. Pour le dénominateur, v/8n3 + n2 ~ 2n donc limu, =

| =

Attention, il ne faut pas utiliser des équivalents pour des sommes.

mn Exemple 1.13 Onau, =n+(—1)" ~netv, = —n+(—1)" ~ —n. Pourtant, u, + v, n’est pas
équivalent a 0. "

Voici trois résultats de comparaison de suites tendant vers 1’infini :
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Théoreme 1.1.12 Soit a un réel strictement positif et r un réel strictement supérieur a 1. Alors :
1. " =o(n!)
2. n%=o(r")
3. Inn=o0(n%)

Démonstration. 1. Ecrivons la rapport de * & n! comme suit :
rt ﬁ r
nl 0k
(T o r_ 1 ...
La suite <%> tend vers 0. Donc il existe kg tel que pour tout k > k), % < 7 Ainsi, pour
keN
n = ko,
k n—ko
r' or 1
n! o k 2
1 n—ky
La suite (2 tend vers 0 d’ou le résultat.

2. Posons r = 1+ h avec h > 0, et écrivons la formule du bindme de Newton :

= (1+hy =Y (Z)h"

k=0
Pour tout k =1, ...,n, on peut minorer " par (Z) K*. Fixons k = E(a)+1.Pourn > 2k, le

. . . n ~ . . .
coefficient binomial ( I peut étre minoré comme suit :

(Z) _ n(n—l)..lé!(n—k—i—l) - (g)%

Donc pour tout n > 2k, on a
n (2% 1\
[ <h’<> <>

Le membre de droite tend vers O car, par définition, k = E(a) +1 > a.
3. Pour tout n > 0, on pose k, = E(Inn) et o, = Inn — k,,. La suite (k,) est une suite d’entiers
qui tend vers I’infini car k, > Inn — 1. Les o, sont des réels compris entre O et 1. Ecrivons

nn _ kntow _ ke 1
n® ekntor) — (ea)kn (ea)kn

Dans le membre de droite, le premier terme peut-tre vu comme une suite extraite de la
.. n . . .
suite —, avec r = e“. Nous avons vu que cette suite tend vers 0 au point 2. Donc toute suite

r

. . . . . Inn
extraite tend aussi vers 0. Le dénominateur du second terme tend vers I’infini. Donc —-est

majoré par la somme de deux suites qui convergent vers 0. D’ou le résultat.
|

Il est bon d’avoir en téte une échelle des "infiniment petits" et des "infiniment grands", c’est-a-dire
des suites qui tendent vers 0 ou vers +oo. Pour présenter ces échelles sous forme synthétique, nous
utilisons la notation u, < v,, qui est équivalente a u, = o(v;).
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1. Infiniment petits :

1 11 1
S =L L5 =< <1
n n

nl 100 2n NN < In(Inn)

2. Infiniment grands :

1 <In(lnn) < Inn < Vn<n<n® <2" < 10" < n!

Suites récurrentes

Une suite récurrente est définie par la donnée de ug € R et la relation de récurrence
Un1 = F(un)
La suite est celle des itérés successifs de 1’application F a partir de ug :
uy =F(ug), up =F(F(up)) =FoF(up), us =FoFoF(up),...
On notera F" la composée de F avec elle méme n fois :
up =F"(up) =FoFo...0F (up)

Il existe un moyen simple de visualiser les premiers termes de la suite (F"(up)) a partir du graphe
de la fonction F, représenté dans le plan. Portons ug en abscisse et tracons le segment vertical allant
de (u,0) a (uo, F (uo)). Tragons ensuite le segment horizontal rejoignant la premiere bissectrice,
de (uo, F(up)) a (F(uo),F (up)). L’abscisse du nouveau point est u;. On itere alors le procédé en
tracant alternativement des segments verticaux et horizontaux. On obtient ainsi une sorte de "toile
d’araignée” :

F(x) F(x)=1+1/x
2.5

0.5+ : ‘ D ox
05 1 1.5 2 25

Cette représentation graphique suffit pour se faire une idée du comportement qualitatif d’une
suite récurrente réelle. Elle permet de détecter les convergences ou divergences ainsi que les
comportements oscillants.

Pour étudier la suite (u, ), le premier travail consiste a identifier les limites possibles. Si la suite
(u,) converge vers £, alors la suite (u,+1), qui est une suite extraite, converge vers la méme limite /.

Proposition 1.1.13 Si F est une fonction continue et la suite récurrente (u,) converge vers /, alors
£ est une solution de 1’équation :

F(0)=¢
On dit que £ est un point fixe de F, car si ug = ¥, alors la suite est constante. Il peut se faire que

f ait plusieurs points fixes. Le comportement de la suite u,, (monotonie, convergence ou non vers
un point fixe), dépend de uy.
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¢ .

Démonstration. Lorsque n — +oo, u,, — £ et donc u, 1 — £. Comme u, — £ et que F est continue,
la suite (F(u,)) — F(¢). La relation uy,; = F(u,) devient a la limite (lorsque n — ) : £ =
F(0). [ |

Nous allons étudier en détail deux cas particuliers, celui ou la fonction est croissante, puis celui
ou la fonction est décroissante.

Cas d’une fonction croissante

Proposition 1.1.14 Si F : [a,b] — [a, b] est une fonction continue et croissante, alors quel que soit
up € [a,b], la suite récurrente (u,) est monotone et converge vers ¢ € [a,b] vérifiant F(¢) = /.

p) Il faut nécessairement vérifier que F([a,b]) C [a,b]

f(la,b])

Démonstration. La preuve est une conséquence des résultats précédents. Par exemple si u; > ug
alors la suite (u,) est croissante, comme par ailleurs elle est majorée par b, elle converge vers un

réel. Par la proposition 1.1.13, on a F(¢) = ¢. Si u; < ug, (u,) est une suite décroissante et minorée
par a, et la conclusion est la méme. |

Cas d’une fonction décroissante

Proposition 1.1.15 Soit F : [a,b] — |a, b] une fonction continue et décroissante. Soit ug € [a,b] et
la suite récurrente (u,) définie par u,, = f(u,). Alors :

e La sous-suite (u,) converge vers une limite ¢ vérifiant F o F(¢) = /.

e La sous-suite (up,+1) converge vers une limite ¢’ vérifiant Fo F(¢') = ¢'.

p) Ilsepeutquel =7/
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Démonstration. La preuve se déduit du cas croissant. La fonction F' étant décroissante, la fonction
F o F est croissante. Et on applique la proposition 1.1.14 a la fonction F o F et a la sous-suite (uy,)
définie par récurrence up = F o F (up), us = F o F (u3),. .. [ |

Traitons pour conclure cette section 1I’exemple historique sans doute le plus célebre : les rapports
des nombres de Fibonacci. Les nombres de Fibonacci sont définis par ag = 1, a; = 1, et pour n > 0,
ap+2 = Ap+1 + ay,. Voici les 20 premiers :

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584,4181,6765
Ap+1
a,

La suite (a,) est une suite croissante d’entiers, elle ne s’annule pas. Pour n > 1, posons u, =
La suite (u,) vérifie up = 1, et pourn > 1:

1
Upp1 =1+ —
Un

1
C’est une récurrence du type u,+1 = F(uy), avec F(x) = 14 —. La figure précédente représente les

premigres valeurs de u, en toile d’araignée. Pour étudier (u,), commengons par chercher les points
xes de I’application F, en résolvant I’équation
fixes de I’application F lvant I’ t

1
l+-=xex>—x—1=0etx#0
X

I+V5 1 1-V5
2 o 2
1,618, est le célebre nombre d’or ; on le retrouve (parait-il) un peu partout, des pyramides d’Egypte
aux coquilles de nautiles en passant par la Joconde. Comme u,, reste positif, la seule limite possible

pour (u,) est ¢. Nous allons démontrer les propriétés suivantes.

L’équation a deux solutions distinctes ¢ = . La premiere solution, ¢ ~

Proposition 1.1.16
1. La suite des termes pairs (uoy) est croissante
2. La suite des termes impairs (uz;1) est décroissante
3. Chacune de ces deux suites converge vers ¢ (elles sont adjacentes). En d’autres termes, les
termes u, approchent ¢, alternativement a gauche et a droite.

. 1 1 .
Démonstration. En soustrayant les deux équations u,y; =1+ — et ¢ =1+ 5, on obtient :
Up
¢ — un

Upy1 — @ =

. b .
Puisque ug < @, on obtient par récurrence que pour tout k > 1 : upr < ¢ < upi41. On peut aussi
exprimer u, 7 — ¢ en fonction de u,, — ¢ :

. Comme u, > 0, on en déduit que u,+1 — @ et u, — @ sont de signe opposé.

_ M9
B ¢2(”n+1)

Oru,>0,0 >1,uy < ¢etu; > @. On en déduit par récurrence que pour les termes pairs :

Upt+2 — ¢

1 1
0 <@ —umia < (9 —ux) < W(@’—Mo)

¢

Pour les termes impairs,

1 1
0 <up3—9 < @(uzwl —¢) < W(ul —-9)

Donc la suite des termes pairs est croissante et la suite des termes impairs décroissante. Mais de
plus :

¢ —uxn = 0(9~) et uz1 — 9 = 0(¢ )
Les deux suites (u2;) et (ug41) convergent vers ¢, car ¢ > 1, donc ¢ ¥ tend vers 0. [



1.2
1.2.1

1.2 Exercices 19

Suites de Cauchy

Est-il possible de savoir si une suite converge (vers une limite finie), sans connaitre sa limite ?
La notion de suite de Cauchy répond a cette question. Elle traduit I’idée intuitive que les termes
d’une suite convergente doivent étre proches les uns des autres a partir d’un certain rang.

Definition 1.1.11 Soit (,) une suite de réels. On dit que (u,) est une suite de Cauchy si pour
tout € > 0 les distances entre les termes |u, 4 — u,| sont inférieures a € a partir d’un certain
rang :

Ve > 0,3ng,Vn > no,Vk € N, |upip —un| < €

Il n’est pas surprenant qu’une suite convergente soit une suite de Cauchy.

Théoréme 1.1.17 Si une suite de réels converge vers une limite finie, alors ¢’est une suite de
Cauchy.

Démonstration. En utilisant I’inégalité triangulaire, écrivons :
(e — | = |tk = €= tn| < |utn e — €] 4 € = u|

€ )
—+-=¢ u

Fixons € > 0. Il existe un entier ng a partir duquel |u, — ¢| < St3=

L’intérét de cette notion est qu’elle caractérise les suites réelles convergentes : la réciproque du
théoréme précédent est vraie dans R.

Théoréeme 1.1.18 Dans R, toute suite de Cauchy converge.

Exercices

Exemples de calcul de limites de suites

Exercice 1.1 Calculer les limites (éventuelles) des suites définies par leur terme général u,
dans chacun des exemples suivants :

1 n—(-1)" 9 X =y"
" on4(=1)n T oxttym
n+1 n
2. (=1)" 10. Vn2
( )n+2 0 "
E((n+3)?
3. AfS?EE%JEZ 11. Va"+b", (a,b) € R
E((n—3)%)
4. Umd+2—vmd—1 |12, a(¥5-1)
2
1
5.#m%§7 13. (3V2-23)"
6. sin(myvn?+1) 14. (thn)"
1 ck
7.n%m;; w.ﬁg@eNﬁm)

Yi—o(3k+1)
Yi—o(2k+3)
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Exercice 1.2
1. Déterminer les constantes a, b, c telles que :

1 a b c
Vk N* = = — —_ -
SN s R D 2) &kl Er2

2. En déduire une expression simplifiée de S, = Z uy, puis lim S,.
=1 n—r+-o0

Exercice 1 3 S’inspirer de I’exercice 1.2 pour calculer
lim 2k -1
n%+°° k3 4k

1
2 nL‘TooH (1 - k2)

dans chacun des exemples suivants :

[S]

3
—

S 8.
n

1 n
2. (§ sinn) 9.

3. v/34cosn 10.

~
l
S
S
i”
[N}
bl

[\]
S

™
4

S| =

~
7=
o
o
75}
S

+

Pl

|
4. = 11
n

(D]

n% n!

[\

:l,_
il no B
=
g
J><
m
e

| —
7=
&
g
=
m
S

(aréel >1) | 12.

S
w
>~

=~ 3
L=
/N -/
)
|
S| X
~__

n

n
6. 13.
k;)nz +k
2n+1 1

BN

14.

P
+
S|
"

k; vn?+k

~
I
i

Exercice 1.5 Soit (u,) une suite réelle telle que :
Ing € N, 3k €]0,1[,Vn € N, (n > ng = |upt1| < klun|)
Montrer que hm u, =0.
n—r

x"
Application : Etablir que Vx € R, lim — =0. "
n—+oo p!

Exercice 1.6
1. Etablir que Vx € [0,1[, In(1 +x) <x < —In(1 —x).

Exercice 1.4 Calculer les limites (éventuelles) des suites définies par leur terme général u,
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n
1
2. En déduire ngrfw Z{) .

Exercice 1.7 ;

1. Etablir que Vx € [0, 1], x — % <sinx <x
2. En déduire que :

lim ismk— etZsm l i

Z 1
(On rappelle que Z k= et Z K= a + ) —)

k=1

n—>+°°

2 k
Exercice 1.8 Etablir que Vx € R, x — % <In(1+x) < xetendéduire lim H (1 +— ) .

1)(2 1
(On rappelle que Zkzz n(n+1)(2n+1)

)- .
k=0 6

1.2.2 Convergence, divergence
3n—1 3

Exercice 1.9 Montrer, en utilisant la définition de la limite d’une suite, que lim .
e 2n+3 2

I Exercice 1.10 Montrer que si (u,) converge et (v,) diverge, alors (u, + v,) diverge. ]

ExerCIce 1.11 Soit (up)nen une suite réelle telle que Vn € N, u, € Z.
Montrer que (un)nen converge si et seulement si (u,),cn est stationnaire. n

Exercice 1.12 Soient (u,) et (v,) deux suites a éléments dans |0, 1], telles que 11rn Upvy = 1.
n—

Montrer que (u,) et (v,) convergent vers 1. ]

xerC|ce 1.13 Soit (u,) une suite réelle telle que les suites (u2) et () convergent . Montrer
) converge. n

n— n—r+oo
n

1
) 11 1 — = +o0),
+-0 (on rappelle que lim k;l X +-00) "

u
Exercice 1.15 Soit (u,) une suite a termes dans R* telle que 1) converge vers /.
q g
n

‘ Exercice 1.14 Soit (u,) une suite réelle telle que hm n(unH —uy) = 1. Montrer que u, —>
‘ 1. Montrer que si ¢ < 1 alors uy, —> 0.
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2. Montrer que si ¢ > 1 alors u,, —> oco.
n—y—+oo

3. Reprendre les questions 1. et 2. en supposant que (y/u,) converge vers £.

Exercice 1.16 Montrer que les suites (u,, = cosn) et (1, = sin) sont divergentes. On commen-
cera par démontrer que I’existence de I’'une des limites entraine celle de 1’autre. On pourra
montrer ensuite, en considérant u, | + u,—1 et v, 1 +v,—1, que I’existence des deux limites
entraine une contradiction. n

1.2.3 Suites extraites

Exercice 1.17 Soit (u,)qen+ une suite réelle telle que :

m-+n
V(m,n) € N2, 0 < tpyn <
mn
Montrer que u, — O. U
n—y+oo
up €R

Exercice 1.18 Etudier la suite (u,),en définie par : { W € Nots1 = 12+ (— 1)

Exercice 1.19
1. Soit (u,) une suite réelle telle que les suites extraites (uz,), (u2,+1) et (u3,) convergent.
Montrer que (u,) converge.
2. Reprendre la méme question en supposant que (u2,), (#2,+1) et (u,2) convergent.

1.2.4 Suites monotones. Suites adjacentes

Exercice 1.20 Etudier la nature des suites définies par leur terme général u, dans chacun des
exemples suivants :

I 2|
1.]§ln+k 4.1;@
n2k—1 n o
22—2k 5.];1H
2 |
3 Zg 6.2‘,@

~
Il
il
~
Il
N

Exercice 1.21 ! !
1. Démontrer que Vn € N*, ] <In(n+1)—Inn < —
n

n
1 1
2. Onpose:un:——lnn+
n

n
etS, = Z uy.. Montrer que la suite (S,,),>1 est convergente.
n >
k=1
21
3. En déduire que la suite de terme général x,, = Z )~ Inn admet une limite C comprise
k=1
entre 0 et 1 (C = constante d’Euler).
|
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1 n
Exercice 1.22 Pour n € N*, on note u,, = (1 +-1].
n

1. Montrer que Vor €]0,1[,VneN, (n > 2= (1—a)" > 1 —na).

2. En prenant o = —, montrer que la suite (u,) est croissante ;
n

3. En prenant o = ot 1’ montrer que la suite (u,) est majorée.
n
4. Conclure.

Y

Exercice 1.23 Pour n € N, on note [, = / : sin” xdx (intégrale de Wallis).
0

1. Montrer que la suite (I,) est convergente. Etablir que : Vn € N, VA € [0,Z[, 0 < I, <

z sinA + (E — l), et en déduire lim I, = 0.
,2 2 n——+oo
2. Etablirque Vn € N, (n+2)l,42 = (n+ 1)1,.

3. Déduire des questions précédentes que :

y/ | T
a) (I’l + 1)In+11 = 5 b) In+1 n—}r:—m In C) In n—}r:—m E

Exercice 1.24 Soit (u,) une suite réelle monotone. Montrer que si (#,) admet une suite extraite
convergente, alors (u,) converge. ]

A toute suite réelle bornée (i, ),cy, on associe les deux suites réelles (v,)nen et (W ),en définies
par:

v = inf{u,4,,p €N}

Vl’l S N, { W}’l — Sup{un+p7p € N}

1. (a) Montrer que (v,)qen est croissante majorée et que (wy)qen est décroissante minorée.
Donc :
e (wy)nen converge vers un réel appelé limite inférieure de la suite bornée (u,)nen

et noté lim infu,.
n——+oo

e (Wy)nen converge vers un réel appelé limite supérieure de la suite bornée
u etnoté lim supu,.
( n)neN Tt pun

(b) Déterminer les limites inférieure et limite supérieure de chacune des suites (i ),eN
dans les exemples suivants :

1 T
D= iD= (1) i :cos”T
2. Montrer que (u,)nen converge si et seulement si lim infu, = lim supu,.

Montrer que si (uy),cn converge, alors lim infu, = lim supu, = lim u,.
n——+oo n——+oo n—r+-o0

Exercice 1.26 Soit (u,)nen une suite réelle bornée, telle que Vn € N*, 2uy, < upq) + up—y.
Montrer que la suite (vy)nen = (Un+1 — Un)nen converge vers 0. n

Exercice 1.25 (Limite inférieure, limite supérieure)
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1 1
Exercice 1.27 Pour n € N*, on note u,, = Z 2 et v, = u, + —. Montrer que les suites (u;,) et

k=1 Vn
61
(vn) sont adjacentes, et que leur limite commune est comprise entre 36 et 36" ]

1
Exercice 1.28 Pour n € N*, on note Z — et Vi = Up —|— —

1. Montrer que les suites (u,) et (v,,) sont adjacentes. On note e leur limite commune.

2. Montrer que e est irrationnel.

P 1
3. Montrer que (Vn € N u, 1 —u, < e—u, <v,—uy,), etendéduiree—u, ~ —.
n—+e nn!

4. Montrer que (Vn € N* v, — v, 1 <v,—e <v, —u,i3), etendéduire v, —e ~ ——.
n——+oo I’l3l’l!

5. Calculer une valeur approchée de e & 1073 pres.

1. Montrer que S, —+> o0
n— -+too

2. Etablir que les suites (u,) et ( ) sont adjacentes, et que leur limite commune est positive.
n

3. Calculer lim S— et lim —
n—-+oo 1 nﬁ+°° \/_
n

4. Calculer lim — Z N).

1
n%w\fk Tk

et plus généralement, 11

1
i 7 & Vet €

N

Exercice 1.30 Pour n € N*, on note S , Op = Sy €t ), = Sa,41. Montrer que les

suites (0y,) et (o)) sont adjacentes. Conclure u

Exercice 1.31 Etudier les suites (i,)nen et (v,)nen définies par :
Uy + vy

(uo,vo) € R+ s Unt1 = /UnVis Vg1 =

PUn+ qvn PVn+quy

2. 0< g <p, (uy,vo ER s Uppl = ————————, Vppr ] — ——————
q>~p ( ) =P n+ p+ n+ ) p+q

Uy
u07V0 GRZ {(070)}a Un+1 = 55 Vnt+l = ———

2—1— u2 +v2

| Exercice 1.29 Pour n € N*, on note S, = Z \/_ Uy =2y/n— Sy etv, =2/n+1-85,.

1.2.5 Suites définies par une relation de récurrence

Exercice 1.32 (up41 = f(upn), up fixé, f croissante) Etudier les suites (u,) définies par :

/4
1.upg =0, upr1 =+/1+u, 3.uo=1,un+1=2u—" 5.uy=—,
u;+1 4

2
20up=1, tyr1 =vBup+1—-1 4 up=1, upy1=1—— 6.up=0, upy; =e" (a>0)

127

Up+1 =1 —cosuy,
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Exercice 1.33 (upi1 = f(u,), uo fixé, f décroissante) Etudier les suites (u,) définies par :

a 1

1.1/[0:5, I/thrl:m 3.u0:1,un+1:u—%(a>0) 5.I/t():1,bln+1:2+un
1 1 1

2. up= 5, U1 =\ 1—up, 4. up= 57 Upt1 = (l_un)2 6.up =2, uy11 = S,

1.2.6 Suites de Cauchy

1
Exercice 1.34 Soit (uy) —up| < < . Montrer que (uy,)
converge. [ |

Exercice 1.35

1. Démontrer que V(n, p) € N*2, /

n+p+1 dx n+P 1 /n+p dx
n+tl % k n+1

1
Z k> — Inx est de Cauchy.

2. En déduire que la suite de terme général u,, = <
k=1

Exercice 1.36 Soitu, =
k=1
que u, —+> +oco (on pourra considérer uy, — uy). m
n—r—+oo

, ot I’application ¢ : N* — N* est supposée injective. Montrer

- @ (k)
K2

Exercice 1.37 Soit (&,)nen une suite d’éléments de {—1,41}. On lui associe la suite réelle
(an)nen définie par :

. @ &€ &€1...&
1. Montrer que (a,) converge vers un réel de l'intervalle [—2,2].

1
2. (a) Vérifier que Vk € [— +k)= \/ 2+ 2sink.
(b) On considere alors

. T
xn:fio\/2+£1\/2—|—...+sn1\/2-1-3"\/5 et yn=2sm(zan)

Montrer que pour tout n € N, x,, = y,. En déduire que (x,) converge.
(c) Etudier le cas ou Vn € N, g, = 1. Retrouver directement ce résultat en remarquant
que (x,) peut étre définie par une relation de récurrence simple.

sm(

44] 4

| ] ]
$
m
Z
S
|

+
+
+
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(2. Les fonctions usuelles

Théoréemes d’analyse admis

Théoréeme 2.1.1 — Fonctions constantes. Soit une fonction f : I — R dérivable sur un inter-
valle I C R. La fonction f est constante si et seulement si Vx € 1, f/(x) = 0.

Théoreme 2.1.2 — Théoréme de la bijection. Soit une fonction f : I — R. On note J = f(I).
On suppose que la fonction f est :

e continue sur /,

e strictement monotone sur /.
Alors la fonction f réalise une bijection de I’intervalle / vers I’intervalle J, et sa bijection
récirpoque f~! : J — I est une fonction continue strictement monotone de méme sens que f.

Théoréme 2.1.3 — Dérivation de la bijection réciproque. Soit une fonction f: I — R et un
point xo € /. On suppose que :

e f est strictement monotone sur I’intervalle /,

e f est dérivable au point xp,

e f'(x0) #0.
On sait déja que f réalise une bijection de I'intervalle / vers 'intervalle J = f(I) et alors, la
fonction f~! est dérivable au point yo = f(xo) avec

—1y/
(f ) (y 0) f/ ( xO)
On en déduit que si
e f:I— R est strictement monotone sur I’intervalle 7,
e f est dérivable sur I'intervalle /,
o Vxel, f'(x) #0,
alors la fonction f~! est dérivable sur Iintervalle f(I) avec

1

—1\/
G = por
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2.2 Fonctions logarithme, exponentielle, puissance

2.2.1

Fonction logarithme

Definition 2.2.1 On appelle fonction logarithme, toute fonction f : R} — R dérivable, différente
de la fontion nulle, qui vérifie la relation fonctionnelle

VxeRietVyeRY, f(xxy) = f(x)+ f(y)

Théoréeme 2.2.1 Les fonctions logarithmes sont les fonctions

RY — R
* dt

x — kx [ —
1t

2.2.2 Fonction logarithme népérien

Definition 2.2.2 Si k = 1, on appelle logarithme népérien ou logarithme naturel la fonction
logarithme obtenue. Il est caractérisé par Ine = 1.

p) Soit £ une fonction logarithme alors il existe k € R* telle que £(x) = k x Inx, Vx € R

Proposition 2.2.2 1l existe une unique fonction, notée In :]0, +oo[— R telle que :

1
(Inx)" = N (pour tout x > 0) et In1 = 0.

Propriété 2.2.3 La fonction logarithme népérien vérifie (pour tous x,y > 0) les propriétés sui-
vantes :

e In(x xy) =In(x)+In(y)

o In(x") =nlnx,VneN

e In <x> =Inx—Iny
y

e Ilim Inx = +oo, limlnx = —oo
X—r+o0 x—0
e In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de ]0, 4-oo sur R
. In(1+x
e lim (7) =1
x—0 X

e la fonction In est concave et Inx < x — 1 (pour tout x > 0)

Inx
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2.2.3 Fonction logarithme base a
Toute fonction logarithme £ est une bijection de R* vers R, on a

1
E(x):lﬁklnx:lﬁlnx:%cark#o

1 . .
Donc % admet un unique antécédent pour In a savoir a.

Propriété 2.2.4 Va e R\ {1}, Vx e R}, Vy € RY, Vn € Z, on a les propriétés suivantes :
log, (xy) = log,x+1log,y

Etudions les variations de la fonction log, : Vx € R, log,,(x)

Definition 2.2.3 Le nombre a est appelé base de la fonction logarithme ¢. La fonction ¢ est

alors notée log,,.

Definition 2.2.4 Pour x > 0, on définit le logarithme en base a € R\ {1} par

de sorte que log,a = 1.

e log,1=0
e log,a=1

X
log, (y) =log,x —

[

—_—

]

(]

Q
N

| —
\_/

Il

|

—

]

(]

IN)

<

°
—_
)
03
Q
&
\./'\<
I
S
=
)
03
N}
=

e Pour a = 10, on obtient le logarithme décimal log,;,(10) = 1 (et donc log,,(10") = n).

log,x =

log,y

Inx

Ina’

Dans la pratique, on utilise I’équivalence :

x=10" < y=logox

e En informatique intervient le logarithme en base 2 : log, (2") = n.
e Labasedelneste:Ilne=1.

xlna’

e 0<a<1,Ina<0.0On a le tableau de variations suivant :

e | <a,Ina > 0. On a le tableau de variations suivant :

X 0

—+o0

signe de log, x

variations de log,

variations de log,

X 0 1 —+o0
signe de log), x +
+oo
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On en déduit les graphiques qui suivent :

a<l

1
p) Comme lim X — 0 et limxlnx = 0, (Ox) est une branche parabolique.
X—+o0 X x—0

2.2.4 Fonction exponentielle

La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur / =|0, +eo[ donc
d’apres le théoreme de la bijection, elle réalise une bijection de ]0,+oo[ vers J = f(]0,4oo[) =

R.

Definition 2.2.5 La bijection réciproque de In :]0, +oo[— R s’appelle la fonction exponentielle,
notée exp : R —]0, +-oo].

y expx

Proposition 2.2.5 La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :

exp(Inx) = x pour tout x > 0 et In(expx) = x pour tout x € R
exp(x+y) = expx X expy
exp(nx) = (expx)”"

expx
exp(x—y) = >
expy
exp : R —]0, 40| est une fonction continue, strictement croissante vérifiant lim expx =10

X—>—o0

et lim expx = 4o
X—>+oo

la fonction exponentielle est dérivable et (expx)’ = expx pour tout x € R (elle satisfait donc
I’équation différentielle f' = f) (*)
la fonction exponentielle est convexe et Vx € R, expx > 1+ x (I'inégalité est stricte si x € R*)

. expx )
ona lim =4oet lim xexpx =0.
X—>+foo X X—>—00




225

2.2 Fonctions logarithme, exponentielle, puissance 31

p) On retrouve (*) de la maniere suivante : comme la fonction In est dérivable sur I =|0, c|,
et que Vx €]0,+oo[, In’(x) # 0, sa bijection réciproque est dérivable sur f(I) =J = R avec

—1\/ _
= Gy w1y

Fonction exponentielle base a

Lorque a > 0 et a # 1, le logarithme en base a est une fonction f, continue sur / = R, et stricte-
ment monotone. D’apres le théoréme de la bijection, il réalise une bijection de I vers J = f,(I) = R.
On note exp, sa bijection réciproque (qui est donc continue sur R, de méme sens de variation que f,).

Definition 2.2.6 On définit pour a > 0, I’exponentielle de base a :

exp, {

Proposition 2.2.6 L’exponentielle de base a vérifie I’équation fonctionnelle :

R —- R
x — exp(xlna)

V(x,y) € R?, exp,(x+y) = exp,x X exp,y

Comme la fonction f, est dérivable sur R*, et que Vx € R*, £/ (x) # 0, 1a fonction exp,, est dérivable
sur I’intervalle / = R et
Vx € J =R, (exp,x) = Inaexp,x
Etudions les variations de la fonction exp, :
e 0 <a < 1.0n ale tableau de variations suivant :

X —o0 0 400

signe de exp),x -

+°°\
variations de exp, 1
\ 0
e g > 1.0n ale tableau de variations suivant :
X —o0 0 +o0
signe de exp) x +
—+o0

variations de exp, 1

On en déduit les graphiques qui suivent :
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e La droite d’équation y = x + 1 est tangente a la courbe représentative de la fonction
exponentielle.

e On aexp, = exp.

e On note aussi expx par ¢ (puissance x-ieme de e = expl ~ 2,718, le nombre qui
vérifie Ine = 1) ce qui se justifie par le calcul : ¢* = exp(xIne) = expax.

Notation 2.1. Pour tout reél x et tout nombre a € R¥\{1}, a* = exp,x.

Propriété 2.2.7 Va € R{\{1}, Vb € R{\{1}, Vx € R, ¥y € R, I’exponentielle base a vérifie les
propriétés suivantes :

e exp,(x+y) =exp,x X exp,y < a* = a* x &’
e d’"=1,a'=a

® d =

2.2.6 Fonction puissance

Definition 2.2.7 Pour ¢ € R, on définit la fonction puissance par :
f ]0,40] — R
f - X = x%= ealnx

La fonction f;, est dérivable sur R en tant que fonction composée, et Vx € R,

falx) = ax®"!

En notant / =0, 40|,

e si o =0, fy est constante et vaut 1,

e sia >0, fy est strictement croissante sur /,

e sia <0, fy est strictement décroissante sur /.
Lorsque o > 0, on peut prolonger f,, par continuité en en posant fy(0) = 0. Etudions la dérivabilité
de la fonction ainsi prolongée (encore notée fy) :

e si o0 > 1, fy est dérivable en 0 avec f7,(0) =0,

e si o = 1, fy est dérivable en 0 avec f},(0) =1,

e si0 <« <1, fo n’est pas dérivable en 0 (demi-tangente verticale).

Comme Vo € R*, fy est continue sur  =]0, +oo] et strictement monotone sur /, elle est bijective
de I vers J =]0, +-oo[. On montre alors que

On a les graphiques suivants en fonction des valeurs de « :



2.3 Fonctions circulaires (ou trigonométriques) inverses (ou réciproques) 33

a>1

0<ax<l

a<0

Propriété 2.2.8 Soient x,y > 0 et a,b € R. La fonction puissance vérifie les propriétés suivantes :

° anrb — xaxh
o x 4= l

x4
o ()" =ty
° (xa)b — Xab

e In(x*) =alnx
Pour terminer cette section, on peut rassembler sur un méme graphe les courbes représentatives
des fonctions logarithme, exponentielle et puissance :

x¢ (a>1)

y expx

x* (a<1)

Inx

P

2.3 Fonctions circulaires (ou trigonométriques) inverses (ou réciproques)

2.3.1 Fonction arccosinus
Considérons la fonction cosinus cos : R — [—1, 1],x +— cosx. Pour obtenir une bijection a partir

de cette fonction, il faut considérer la restriction de cosinus a 'intervalle [0, 7]. Sur cet intervalle, la
fonction cosinus est continue et strictement décroissante, donc la restriction

cos: [0,m] = [—1,1]
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction arccosinus :

Arccos : [—1,1] — [0, 7]
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On a par définition de la bijection réciproque les propriétés suivantes :

Propriété 2.3.1
e cos(Arccosx) =x, Vx € [—1,1]
e Arccos(cosx) =x, Vx € [0, 7]
e sin(Arccosx) =1 —x%, Vx € [—1,1]
1 —x2
Y owxe[-1,1], x£0
x

e tan(Arccosx) =

Les deux premicres propriétés permettent d’écrire 1’équivalence fondamentale suivante :

Théoreme 2.3.2 six € [0, 7], cosx =y < x = Arccosy

Propriété 2.3.3
e Arccos est continue sur [—1, 1],
e Arccos est strictement décroissante sur [—1, 1],
e Vx € [—1,1], Arccos(—x) = w — Arccosx (le point de coordonnées (0
symétrie de la courbe représentative de Arccos,

T

,%) est centre de

1

1—x

e Arccos est dérivable sur | — 1,1 et Vx €] — 1, 1], (Arccos)’(x) = — .

—1
(Donc, /7a’x = Arccosx+C,C €R))
V1—x2

A I’aide de sa dérivée, on peut dresser le tableau de variations de Arccos :

X —1 1
signe de (Arccos)’(x) [ [ —eo — —oo]

variations de Arccos \

et en déduire le graphe associé :

arccos x

2.3.2 Fonction arcsinus

La restriction

T
2’2

est une bijection (elle est continue et strictement croissante).

sin : [— |—[-1,1]
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Sa bijection réciproque est la fonction arcsinus :

T T
Arcsin: [—1,1] = [-=, =
resin: [~1,1] = [, 7]
On a par définition de la bijection réciproque les propriétés suivantes :

Propriété 2.3.4
e sin(Arcsinx) = x, Vx € [—1,1],
[

T
e Arcsin(sinx) =x, Vx € —5 E]’
e cos(Arcsinx) =1 —x%, Vx € [—1,1]
e tan(Arcsinx) = T vVxe [—1,1]

Les deux premieres propriétés permettent d’écrire I’équivalence fondamentale suivante :

AR TR
Théoreme 2.3.5 sixe [_57 E]’ sinx = y < x = Arcsiny

Propriété 2.3.6
e Arcsin est continue sur [—1, 1],
e Arcsin est strictement croissante sur [—1,1],
e Vx € [—1,1], Arcsin(—x) = — Arcsinx (I’origine est centre de symétrie de la courbe repré-
sentative de Arcsin),

1
e Arcsin est dérivable sur | — 1, 1] et Vx €] — 1, 1], (Arcsin)’(x) = —
—X
1
Donc, / dx = Arcsinx+C, C € R.
( — )
A I’aide de sa dérivée, on peut dresser le tableau de variations de Arcsin :
X -1 0 1
signe de (Arcsin)’(x) H +oo 4 oo H
/’5
variations de Arcsin 0
— E/
2
et en déduire le graphe associé :
y

arcsin x

=
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Proposition 2.3.7 Vx € [—1,1],

. T
Arcsinx + Arccosx = )

Fonction arctangente

La restriction
T T
tan: [——,=| = R
[ 2 ) 2}

est une bijection (elle est continue et strictement croissante). Sa bijection réciproque est la fonction
arctangente :

Tw
Arctan: R — [—5,5]

On a par définition de la bijection réciproque :

Propriété 2.3.8
e tan(Arctanx) =x, Vx € R,

e Arctan(tanx) = x, Vx €] — ;T g[
1
e cos(Arctanx) = ,Vx e R,
1 +x2

e sin(Arctanx) =

V1ta2

Les deux premieres propriétés permettent d’écrire 1’équivalence fondamentale suivante :

.. T T
Théoreme 2.3.9 six€]— 35 [, tanx =y < x = Arctany

Propriété 2.3.10
e Arctan est continue sur R,
e Arctan est strictement croissante sur R,
e Vx € R, Arctan(—x) = — Arctanx (I’origine est centre de symétrie de la courbe représentative
de Arctan),

1
e Arctan est dérivable sur R et Vx € R, (Arctan)’(x) =

1+x2°
(Donc/1 dx-Arctanx—i—C CeR)

A I’aide de sa dérivée, on peut dresser le tableau de variations de Arctan :

X —oo 0 +oo
signe de (Arctan)’(x) +

variations de Arctan 0

|
SE|

et en déduire le graphe associé :



2.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

37

Y, tanx
i

arctanx

On peut conclure cette section avec le résultat suivant :

1 T
Proposition 2.3.11 Vx € R*, Arctanx + Arctan — = 85, (e = sgn(x))
X

2.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

24.1

Fonctions hyperboliques

Definition 2.4.1 Pour x € R,

e le sinus hyperbolique est défini par :

e le cosinus hyperbolique est défini par :

chx =

shx =

e +e*
2

et —e*

2

Le sinus et le cosinus hyperboliques vérifient les propriétés suivantes :

Propriété 2.4.1
chx+shx=e¢"
chx—shx=e"
ch’x—sh?x=1

sh et ch sont continues sur R,
ch est une fonction paire, sh est une fonction impaire.
ch et sh sont dérivables sur R, et Vx € R, (ch)’(x) = shx et (sh)’(x) = chux,

X

On en déduit aisément les variations des deux fonctions :

X

—00

0 oo

signe de (sh)’(x)

_l’_

variations de sh

signe de ch’(x)

variations de ch
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ainsi que les graphes associés :

pa| %
[=}

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

shur

e shO0=0etchO0O=1.
o Vxec R,

shx < 0

X—>-o00

e’

5 <chxet chx—shx=e"
. e

Par conséquent, la courbe y = 5 est asymptote aux deux courbes y = shx et y = chx

et on a de fait la position des courbes par rapport a la courbe asymptote.
Definition 2.4.2 La fonction tangente hyperbolique est définie par :
shx
thx=—,VxeR
chx

Propriété 2.4.2 La tangente hyperbolique a les propriétés suivantes :
1— 872x

1 +.€_2x ’

e th est continue sur R,

e th est impaire,

o th est dérivable sur R, et Vx € R, (th)'(x) =

e thx =

2 =1—th*x.
ch”x

On déduit du dernier résultat le tableau de variations de th :

X —o0 0 +oo
signe de (th)’(x) +

variations de th 0

ainsi que le graphe associé :
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On peut citer enfin quelques résultats de trigonométrie hyperbolique :

Propriété 2.4.3 Soient x,y € R, on a alors :

e ch(x+y) =chxchy+shxshy

e ch(2x) =ch?x+sh?x=2ch’x— 1 =1+2sh’x
e sh(x+y) =shxchy-+shychx

e sh(2x) =2shxchx

thx+thy
* ) = Ty

2.4.2 Fonctions hyperboliques réciproques
Fonction argument sinus hyperbolique

La fonction sh : R — R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante, vérifiant

lim shx = —ocoet lil}rl shx = +oo, Elle réalise donc une bijection strictement croissante de R ves
X——o00 X—r+o

J =R. On appelle Argsh = sh™! sa bijection réciproque.
Propriété 2.4.4 La fonction Argsh vérifie les propriétés suivantes :
e Argsh: R — R est strictement croissante et continue,

1
e Argsh est dérivable sur R et Vx € R, (Argsh)’(x) =

V1+x2

e on a I’expression logarithmique Argshx = In(x+ vx?+ 1),
1
dx = Argshx+C =In(x+Vx2+1)+C,CeR.
ViAo ( )

On déduit a I’aide de la dérivée de Argsh le tableau de variations suivant :

e on en déduit que /

X —o0 —+o0
signe de (Argsh)’(x) +
“+o0
variations de Argsh /

ainsi que le graphe associé :



40 Chapitre 2. Les fonctions usuelles

y=shz

y = argshz

Fonction argument cosinus hyperbolique
La restriction de la fonction ch a I’intervalle 7 = [0, +oo] est une fonction continue, dérivable,

strictement croissante, vérifiant lirr(l) chx=1et ligl_l chx = +oo. Elle réalise donc une bijection
x— X—>4-o00

strictement croissante de / vers J = [1,4oo|. Sa bijection réciproque est Argch : [1,+oo[— [0, +oo].
Propriété 2.4.5 La fonction Argch vérifie les propriétés suivantes :

o Argch: [1,+oo[— [0, oo est strictement croissante et continue,
1

e Argch est dérivable sur |1, +oo|, et Vx €]1, 40, (Argch) (x) = ———,
Vx2—1

e on a I’expression logarithmique Argchx = In(x+ v/x* — 1),

1
e on en déduit la rimitive:/idx:Ar chx+C=In(x+vx2—1)+C,CcR.
P o g (x+ Va2 —1)

On déduit a I’aide de la dérivée de Argch le tableau de variations suivant :

X 1 ~+o0
signe de (Argch)’(x) -

variations de Argch /

0

—+o0

ainsi que le graphe associé :

y=chz

y = argchzx

1

Fonction argument tangente hyperbolique
La fonction th réalise une bijection strictement croissante de R vers 'intervalle J/ =] — 1, 1[. On
note Argth :] — 1, 1[— R sa bijection réciproque.
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Propriété 2.4.6 La fonction Argth vérifie les propriétés suivantes :
o Argth est strictement croissante et continue,

1
o Argth est dérivable sur | — 1,1], et Vx €] — 1, 1], (Argth)'(x) = 1T
—Xx

1 1
e on a|’expression logarithmique Argthx = 5 In < 1 —|—x> .
—Xx

On déduit a I’aide de la dérivée de Argth le tableau de variations suivant :

X -1 1
signe de (Argth)’(x) +
o0
variations de Argth /
ainsi que le graphe associé :
: .y = argthz.
; y =thax
............... 1
=1 1
......... _1

On précise enfin que la fonction cotangente hyperbolique, notée coth, est définie sur R* par :

chx e +e™* I+
cothx = — = = .
shx e'—e™* 1—e 2

2.5 Exercices
2.5.1 Fonctions logarithmes

11
I Exercice 2.1 Résoudre dans |0; +oo, log, x +log, x +logg x = -

Exercice 2.2 1. Montrer, pour tout (x,y) € R? tel que 0 < x < y, que :

y—x X+y
Iny —Inx 2

2. En déduire, pour tout n € N* I’inégalité :
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u k n(n+1)(4n+5)
kgln(lﬁ) = 12

{ 4(log,y +log,x) = 17

1.
Ty — 243 avec x >y >

1 1
Exercice 2.4 Montrer que Vx €]0,4o<], In (1 + —) S —. -
X

4
| Exercice 2.3 Résoudre le systéme suivant dans R? :
| x(x+1)

Exercice 2.5 Soient x et y réels avec 0 < x < y.

=<y
Iny —Inx
2. On considere la fonction f définie sur [0, 1] par

1. Montrer que x <

o— f(a)=In(ax+(1—a)y) —alnx— (1 —a)lny
De I’étude de f, déduire que pour tout & de ]0, 1]
olnx+ (1 —o)lny < In(ox+ (1 — a)y)

3. Donner une interprétation géométrique du résultat précédent.

2.5.2 Fonctions exponentielles
Exercice 2.6 Résoudre dans R2,

(s) x+ef = y+ée
4xy+y? = 27

1
Exercice 2.7 Soit f:]—1;40[ — ]——;—i—oo[ . Montrer que f bijective, et que f et f~!
e

X > Xxexpx
sont de classe ¢! sur leurs ensembles de définition. Déterminer un DL d’ordre 3 en 0 de f~! et
un équivalent de f~! en +oo. "

I Exercice 2.8 Montrer que la fonction exponentielle est convexe sur R. n

Exercice 2.9 Résoudre les équations définies sur R par :
l. In(x+1)+In(x+2)=In18
2. Injx|+Injx+1|=0
3.9 43" —-12=0
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I 4. xVF = ()"

2.5.3 Fonctions circulaires réciproques

Exercice 2.10 Etablir les formules suivantes :

1 4 1 1
1. 2Arctan 2 = Arctan 3 4. Arcsin % + Arctan 3 = g
3 1 5 3 56
2. 2Arccos 1 = Arccos 3 5. Arcsin - + Arcsin 5= = Arcsin &
5 2 1 1 1
3. Arccos e = 2 Arctan 3 6. Arctan 5 + Arctan 5 + Arctan 3 = g
Exercice 2.11 Simplifier les expressions suivantes :
1
1. cos(4 Arctanx) 2. sin(3 Arctanx) 3. sin(i Arcsinx)

2. Vx € [—1,1], Arccos(x) + Arccos(—x) = 7

s g o
3. Arctanx+Arctan— = 2 SLX €0, +-oof
—5 six €] —o0,0[

x b six €] —1,4e0
4. Arctan(2x+1) — e Z{ i%Tfr sixe}—w,—l{

5. Vx € R, Arctan(1 +x) — Arctanx = Arccotan(1 +x +x?). En déduire la limite
lim Z Arccotan(1 +k+ k%)

n—>+oo

Exercice 2.13 Etudier et représenter les fonctions suivantes :

1. x — Arcsin(sinx) 2. x — Arccos(cosx) 3. x — Arctan(tanx)

Exercice 2.14 Soit f(x) = Arccos(1 — 2x?).
1. Préciser ’ensemble de définition et la parité de f.

2. On pose x=sin@, ¢ € [0, 7]. Calculer f(sin¢), et en déduire une expression simple de

x) pour x € [0, 1].
3. Construlre le graphe de f.

Exercice 2.12 Etablir les relations su1vantes
1. Vx € [-1,1], Arcsinx + Arccosx =
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1— 2
Exercice 2.15 Soit f(x) = Arccos 1_x2
x
1. Préciser ’ensemble de définition et la parité de f.
2. (a) Calculer f’(x) sur ]0,+oo[], et en déduire une expression simple de f(x) sur [0, +oo],
puis sur | — 0, 0].
(b) Etudier la dérivabilité de fenO.
3. On pose x = tan %, ¢ € [0, 7[. Calculer f(tan §) et retrouver les résultats du 2. (a).

4. Construire le graphe de f.

Exercice 2.16 Une statue de hauteur s est placée sur un piédestal de hauteur p.
1. A quelle distance xo doit se placer un observateur (dont la taille est supposée négligeable)
pour voir la statue sous un angle maximal o ?
2. Vérifier que o = arctan .
p(p+s)
3. Application a la statue de la liberté : haute de 46 metres avec un piédestal de 47 metres.

Exercice 2.17
1. Montrer, pour tout (a,b) € [0, 1[, que :

a-+
arctana + arctan b = arctan
1—ab

1 1 1
2. En déduire la valeur de S = Sarctan — + 2 arctan 3 + 3arctan 57

2.5.4 Fonctions hyperboliques directes et réciproques

Exercice 2.18

1. Exprimer ch(3x) en fonction de chx, et sh(3x) en fonction de shux.
2. Etudier la fonction définie sur R par f(x) = ch(3x) — 3ch(x).

Exercice 2.19
1. Exprimer sh* x en fonction de ch(2x) et ch(4x).

2. Calculer / sh* xdx.

1 achx+bshx =0, (a,b) € R2.
(chx+ shx)ArgSh()C %) = (chx — shx)A®hG=b) (4. b) € R?.

1
3. 2 Argshx = Argth — + Argch V2.

V2

| Exercice 2.20 Resoudre les équations d’inconnue x € R :
I Exercice 2.21 Résoudre dans R?,
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chx+chy =
(S){ shx+shy = 1

chx+chy = achb
shx+shy = ashb

2 1
Exercice 2.23 1. Montrer que Vx € R*, thx = W iy

n
2. En déduire la valeur de Z 2K th(2%x), pour n € N.

| Exercice 2.22 Pour (a,b) € R?, résoudre le systtme d’équations, d’inconnue (x,y) € R?
| k=0

1
Exercice 2.24 Montrer que Vx € [0;+oo[, arctan(shx) = Arccos (T) . ]
chx

Exercice 2.25
1. Démontrer I’expression logarithmique de Argshx.
2. Démontrer I’expression logarithmique de Argchx. Retrouver son développement limité
au voisinage de 1.
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(3. Limites et fonctions continues

3.1 Notions de fonction
3.1.1 Definitions

Definition 3.1.1 Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une application f: U —
R, ou U est une partie de R. En général, U est un intervalle ou une réunion d’intervalles. On
appelle U le domaine de définition de la fonction f.

= Exemple 3.1 La fonction "inverse" :
fi]—0,0[U]0, 4+ — R
1
X

X =

Le graphe d’une fonction f : U — R est la partie 'y de R? définie par 'y = {(x, f(x))[x € U}.

1
m Exemple 3.2 Le graphe d’une fonction (a gauche), I’exemple du graphe de x — o (a droite).

F(x)

7\
ad

(e, f(x)

Xl
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Soient f: U — Ret g: U — R deux fonctions définies sur une méme partie U de R. On peut
alors définir les fonctions suivantes :
e la somme de f et g est la fonction f+ g : U — R définie par (f + g)(x) = f(x) + g(x) pour

toutx e U ;

e le produit de f et g est la fonction f x g : U — R définie par (f x g)(x) = f(x) x g(x) pour
toutx c U ;

e la multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction f : U — R définie par (A f)(x) =
A f(x) pour tout x € U.

3.1.2 Fonctions majorées, minorées, bornées

Definition 3.1.2 Soient f: U — R et g : U — R deux fonctions. Alors :
o« fogsivxeU, f(x) > g(x);
o f>0siVxeU, f(x) >0;
o f>gsiVxeU, f(x) > g(x);
e festdite constante sur U si da € R,Vx e U, f(x) = a;
o festdite nullesi Vx € U, f(x) =0.

Definition 3.1.3 Soit f : U — R une fonction. Alors :
e festmajoréesur U sidM e R Vxe U, f(x) <M;
e festminorée sur U si Im € R,Vx € U, f(x) > m;
e f est bornée sur U si f est a la fois majorée et minorée sur U, c’est-a-dire si IM € R,
VxeU, |f(x)| <M.

Voici le graphe d’une fonction bornée (minorée par m et majorée par M).

3.1.3 Fonctions croissantes, décroissantes

Definition 3.1.4 Soit f : U — R une fonction. On dit que :
e festcroissante sur U siVx,y e U, x <y = f(x) < f(y)
e f est strictement croissante sur U si Vx,y € U, x <y = f(x) < f(y)
e f estdécroissante sur U si Vx,y e U, x <y = f(x) > f(y)
e f est strictement décroissante sur U si Vx,y € U, x <y = f(x) > f(y)
e f est monotone (resp. strictement monotone) sur U si f est croissante ou décroissante
(resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur U.

= Exemple 3.3
[0,+o] —
}_)

e [a fonction "racine carrée" {
X

R . .
\/;C est strictement croissante.
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e Les fonctions "exponentielle” exp : R — R et "logarithme" In :]0, +-oo[— R sont strictement

croissantes.
. " n % E) . . . Ve .
e La fonction "valeur absolue - n’est ni croissante, ni décroissante. Par contre,
. [0,4o0] — . .
la fonction est strictement croissante.
x = |x

3.1.4 Parité et périodicité

Definition 3.1.5 Soit / un intervalle de R symétrique par rapport a O (c’est-a-dire de la forme
| —a,a] ou [—a,a] ou R). Soit f : I — R une fonction définie sur cet intervalle. On dit que :

e festpairesiVx €I, f(—x) = f(x),

e festimpaire si Vx € I, f(—x) = —f(x).

Interprétation graphique :
e f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a 1’axe des ordonnées
(figure de gauche ci-dessous).
e f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a I’origine (figure de
droite ci-dessous).

lly Ay

= Exemple 3.4
e La fonction définie sur R par x — x** (n € N) est paire.
e La fonction définie sur R par x — ¥+ (n € N) est impaire.
e La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est impaire.

Definition 3.1.6 Soit f : R — R une fonction et 7 un nombre réel, T > 0. La fonction f est dite
périodique de période T si Vx € R, f(x+T) = f(x).

A 4
POy G
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m Exemple 3.5 Les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodiques. La fonction tangente est
m-périodique. "

3.2 Limites

3.2.1 Définitions
Limite en un point

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle / de R. Soit xg € R un point de / ou une
extrémité de 1.

Definition 3.2.1 Soit ¢ € R. On dit que f a pour limite £ en xq si

Ve >0,38>0,Vx el [x—xo| <8 = [f(x)— (| <¢|

On dit aussi que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers xo. On note alors lim f(x) = /.
X—X0

p) Lordre des quantificateurs V et 3 est important et on ne peut pas les échanger, le 6 dépendant
en général du €.

s Exemple 3.6
e lim \/x = \/xq pour tout xo > 0.
X—X0
e La fonction partie entiere £ n’a pas de limite aux points xy € Z.

Definition 3.2.2 Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme |a,xo[U]xo, b].
e On dit que f a pour limite 4o en xg si

VA>0,36 >0,Vxel, |x—xo| <= f(x) >A
On note alors lim f(x) = +oo.
X—X0
e On dit que f a pour limite —eo en xg si

VA>0,30 >0,Vxel, |x—xo| < 6= flx) < —A

On note alors lim f(x) = —eo.
X—X0

Limite en Plinfini
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =]a, +oo|.
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Definition 3.2.3
e Soit / € R. On dit que f a pour limite ¢ en +oo si

Ve>0,3B>0,Vxel,x>B=|f(x)—{| <&

On note alors liI_P flx)="¢.
X—y o0
e On dit que f a pour limite +oco en +oo si
VA>0,3B>0,Vxel,x>B= f(x) > A
On définirait de la méme maniere la limite en —eo pour des fonctions définies sur les intervalles du
type | — oo, al.
m Exemple 3.7 On a les limites classiques suivantes pour toutn > 1 :

) . +oo  sin est pair
e lim X" =-+owet lim X" = i p )
x—r+foo X—y—o0 —oco  sin est impair

e lim <1> =0et lim <1> =0
X—>oo \ X x——oo \ X

Limites & gauche et a droite

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme |a,xy[U]xo, b].

Definition 3.2.4
¢ On appelle limite a droite en xp de f la limite de la fonction f],; ,[ en xo et on la note

lim f.
Xy

e On appelle limite a gauche en x( de f la limite de la fonction f lJa,xo[ €1 Xo et on la note
lim f.

X0
e Onnote aussi lim f(x) pour la limite a droite et lim f(x) pour la limite & gauche.

X=X X=X
x> X0 x < Xxo

Dire que f : I — R admet une limite ¢ € R a droite en xp signifie donc :
Ve>0,30 >0,x0 <x<xp+0=|f(x)—{<e
De méme, f : I — R admet une limite ¢ € R a gauche en xo si et seulement si :

Ve>0,36">0,x—0 <x<xo=|f(x)—l|<e

R

e Si la fonction f admet une limite en xp, alors ses limites & gauche et a droite coincident et
valent lim f(x).
X—X0

e Réciproquement, si f a une limite a gauche et une limite a droite en x et si ces limites valent
f(xo0) (f étant bien définie en x¢) alors f admet une limite en x.

m Exemple 3.8 Considérons la partie entiere au point x =2 :
e comme pour tout x €]2,3[, E(x) =2,0na lirgE(x) =2,
X—

e comme pour toutx € [1,2[, E(x) = 1,ona lir12rl E(x)=1,
X—2"
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Y
E(x)
—2 |
limite & droite limy, E +-------- —
]
'
limite a gauche lim, E +----——
'
]
0] 2 x
Les deux limites étant différentes, on en déduit que E n’a pas de limite en xg = 2. "

3.2.2 Propriétés des limites

Proposition 3.2.1 Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.
Soient deux fonctions f et g. On suppose que xg est un réel, ou que xg = oo,

Proposition 3.2.2 Si lim f(x) =/ € Ret lim g(x) = ¢ € R, alors :

X—XQ X—X0
. ILm (Af(x)) = Al pourtout A € R
xX—XQ
o lim (/(x)+ ) = (+¢
X—¥XQ
o lim (f(x)xg(x))=¢x/{
X—X0
1 1
. Siﬁ;éOalorsxlijxlom =7
1
o Si xligclo f(x) = o0 (ou —eo) alors xll)r?() 70 =0
Proposition 3.2.3 Si lim f(x) = £ etlimg(x) = ¢ alors lim go f(x) =¢'.
X—XQ x—0 X—XQ

p) llyadessituations ot I’on ne peutrien dire sur les limites, qu’on appelle formes indéterminées.
En voici une liste :

Enfin, voici une proposition trés importante qui signifie qu’on peut passer a la limite dans une
inégalité large.
Proposition 3.2.4
e Sif<getsilimf(x)=¢eRet limg(x)=¢ €R,alors £ < /.
X—rX0 X—rX0
e Sif<getsilim f(x) = oo, alors lim g(x) = +oo.
X—X0 X—rX0

e Théoreme des gendarmes :

Si f<g<hetsilim f(x) = lim h(x) = £ € R, alors g a une limite en xp et lim g(x) = ¢.
X—X0

X—X0 X—X0
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AN

lim, f =lim, g=Ilim, h

N\

3.3 Continuité en un point

3.3.1 Définition

Soient / un intervalle de R et f : I — R une fonction.

Definition 3.3.1
e On dit que f est continue en un point xg € I si

Ve>0,30 >0, |x—xo| <0 =|f(x)— f(x0)| <€

c’est-a-dire si f admet une limite en xo, cette limite valant nécessairement f(xo).
e On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de /.

= Exemple 3.9 Les fonctions suivantes sont continues :

une fonction constante sur un intervalle,

la fonction racine carrée x — /x sur [0, +oo],
les fonctions sinus et cosinus sur R,

la fonction valeur absolue x — |x|,

la fonction exponentielle sur R,

la fonction logarithme népérien sur |0, 4.

Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle si on peut tracer son graphe sans lever le
crayon de la feuille, ¢’est-a-dire si sa courbe représentative n’admet pas de saut.

f(x0)

87

Voici des fonctions qui ne sont pas continues en xg.
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3.4.1
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I
|
1
i

x Xo X

Propriétés
La continuité assure par exemple que si la fonction n’est pas nulle en un point (ce qui est une
propriété ponctuelle) alors elle n’est pas nulle autour de ce point (propriété locale).

Lemme 3.3.1 Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle / et xy un point de /. Si f
est continue en xp et si f(xg) # 0, alors il existe § > 0 tel que

Vx €lxg— 0,x0+ 6|, f(x) #0.
La continuité se comporte bien avec les opérations élémentaires. Les propositions suivantes sont
des conséquences immédiates des propositions analogues sur les limites.

Proposition 3.3.2 Soient f, g : I — R deux fonctions continues en un point xy € 1. Alors :

e Af est continue en xo pour tout A € R,
e f -+ g estcontinue en x,
e f X g est continue en Xy,
e f — g est continue en x,

e si f(xo) # 0 alors 7 est continue en xj.
La composition conserve la continuité mais il faut faire attention en quels points les hypotheses
s’appliquent.

Proposition 3.3.3 Soient f : I — R et g : J — R deux fonctions continues telles ques f(I) C J. Si
f est continue en un point xo € I et si g est continue en f(xp),alors go f est continue en xo.

Continuité sur un intervalle
Le théoréme des valeurs intermédiaires (ou théoréme de Bolzano) et applications

Théoreme 3.4.1 — Théoréeme des Valeurs Intermédiaires (TVI). Soit f : [a,b] — R une
fonction continue sur un segment. Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, D]

tel que f(c) =y.

Illustrons le TVI a I’aide de la figure de gauche. Attention, le réel ¢ n’est pas nécessairement unique.

Yy
£(5) )
y FO) oo
[ R ;
f@) |
* f@) .—/ |
a p X
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La figure de droite montre que si la fonction n’est pas continue, le théoreme n’est pas vrai.
Corollaire 3.4.2 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment.

Si f(a).f(b) < 0 alors il existe ¢ €]a,b] tel que f(c) =0.

f(b)>0

fla)<o

m Exemple 3.10 Tout polynéme de degré impair posseéde au moins une racine réelle. "

Voici enfin une formulation théorique du théoréeme des valeurs intermédiaires :

Corollaire 3.4.3 Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle /. Alors f(I) est un
intervalle.

Attention, il serait faux de croire que I’image par une fonction f de I’intervalle [a, b] soit I’intervalle
[f(a), f(b)]. Il suffit pour s’en convaincre de visualiser la figure suivante :

Y

f(b)

f(la,b])
f(a)

3.4.2 Fonctions continues sur un segment

Théoreme 3.4.4 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe deux
réels m et M tels que f([a,b]) = [m,M]. Autrement dit, I'image d’un segment par une fonction
continue est un segment.

>~
a b x

Comme on sait déja par le théoreme des valeurs intermédiaires que f([a,b]) est un intervalle, le
théoréme précédent signifie exactement que si f est continue sur [a,b] alors f est bornée sur [a, D]
et elle atteint ses bornes.
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Fonctions monotones et bijections

Rappels : injection, surjection, bijection

Definition 3.5.1 Soit f : E — F une fonction ol E et F' sont des parties de R.
e f estinjective si Vx,x' € E, f(x) = f(x') = x =X,
e festsurjectivesiVy e F,Ix € E,y = f(x),
e f est bijective si f est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si Vy € F, 3lx € E,

y=f(x).

Proposition 3.5.1 Si f: E — F est une fonction bijective alors il existe une unique application
g:F — E telle que go f = idg et f og = idp. La fonction g est la bijection réciproque de f et se
note £~

On rappelle que I’identité idg : E — E est simplement définie par x — x.

go f =idg se reformule ainsi : Vx € E, g(f(x)) = x.

fog=idp s’écrit:VyeF, f(g(y)) =y.

Dans un repére orthonormé, les graphes des fonctions f et f~! sont symétriques par
rapport a la premicre bissectrice.

Fonctions monotones et bijections

Théoréeme 3.5.2 — Théoréme de la bijection. Soit f : I — R une fonction définie sur un
intervalle / de R. Si f est strictement monotone sur / alors :
1. f établit une bijection de I’intervalle 7 dans I’intervalle image J = f(I),
2. la fonction réciproque f~!: J — I est continue et strictement monotone sur J et elle a le
méme sens de variation que f.

En pratique, si on veut appliquer ce théoréme a une fonction continue f : I — R, on découpe
I’intervalle I en sous-intervalles sur lesquels la fonction f est strictement monotone.

= Exemple 3.11 Considérons la fonction carrée définie sur R par f(x) = x?. La fonction f n’est
pas strictement monotone sur R. Elle n’est méme pas injective car un nombre et son opposé ont
méme carré. Cependant, en restreignant son ensemble de définition a | — 0, 0] d’une part, et a
[0, ++oo[ d’autre part, on définit deux fonctions strictement monotones :

= [0, oo
x = X2

On remarque que f (] —eo,0]) = f([0, +eo[) = [0, +oo[. D’apres le théoreme précédent, les fonctions
Ji et f> sont des bijections. Déterminons leur fonctions réciproques respectives f,- L [0, +oo[—
] —o0,0] et ;! : [0, +oo[— [0, +oo[. Soient deux réels x et y > 0. Alors

yzf(x)@y:xz(:)x:\ﬁoux:—ﬁ,

c’est-a-dire que y admet (au plus) deux antécédents, I’un dans [0, +oo[ et I’autre dans | — oo, 0]. Donc
i 1(y) =-—yetfy, 1(y) = ,/y. On vérifie bien que chacune des fonctions fi et f> a le méme sens
de variation que sa réciproque.
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LY
y=x
fi fa
Y
' l
-1
| Y f;
1 -
1 -
1 'JI
1 -, 1
1 % 1
1 Re 1
1 o 1
' '
— X
vY e vY
hes
-~
S
~al
~
...... ,
- —
.,fl

On remarque que la courbe en pointillés (les parties bleue et verte) qui est I’'image du graphe de

f par la symétrie par rapport a la premiere

bissectrice, ne peut étre le graphe d’une fonction (une

abscisse est associée a deux ordonnées !) : c’est une autre maniere de voir que f n’est pas bijective.

3.6 Exercices

Exercice 3.1 Calculer

75
1. sup{—x3—|—zx,x€ R et x* +36 < 13x2}.

2. sup V/n.
neN*
1 1
3. max ( tX —i—y>'
(xy)€(1,2] y X

Montrer que f est 4-périodique.

1. f(x)=4x+1lenx= -2,

2. f(x) =x*+2xenx=1,
3. f(x)—éenx:O,

1
4. f(x)= o3 en oo,

Vx €R, f(x) #3,et f(x+1)=

Va €]0; +oo|,

Exercice 3.2 Soit f: R — R une application telle que :

Exercice 3.3 Soit f: R — R continue et 1-périodique. Montrer que :

dc eR, f(c+a) = f(c).

Exercice 3.4 Etudier (2 I’aide des quantificateurs) la limite des fonctions :



58 Chapitre 3. Limites et fonctions continues

Exercice 3.5 Déterminer les limites suivantes, lorsque celles-ci existent :

1 g 1
1. limxsin(—) 3. lim ¢ 5. lime(—>

x—0 X X—>-o0 x—0 X
* t 1
2. lim FOE) g ERECET o g ()
x40 x*+ 1 X—r+o0 X X—r+o0 X
|
. T
. lim————= 8.  lim tan(2x) cotan (x—l——)
x—0 xtanx P 4
1—e)si
2 lim U =€)sinx 9. lim |\/In(1+22)— \/In(x2 1)
=0 x24x3 X—>foo
sin(2x) I e —1

i 10, lim -1
S e =1 o

x
T 2V +x—+4+x T Vxet+x7 —Inx
=0 \/9+x-3 a3 4 (VS a2 — Vad)er

5. i%)%,(a,b)él&xl&* 12. x1_i>1}rloo[((x—l—l)(x—i—Z)...(x—i—n))

6. lim(2x* —3x+ 1)tan(mx) ne€ N

x—3
X
7. lim(mw—2x)tanx 13.  lim ()

x—Z X—r+o0 x(xx)

==

_X},

Exercice 3.7 (Formes indéterminées 1,07, 00°.)
Calculer les limites suivantes :

1\"* cos(a+ 1)1
1. lim <1+—> 6. lim IL ,a€R,cosa#0
X—b-o0 X X0 cosa
. x +x+1 g : tan(2x)
2. lim ( 5— 7.  lim(tanx)
x—+oo \ x> —x+ 1 x—)%
3. lim(cosx)wes 8. lim(2*+3° — 12)=n(%¥)
x—0 x—2 .
1 (1+/1+1)
4. 1 inx)x 9. lim —————
xl_r>r(1)(cosx—|— sinx) Jim 7 |
2 —x % o a'+b*\* . a+b\* 2
5. ngw[ln(l +e ] 10. xl_l)l}rlw <—2 ) et xli%l+ ( > , (a,b) e R%:

Exercice 3.8 Etudier, en tout point, la continuité des applications f : R — R définies par :

1. fX)=Ex)+Rx—E®)]* 3. f(x)=E(x)++/x—E(x)
+

2. f(x)=x++/x—E(x) 4. f(x) =[E(x)+E(—x)]sin(kx), k e R

- . .. 0 oo
Exercice 3.6 (Formes indéterminées 6,0 X 00,00 — 00, —.)
oo
Calculer les limites suivantes :
. sinxIn(1+x?)
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Exercice 3.9

1. Déterminer les domaines de définition et de continuité de f(x) =

2. On pose flx) six#£0
g(X)Z{ 1

¥2
5 six=0

Montrer que g est continue sur [—1,4-oo].

Exercice 3.10 Etudier la continuité des applications suivantes :
2 sixeQ

L JeIR=I%, jle) = {x sixeR—Q

(Montrer que f est continue en 2 points.)
0 six=0

2. [:R=R, f(x) = }C sixeQ*

x sixeR-Q
(Montrer que f est continue en 2 points, et qu’elle est bijective.)

x—1 sixe@Q
S =l iy = {x-l—l sixe R—Q

(Montrer que f est discontinue en tout point, et qu’elle est bijective.)

1. f:R— Rcontinueen 0, Vx € R, f(3x) = f(x).

X
2. f:R— Rcontinueen 0, Vx € R, f(x) = f<1+x2
3. f:R — R continue en 0, Vx € R, f(x) = —f(x?).

Exercice 3.12 Les nombres de [0, 1] sont donnés par leur représentation décimale :

X = 0,a1a2a3 ce

En quels points la fonction
[0,1]
0,apa3a4...

f:0,1

=5
X =

est-elle continue, discontinue ?

V1+x2—-1

Exercice 3.13 Soit f : [a, b] — IR une fonction continue telle que f(a) = f(b). Montrer que la

b—
fonction g(1) = f (t + T — f(#) s’annule en au moins un point de [a, “/2].

Application : une personne parcourt 4 km en une heure. Montrer qu’il existe un intervalle de 30

mn pendant lequel elle parcourt exactement 2 km.

Exercice 3.14 Montrer que la fonction cos n’a pas de limite en +-co.

| Exercice 3.11 Trouver toutes les applications f dans chacun des cas suivants :
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Exercice 3.15 Soit f:]0, 1] —]0; 4-co[ une application telle que

Montrer que f(x) — 1. n

x—0

Exercice 3.16 Trouver toutes les applications f : R* — R telles que :

Vx € R, f(x )+3f( ) =2

Exercice 3.18 Soit f : R — R une application bornée et g : R — R une application continue.
Montrer que go f et fog sont bornées. "

Exercice 3.19 Montrer que les applications suivantes f sont bijectives, et préciser f .

1. f:R - ]-1,1] 2. f]-1,1[ - R
X

. X
X
1+ Jx] 12

X

Exercice 3.20 Montrer que I’application f:R — R est bijective, puis résoudre
x = ©4+x+1

I Exercice 3.17 Soit f: R — R une application continue et périodique. Montrer que f est bornée.
‘ I’équation f(x) = f~!(x), d’inconnue x € R. .
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(4. Résolution d’équations non linéaires

On considére une fonction réelle f définie sur un intervalle [a, ], avec a < b, et continue sur
cet intervalle et on suppose que f admet une unique racine sur I =la, b|, ¢’est-a-dire qu’il existe un
unique o € I tel que f(a) = 0.

4.1 Méthode de dichotomie

On considere un intervalle [a, b] et une fonction f continue de [a,b] dans R. On suppose que
f(a)f(b) <0 et que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution & sur ’intervalle [a,b]. La
méthode de dichotomie consiste a construire une suite (x,) qui converge vers ¢ de la maniére
suivante :

1. Initialisation : soit xo le milieu de [a, b]. La racine se trouve alors dans 1’un des deux intervalles

Ja,xo[ ou Jxg,b[ ou bien elle est égale a x.
e Si f(a)f(xo) <0, alors & €]a,xo[. On pose a; = a, b; = xo.
e Si f(a)f(xo) =0, alors o = xp.
e Si f(a)f(xo) >0, alors a €]xp,b[. On pose a; = xo, by = b.

b
2. Algorithme : soit x; le milieu de [a;,b;]. On construit ainsi une suite xp = %, X1 =
ay+b a,+b b—a
Tt = e 5 % telle que |a@ — x| < T
y = f(z)
T1 T2 Simg
a : T3 b
/

Etant donnée une précision &, cette méthode permet d’approcher & en un nombre prévisible
d’itérations.
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Les principes de construction suivants consistent a transformer 1’équation f(x) = 0 en une équation
équivalente g(x) = x. On peut poser par exemple g(x) =x+ f(x), mais on prendra plus généralement
g(x) = x+u(x)f(x) ot u est une fonction non nulle sur I’intervalle /. Il reste a choisir u pour que
la suite définie par xq € I et la relation de récurrence x,,+1 = x, + u(x,) f(x,) soit bien définie et
converge vers la racine o de f. Géométriquement, on a remplacé la recherche de I’intersection du
graphe de la fonction f avec I’axe Ox, par la recherche de I’intersection de la droite d’équation
y = x avec la courbe d’équation y = g(x).

y = f(2)

Racine de f Point fixe de g

Le choix d’une méthode est conditionné par les réponses aux questions suivantes :
1. La suite (x,) converge-t-elle ?
2. Si la suite converge, sa limite est-elle o ?
3. Si on veut la solution a € pres, comment arréter les itérations des que cette condition est
remplie ?
4. Comme dans tout calcul, on désire obtenir rapidement le résultat approché. Comment estimer
la maniere dont évolue I’erreur ¢,, = x, — ¢ au cours des itérations ?
Les deux premieres questions sont purement mathématiques. Les deux derniéres sont numériques
car on ne peut effectuer qu’un nombre fini d’itérations pour le calcul. La continuité des fonctions
considérées permet de répondre a la question 2 : si la suite converge, elle converge vers une racine
de I’équation ; si, de plus, x,, € I pour tout n, alors par unicité de la racine dans /, la suite converge
vers (.

Théoréme du point fixe
Definition 4.2.1 On dit que I’application g : [a,b] — R est strictement contractante si

L 6]0,1[,Vx€ [a,b],Vy € [avb}v,g(x) _g(y)’ SL\x—y\.

Proposition 4.2.1 Soit g une application de classe ! de I'intervalle [a,b] de R dans R. On suppose
que g’ vérifie
max{]g'(x)|:x € [a,b]} <L <1,

alors ’application g est strictement contractante dans I’intervalle [a, b].

Théoreme 4.2.2 Si g est une application définie sur I'intervalle [a,b] a valeurs dans [a,b],
strictement contractante, alors la suite (x,) définie par xy € [a,b] et la relation de récurrence
Xnt+1 = g(x,) converge vers I’'unique solution ¢ de 1’équation x = g(x) avec & € [a,b].

Démonstration. La suite (x,) est bien définie car g([a,b]) C [a,b].
Montrons par I’absurde que I’équation g(x) = x a au plus une solution. Supposons qu’il y ait deux



4.3
43.1

4.3 Méthode de la sécante 63

solutions o et ap, alors
lay — | = [g(ar) — g(a)| < Loy — o,

or L < 1 donc on a nécessairement 0 = Q.
Montrons que la suite (x,) est convergente. On a

‘er—l _xn| = |g(xn) _g(xn—1)| < L‘x’l —Xn—1

et par récurrence,

Xnt1 — Xn| < L"x1 — xp|. On en déduit que
n

1-L

< Jx1 — xo]

|Xn+p — Xn| < L"|x1 —x0]. L S

Cette suite vérifie le critere de Cauchy, elle est donc convergente vers @ € [a,b]. Or, I’application g
est continue donc, la limite o vérifie g(a) = a. [ |
On a aussi une évaluation de I’erreur en faisant tendre p vers I’infini car on obtient :

n

o —x,| < |x1— .
|0 — x| < Pt —x0[ 77—

On constate que, pour n fixé, I’erreur est d’autant plus petite que L est proche de 0.

Méthode de la sécante
Description de la méthode

Cette méthode est également appelée méthode de Lagrange, méthode des parties proportion-
nelles ou encore regula falsi.

On considere un intervalle [a,b] et une fonction f de classe € de [a,b] dans R. On suppose
que f(a)f(b) < 0etque f ne s’annule pas sur [a,b], alors I’équation f(x) = 0 admet une unique
solution sur I’intervalle [a, b].

p) Lhypothese “f dérivable” suffirait, mais demanderait une rédaction un peu plus fine des
démonstrations.

La méthode de la sécante consiste a construire une suite (x,) qui converge vers ¢ de la maniére
suivante : soit Ay la droite passant par (a, f(a)) et (b, f(b)), elle coupe ’axe Ox en un point
d’abscisse xo €]a,b[. On approche donc la fonction f par un polyndéme P de degré 1 et on résout
P(x)=0.

» (b, £(b))
Ay

Ty

(a, £(a)) y=f(e)

Méthode de la sécante
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Ensuite, suivant la position de @ par rapport a xo, on considere la droite passant par (a, f(a)) et

(x0, f(x0)) si f(x0)f(a) < 0 ou celle passant par (xo, f(x0)) et (b, f(b)) si f(x0)f(b) <O0.On ap-
pelle x; 1’abscisse du point d’intersection de cette droite avec 1’axe Ox. On réitere ensuite le procédé.

Plagons-nous dans le cas ol f > 0 est dérivable et f est convexe (i.e. f” > 0), ¢’est-a-dire que sa
représentation graphique est au dessus des tangentes et en dessous des cordes. Alors la suite (x;,)
est définie par

X0 —

x _ bf(xn) _xnf(b)
! f(xn) = f(b)

En effet, si f est convexe, on remplace 'intervalle [x,,b] par I’intervalle [x,1,b]. L’équation d’une
droit passant par (c, f(c)) et (b, f(b)) avec ¢ # b est

f(b)—f(c)
— f(b) = ———=(x—0b).
y—f(b) Y x—b)
On cherche son intersection avec 1’axe Ox donc on prend y = 0 et on obtient la formule donnée
plus haut. On pose
bf(x)—xf(b) b—x
X)=—"—"="—""—FL=x————""7f(x
D=1 s

d’ol x,+1 = g(x,). Montrons que cette suite (x,) est définie. Pour cela, il suffit de montrer que
g([a,b]) C [a,b]. Vérifions d’abord que g est de classe €' sur [a,b]. Elle I’est de maniére évidente

sur [a,b[. L’application g est continue en b et g(b) = b — JJ:/((I;)) . On a, pour tout x € [a,b],
1 g bR J) W) = () () )~ (- 0) )
S A V13 ) A VI S R E0)
On en déduit que g’ est continue en b car

(- >( MR rw) SIS ey
limg/(x) = £(b) tim U“ m =ﬂmgg<%fm)=fw5f@2=ﬂm.

De plus, I’application f est convexe, donc f(b) — f(x) — (b—x) f'(x) > 0. On a également f(b) > 0
car f est croissante et f(a)f(b) < 0. La fonction g est donc croissante sur [a,b]. On a alors

g([a,b]) C [g(a),g(b)]. De plus, g(a) = a—f(a)f(b?:;(a) ,or f(a) <0 et _bzma

, f(b)—f(a)
jj:’((b))’ or f'(b) > 0 et f(b) > 0 donc
g(b) < b. La croissance de g montre que la suite (x,) est croissante car x; = g(a) > a = xo, or elle
est dans Iintervalle [a, b], donc elle converge vers ¢ € [a, b] tel que, par continuité de g, g(¢) = ¢. De

plus, xo < a donc une récurrence immédiate et la croissance de g montrent que pour tout entier #,
xn < a. On en déduit que £ < ¢, c’est-a-dire que £ €]a, b|. Soit x €]a, b| tel que f(x) = 0, alors il est

par croissance de f; donc g(a) > a. De méme, g(b) = b —

immédiat que g(x) = x. Réciproquement, soit x €]a, b tel que g(x) = x, alors W)}() f(x)=0,
—flx

orx # bet f(x) # f(b) car f est strictement croissante et x €]|a, b[. On en déduit que f(x) =0.1ly

a unicité de la racine de f, donc £ = o et la suite (x,) converge vers «.
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Rapidité de convergence de la méthode de la sécante

Onax,—a=g(&)(x,—1 — ). On en déduit, par continuité de g’ en o, que
: ‘xn—OC| / /
lim =lg(a)|=g(a
A a8 (@l =g()

Méthode de Newton

On cherche les points fixes de la fonction g(x) = x+ u(x) f(x), et on a vu que

Pour obtenir une convergence plus rapide, on peut chercher u tel que g'(a) = 0. On a, si les
fonctions ont les régularités nécessaires, g'(x) = 1 +u'(x) f(x) + u(x) f'(x) et on en déduit que

g(a)=0siu(a)= . Si la fonction f’ ne s’annule pas, on peut choisir u(x) = —

1
7f’(OC) o) On

obtient alors la méthode de Newton.

Description de la méthode

On considere une fonction réelle définie sur un intervalle I = [a,b] de classe %2 telle que
f(a)f(b) < 0; on suppose que les fonctions f’ et f” ne s’annulent pas et gardent chacune un signe
constant sur /. On pose

LW
=

Si f'f" est positive (respectivement négative) sur [a,b], on pose xo = b (respectivement a). On
définit alors la suite (x,) par la donnée de x et la relation de récurrence x,,1 = g(xy).

Théoréeme 4.4.1 La suite (x,) converge vers o 1’unique racine de f sur [a,b).

Démonstration. Pour simplifier la rédaction, on va supposer que f’ est strictement positive et f” est
strictement négative sur /. Les autres cas se traitent de maniere similaire. Ces hypotheses assurent
I’existence et "unicité de & € I tel que f(a) = 0. On va montrer que la suite (x,) est croissante et
_f (%n)
I (xn)
et que la fonction f” est positive, f est donc croissante et on en déduit immédiatement que x,,11 > x,
et la suite (x,) est/?roissante. De plus, x,+1 — 0 = g(x,) —g(a) = g (&) (xn — &) avec & €]x,, a].
Or, ¢'(x) = W donc g'(&) > 0 et x,41 < . La suite (x,) est croissante et majorée ; elle

est donc convergente. Notons £ sa limite. La continuité de g permet d’écrire que ¢ = g(¢) et donc
fl)=0doul=a. |

majorée par &. On a xo = a, donc xp < o. Supposons que x,, < @, alors, comme x| = X,

Interprétation graphique

La méthode de Newton consiste a remplacer la courbe par sa tangente en une de ses deux
extrémités. Le point x; est I’intersection de cette tangente avec I’axe Ox. Pour faire le dessin, on
va se placer dans le cas étudié pour la méthode de la sécante, i.e. ' > 0 et f”/ < 0. On prend alors
xo =b.
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(b, £())

1) omeeemmimm, :

(a, f(a))s

Méthode de Newton

Tracons la tangente a la courbe représentative de f passant par (b, f(b)). L’équation de cette
tangente est y = f’(b)(x —b) + f(b). Son intersection avec 1’axe Ox a une ordonnée nulle et son

abscisse vaut x; = b —

70) On trace ensuite la tangente a la courbe au point (xy, f(x1)). Le réel

Xxp est I’abscisse de I'intersection de cette deuxieme tangente avec 1’axe Ox et on réitére ce procédé.

p) Sion prenait la tangente a la courbe en (a, f(a)), son intersection avec 1’axe Ox ne serait pas,
sur ce dessin, dans intervalle [a, b].

Rapidité de convergence de la méthode de Newton

On suppose que la fonction f est de classe € sur I = [a,b], que ’'on a f(a)f(b) < O et que les
fonctions f’ et f” sont toutes deux strictement positives sur [a,b]. Ceci nous garantit 1’existence et
1"unicité d’une racine simple « de f sur [a,b]. On a donc f(o) =0et f/(a) # 0. On pose g(x) =

f(x)
A

f'(x)

Théoreme 4.4.2 On a alors

et on définit la suite (x,) par xo = b et la relation de récurrence x,,+1 = g(x,).

- —of 1f(«x
lim P g oy Pl 17(@)
e T—af e Ty —a " 27(0)
a)f" (o
Démonstration. Puisque f est de classe €7, g est de classe €; on a g'(a) = f(f,)(];)(z) =0

car a est racine simple de f. La formule de Taylor a 1’ordre 1 s’écrit x,+1 — ot = g(x,) — g(&) =
(x, —a)g' (&) or g’ est continue sur [a,b], donc lirE X1 —a] =¢'(a) =0.
n——oco

La formule de Taylor a I’ordre 2 s’écrit
1 1
X1 — 00 = g(x) — (@) = (xa — )8/ (@) + 5 (xa — @)°8"(§) = 5 (x4 — @)°g" ()

or g’ est continue sur [a,b], donc

llm ’xn+l _a| — I/( ): lf”(a)
nee |y — o] 2 f'(a)

p) Le résultat est encore vrai si on suppose que f est de classe €. La démonstration est
cependant plus difficile.
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p) Onpeut utiliser la méthode de Newton avec un point de départ dans ]a, b[, mais la convergence
de la suite n’est pas garantie. En pratique, on utilise souvent la méthode de dichotomie pour
trouver un xq assez proche de la racine.

Ordre de convergence

La convergence de la suite ne suffit pas numériquement, on aimerait avoir une estimation de
la rapidité de convergence. On pose e, = x, — &. e, est I’erreur absolue au pas n. L’erreur relative

€n
vaut —.
o

’en+1’
len|?

Definition 4.5.1 La méthode définie par x,,; = g(x,) est dite d’ordre p si a une limite

non nulle en +oo.
La méthode de la sécante est donc d’ordre 1 si g’(@) # 0, tandis que la méthode de Newton est
d’ordre 2 si g"(a) # 0.

Definition 4.5.2 Lorsque la méthode est d’ordre 1 (respectivement 2), on dit que la convergence
est linéaire (respectivement quadratique).

Exercices

Exercice 4.1 Le but de cet exercice est de calculer la racine cubique d’un nombre positif a.
Soit g la fonction définie sur R’ par
2

1
g(x) = gx—i— g%(a > 0 fixé)

—_—

Faire 1’étude compléte de la fonction g.
Comparer g a I’identité.
. Soit la suite (x,),en définie par

W

Xn+1 = g(xn)7 X0 > 0.

A I’aide des graphes de g et de I’identité sur R*, dessiner la suite (x,),cy. Observer
graphiquement la convergence.

4. Justifier mathématiquement la convergence observée graphiquement. En particulier, mon-

trer que cette suite est décroissante a partir du rang 1.

Calculer I’ordre de convergence de la suite.

Ecrire 1’algorithme défini par la suite (x,),cn qui permet de déterminer /a 2 une précision

de 1075

7. Expliciter la méthode de Newton pour la recherche du zéro de la fonction f définie par
f(x) = x> — a. Que remarque t-on ?

A

Exercice 4.2 1. Déterminer la suite des premiers 3 itérés des méthodes de dichotomie dans
I'intervalle [1,3] et de Newton avec xo = 2 pour I’approximation du zéro de la fonction
Fl)i=2—2.

2. Soit f une application de R dans R définie par f(x) = exp(x?) — 4x?. On se propose de
trouver les racines réelles de f
(a) Situer les 4 racines de f (i.e. indiquer 4 intervalles disjoints qui contiennent chacun
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une et une seule racince).
(b) Montrer qu’il y a une racine comprise entre 0 et 1
(c) Soit la méthode du point fixe

X1 = O ()
{ X €l0,1[ @D

exp ()

avec ¢ I’application de R dans R définie par ¢ (x) = . Examiner la conver-

gence de cette méthode et en préciser I’ordre de convergence.
(d) Ecrire la méthode de Newton et la méthode du point fixe (4.1), quelle est la plus
efficace ? Justifier la réponse.
3. Combien de pas de dichotomie doit-on effectuer pour améliorer d’un ordre de grandeur la
précision de I’approximation de la racine ?

Exercice 4.3 L objectif de cet exercice est de déterminer le zéro d’une fonction (R, R)
vérifiant —2 < f’(x) < —1 sur R. On définit la suite (x,),en de R par la récurrence suivante :

Xn+1 = 8(Xn) = Xn + f (Xn),

ou a > 0 et xyp € R sont donnés.
1. Montrer que_lim | f(x) = tooet lim L f(x) = —c.

2. En déduire qu 11 existe un unique element I de R tel que f(I) =0.
3. Montrer que si 0 < & < 1, la fonction g définie par g(x) = x+ o f(x) vérifie

—-1<1-2a<g(x)<l—oasurR.

4. En déduire la convergence de la suite (x;,),en si0 < o < 1.

5. La suite converge t-elle pour o@ = f/—() ?
6. Donner 1’ordre de convergence de la suite (x,),en pour 0 < ¢ < 1 en distinguant le cas
1
N0}

7. Peut-on choisir @@ = — d’un point de vue pratique ?

f'(1)

8. On choisit alors d’approcher o = et la suite (x,),en est définie

1
P O = )

U
(1)
par

Xnt1 = &(%n) = Xn + O f (Xn)

Quel est le nom de cette méthode itérative ? Montrer que la suite (x,),cn converge quel
que soit xg € R.

Exercice 4.4 Soit g la fonction définie sur R par

2x3 +4x>+10
32248«
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w

. Faire 1’étude compleéte de la fonction g. (On admettra que x° + 4x*> — 10 = 0 solution

admet comme unique m ~ 1,36 et que g(m) = m).
Comparer g a I’identité.

. Soit la suite (x,),en définie par

Xn+1 = g(xn); xp > 0.

A I’aide des graphes de g et de I’identité sur R* , dessiner la suite (x,),cy sur I’axe des
abscisses. Observer graphiquement la convergence. En particulier, montrer que cette suite
est décroissante a partir du rang 1.

. Expliciter (sans la vérifier) la condition nécessaire pour la convergence observée graphi-

quement.

Ecrire I’algorithme défini par la suite (x,),cn qui permet de déterminer le point fixe i une
précision de €.

Expliciter la méthode de Newton pour la recherche du zéro de la fonction f définie par
f(x) = x* +4x> — 10. Que remarque t-on ?

Donner I’ordre de convergence de la suite.
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