CPI1 - ANALYSE 1.2

CORRECTION Exercices Chapitre 2 - Fonctions usuelles.

Exercice 2.1 | Correction :

On a pour tout x €]0, 00|,

lo 4 o, 2 + 1o x_E@lnx_}_lnx_}_lnx_E@lnx_'_lnx+lnm_E
B2 OB OB T T T 2 T4 8 2 W2 22 m2d 2
Inz Inz Inz 11 6lnz+3lnzx+2lnz 11 - a3 B
@E+m+m7?@ 6o —Eélnx 3In2=In2>=In8 < x =8.

L’équation proposée admet une unique solution x = 8.

Exercice 2.2| Correction :

1. On a, avec les notations de ’énoncé, et en notant (1) I'inégalité voulue :

(1)@2(3;7:0)<(z+y)(lnyflnx)@2(gfl) (1+%)ln%.
En notant t = © €]1,4+o0[, on a :
x
t—1
Considérons
t—1
1 =R, t— f(t) =Int —2——
fell,+oo[= R, ¢ f(t) =Int — 2=
L’application f est dérivable sur [1,+oo[ et, pour tout ¢ € [1, +o0] :
1 _(t+H)—(t—-1) 1 4 (t+1)2—4t (t—1)2
)= -t 2o~ = >0(>0sit#1
F =3 (t+1)2 P AR e g1 20 0sitAL).

Il en résulte que f est strictement croissante sur [1,4o00[. De plus, f(1) =0 d’ou : Vt €]1, +o00[, f(t) > 0, ce
qui prouve 'inégalité voulue.

2. On a, pour tout n € N*, en utilisant 1. appliqué a (k,k+ 1) ala place de (z,y) :

n n

" —k k+ k+1
Zln(lJr Z lnk-i-l —Ink Zk ZkQ Zk

n(2i1)(2n+1)1 nn+1)  nn+l) n(n+1)(dn + 5)
12

— : tsX—5— =" X (2@2n+1)+3) =

Exercice 2.3 | Correction :

: 4(log, y +log, z) =17 (L1) iy _ _
Soit (.5) { vy = 243 (L) avec >y > 1. On sait que log, y xlog, x = 1 donc log, y =

1

.On
log, @

1 1
pose X =log, x ce qui implique que log, y = < Par conséquent, (L) < 4 (X + X> =17 4X2-17X+4=0.

X =
Comme A = 152, le trinéme admet deux racines distinctes { Xl 1 - Considérons Xy = i. On a donc
2=7
~lnz 1 4 4 . .
Xo =log, @ = e :Z@(lenx:lnx )=lny < y=2". Comme x > 1,y > 1 et z > y, on a nécessairement
ny

xz* > y et donc I'égalité entre z* et y est improbable, ce qui implique le rejet de X5. On retient donc X; ce qui

1
permet d’écrire Xy =log, y = ln—x =4 Inz = (4lny = Iny?) & = = y*. Finalement, (S) se rééerit :
ny

r =yt N r =yt N r=3"=81
ry = 243 Y5 = 243 = 3 y=3
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Exercice 2.4| Correction :

e lére méthode : utilisation de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. On rappelle la
1/2

1 1 1
Proposition 0.1 Soient f,g € C([0,1],R). Alors : / [fgl < </ f|2> (/ |g|2>
0 0 0

On a donc pour tout y € [0, +00],

o= ([ 14) 5 ([ o) ([ ) 0o a4 -0 25) -

2
1 1 =5 1
D’oi1, pour tout x €]0, +00[, en remplagant y par —, (In {1+ — < 22— , et donc, puisque
x 1 z(z+1)

2

1 1 1
In (1 + ) > 0, on obtient In <1 + ) < .

1
e 2nde méthode : utilisation des variations d’une fonction. Par le changement de variable t = 14+ — > 1,
x

¢=,—7,onaen notant (1) I'inégalité demandée :

1 t—1
Deht< ——— ot < ——.

ot Vit

t—1 t—1

Puis, en posant u = v/t > 1, t = u?, on obtient

2 _

1 1
S2lnu<u-— —.

(1) & In(u?) < 2 - =

1
L’application f : [1,+o0o[— R,u — f(u) = u— — —21Inwu est dérivable sur [1, +o0 et, pour tout u € [1, +0o0],
u

1 2 w+1-2u (u—1)?
f/(u)zl—‘rﬁ—az 2 = % ZO

Il en résulte que f est croissante sur [1,+oo[. De plus, f(1) = 0. On a donc f > 0 d’ou le résultat demandé.

Exercice 2.5| Correction :

e Soit g(t) = Int. Appliquons le théoreme des accroissements finis sur [z, y]. Il existe par conséquent ¢ €]z, y],

1 _
gy)—g(x) =¢'(c)(y—z) © Iny—Inz = —(y—2x) donc I i e = C Comme z < ¢ < y, on a les inégalités
c ny—Ilnz
recherchées.
o f(a) = L A N Iny et f"(a) = — (z —y)* Comme f” est négative alors [ est
ar+ (1 —a)y (ax+ (1 —a)y)?

—y—y(nz—1
décroissante sur [0,1]. Or f'(0) = v=y—ylnz—Iny)
le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [x,y] tel que f'(c) = 0. Maintenant f’ est positive sur
[0, c] et négative sur [c,1]. Donc f est croissante sur [0, ¢] et décroissante sur [c,1]. Or f(0) =0et f(1) =0
donc pour tout = € [0,1], f(x) > 0. Cela prouve I'inégalité demandée.

> 0 et f/(1) < 0 d’apres la premiére question. Par

e Géométriquement nous avons prouvé que la fonction In est concave, ¢’est-a-dire que la corde (le segment qui
va de (z, f(z)) a (y, f(y)) est sous la courbe d’équation y = f(x).

Exercice 2.6 | Correction :

L’application f : R — R, ¢t — t + e’ est dérivable sur R et, V¢t € R, f'(t) = 1 + €' > 0, donc f est strictement
croissante, et de fait injective. D’ou x + € = y + ¢¥ < x = y. Puis,

24y +yt =213 =21 22 =9 2z = +3.

On conclut que 'ensemble des solutions du systéme proposé est {(—3, —3), (3, 3)}.

Exercice 2.7 | Correction :

1 .
Notons]z]—l,—l—oo[,J:}—,—|—oo[etf: I - R
e
x — xzexp(x)
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o [ oest dérivable sur I comme produit de fonctions qui le sont, et on a : Vx € I, f'(x) = (1 +z)exp(z) >0
donc f est strictement croissante sur I. 3
e f est continue et strictement monotone entre intervalles de R, donc induit une bijection de I sur f(I) = J.
Cette bijection est I +— J , C’est-a-dire f (qui est donc bien définie).
x — zexp(x)
e f est de classe C* sur I, bijective et Vo € I, f'(x) # 0 donc f~! = g est de classe C> sur J.
e g est de classe C3 sur J et 0 € J donc g posséde un DL en 0 d’apres la formule de Taylor-Young. On a
f(0) = 0 donc aussi g(0) = 0 de sorte qu’on peut écrire le DL de g sous la forme indéterminée suivante :
g(u) = au+ bu? + cu® + o(u?).
On a aussi le DL en 0 de f :
f@) =z +a®+
Puisque lim f(z) =0, on a donc :
z—0

z = g(f(z)) = af(z) + bf*(z) + cf*(z) + o((f(2)?).

o(x3) car : f(x) s Donc :

3 2

% + O(x?’) =z(l+z+ % + o(xz)).

On a s of(f(x)?) =

z = ax(l4+x+ %2 +0(2?)) + bx? (1 + 22 + o(x)) + cx®(1 + o(1)) + o(z?)
= azx+ (a+b)z?+ (g +2b + )z + o(z?).
Par unicité du DL de la fonction identité au voisinage de 0, on obtient : a =1, b= —1 et ¢ = g et ainsi :
g(x) =T - 2+ ;x?’ + o(z?).
e Ona:VeeJ, x= f(g(x)) = g(x)exp(g(z)) et g reste strictement positive sur R** (car g est strictement

1 1
croissante et g(0) = 0) donc : Vo > 0, Inx = In(g(x)) + g(x) ou encore 2% gy M Or lim g(z)=

| g(x) 9(x) a—+o0
400 comme f, et donc lim M

A @ = 0 par composition des limites, d’ott : g(x) ol Inz.
Correction :

La fonction exponentielle est-elle convexe sur R 7 On suppose ne pas savoir que la fonction exponentielle est infi-
niment dérivable.

Définition 0.1 Soit I un intervalle de R, et f : I — R. On dit que [ est convezxe si pour tout x et tout y de I,
tout couple (v, B) de réels positifs vérifiant « + 5 =1, on a l'inégalité f(ax + By) < af(x) + Bf(y)

On doit établir, sous les conditions de I’énoncé, que : e**T8¥ < qe® + Be¥. Considérons la fonction de la variable
x définie par f(x) = e**+PY — qe® — BeY. Sa dérivée est

f'(x) — e tBY _ e — qe®TtBY _ net — aeam+[3y(1 _ 6zfa:r*ﬁy) — aeam+6y(1 _ eﬂ(a:fy)).

Elle s’annule si a8 = 0, pour tout x et tout y, ou si x = y.
e Traitons le premier cas, par exemple 8 = 0. Il faut vérifier que, pour tout z, si @ = 1 : e** < ae”, ce qui est
évident.
e Supposons dorénavant 5 # 0. La dérivée s’annule donc si & = y, elle est positive si & < y, et négative si
x > y. La fonction f admet donc un maximum pour x = y et ce maximum est :

fly) = TP _ qe¥ — Be¥ = eV — ae? — Be? = 0.

11 en résulte bien que f(z) est inférieur & 0 pour tout x et tout y.

Exercice 2.9 | Correction :

1. (By) : In(x 4+ 1) + In(z 4+ 2) = In18.

Le domaine de définition de (E;) est Dy, = {

r+1>0 {x>1<©$az+wammw

T+ 2 x> 2
(B)o(z+1)z—2)=lni8e (z+1)(z—-2)= 182> —z—-20=0e ] 177
To=-4<0
2. (BE2) :Injz|+Injz+ 1] =0.
Le domaine de définition de (E2) est D, = { ;sz(il < x € R\{—1,0}. Ensuite,
_ _ z(z+1)=1 x1 1+2\/5
(Eg) ©ln(jJz(z+ 1)) =lnhlejz(z+1)|=1< { @ +1) =1 & { . 1_2\/5
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3. (E3): 97 +37 — 12 =0.
Le domaine de définition de (E3) est Dg, = R. Ensuite,

(Eg@3”+W—u:0@4WV+W—MZO%§iW+X;w=o@{

4. (By) : 2V® = ()",
Le domaine de définition de (Fy4) est Dy, = Ry. Ensuite,
(By) & Voo — oo InVe o frin g = glnx
car la fonction exponentielle est croissante continue donc injective. Ainsi,

xT

Inz=0 r=1 = _
(E4)<:><f—2>lnx—0<:>{ﬁ_x:0 @{xzzz @{x2_4$:0 @{x:4

2
Exercice 2.10| Correction :

1 4
1. Montrons que 2 Arctan 3= Arctan 3

a = Arctan 3 tana = 1
On pose { b { 7 . En effet, tan(Arctanz) = z, Vo € R (cf. Propriété 2.3.8 du
b= Arctan 3 tanb = 3 ’ 1 ’
2t 2x5 4
cours). On remarque ensuite que tan(2a) = anz = 2 = — = tanb. Donc
l—tana 1-7 3

tan(2a) = tanb = Ik € Z,2a = b + k.

1 4
D’autre part, on a 0 < a = Arctan 3 < Arctan1 = % S 0<2a< g et 0 < b= Arctan 3 < g donc
tan(2a) = tanb B
{2mbamg[ = 2a=b

3 1
2. Montrons que 2 Arccos 1= Arccos g

. En effet, tan(Arctanz) = z, Vo € R (cf. Propriété 2.3.1 du

L cosb =

a= Arccos% cosa =
b= Arccos g

LN

On pose {

1
cours). On remarque que cos(2a) = 2cos’a — 1 = g = cos b. Ensuite,

cos(2a) = cosb = Ik € Z,2a = +b + 2km.

3 1 1
D’autre part, on a 0 < a = Arccos 1 < Arccos — = Too < 2a < g et 0 < b= Arccos 3 < g donc

N

{ cos(2a) = cosb

2a,b €]0, I =2a=b.

2
3. Montrons que Arccos % = 2 Arctan 3

=A 5 - 5
On pose { Z: AIS‘EC;)E %3 { E;)zz _ %3 (cf. Propriétés 2.3.1 et 2.3.8 du cours). On remarque que
1—tan?b 1—32 5
cos(2b) = = 9 — — = cosa. Ensuite,
(26) 1+ tan?b 1+% 13

cos(2b) = cosa = 3k € Z,2b = +a + 2km.

2 5
D’autre part, on a 0 < b= Arctang < Arctanl = % S0<2b< g et 0 < a = Arccos 13 < % donc

{ cosa = cos(2b) a2

a,2b €]0, 7|
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1 1
4. Montrons que Arcsin — = T _ Arctan =

/5 4 3

a = Arcsin sing = L L
On pose \1/5 = \1/5 (cf. Propriétés 2.3.4 et 2.3.8 du cours). On remarque que
b= Arctan 3 tanb = 3
. 1 1
1 1 —tanb 1—z 1
tana = Sma =5 _ " _cosaet que tan (I - b) = o ‘f = —. Ensuite,
5

twa:mnG}w)iakeza:%—b+m:

1 1
D’autre part, on a 0 < a = Arcsin — < Arcsin1 = Teto<Z bp="_ Arctan 3 < g donc

V5 2 4 4
{ tana = tan(

—b.
a,7 —b€lo,

b) = a=

w\ﬂwa

[ 4

5 3
5. Montrons que Arcsin 3 + Arcsin E= Arcsin 6

a = Arcsin 15—3 sina = 13
On pose § b=ArcsinZ = sinb=32 (cf. Propriété 2.3.4 du cours). On remarque que sin(a + b) =
¢ = Arcsin gg sinc = gg
> 5
sina cosb + sinbcosa = 1-— + - — — = sin c. Ensuite,
13 13) 65

sinfa+b)=sinc= 3k €Z,a+b=c+2knroua+b=m—c+ 2km.

5 1 3 3
D’autre part, on a 0 < a = Arcsin 3 < Arcsin - = % et 0 < b= Arcsin 3 < Arcsin £ = g donc

2
sin(a + b) = sinec B
{a—&—b,ce]O,g[ =a+b=c
1 1 T 1
6. Montrons que Arctan 3 + Arctan E=1" Arctan 3
a= Arctan% tana = %
On pose { b= Arctan% = ¢ tanb= % (cf. Propriété 2.3.8 du cours). On remarque que tan(a + b) =
c= Arctan% tanc = %
t tan b 1+1 7 1—t -1 7
ana  tan = 21 51:fettan(z—c): ane _ ?:f.Ensuite,
1 —tanatanb 1—-5xz 9 4 1+tanc 1+3 9

tan(a—|—b)=tan<£—c> :>EikEZ,a—|—b:%—c—l—k7r.

7 7
D’autre part, on a 0 < a + b = Arctan 9 < Arctanl = g et 0 < % — ¢ = Arctan 9 < g donc

tan(a + b) = tan (§ —
a+b, 7 —c€l0, 5[
Exercice 2.11| Correction :

1. Simplifions y = cos(4 Arctan ). On pose
{ o = Arctanx { tana =z
=

reR -z <a<jy
Alors 2
. 2tan o 8x
Yy = COS(40é) =1- 2Sln(204) =1-2 (]m) =1 m

2. Simplifions y = sin(3 Arctan ). On pose

o = Arctanz - tana = x
ze€R —F<a<ig
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On rappelle la

Proposition 0.2 (Formule de Moivre) Pour tout nombre réel x et pour tout entier relatif n :
(cos+isinz)" = cosnx + isinnz

On peut exprimer sin(3a)) comme combinaison linéaire de puissances de sin «v grace a la formule précédente :
sin(3a) = Im(cos(3c) + isin(3a)) = Im((cos o + i sin @)?) = 3 cos? asin a — sin® &
=3(1 —sin? @) sina — sin® o = 3sina — 4sin® .

Comme sin(Arctanx) = (cf. Propriété 2.3.8 du cours),

x
V1422

x x3 _z(3—a?)

=3 - .
Y V1422 (1—|—m2)% (1+1‘2)%

1
3. Simplifions y = sin (2 Arcsin 33) On pose

{ o = Arcsinx { siha =z
x € [-1,1] —s<a<i

T—cos [1—Vi—a2
y:sin%:i %:i %(—I—Sime[0,1],—six€[—1,0]).

Exercice 2.12| Correction :

1. Montrons que Arcsinz + Arccosz = g

Alors

e Par dérivation : soit f(x) = Arcsinz + Arccosz, z € [—1,1]. f est dérivable sur | — 1,1[, et f'(z) =
1 T
— = 0. Par conséquent, dc € R, Vz €] — 1, 1], f(z) = ¢. Comme ¢ = f(0) = —, on a la
= = a - 111, f(@) 10 =3
formule demandée sur | — 1, 1[. Pour conclure, on vérifie ’égalité pour = 41, ou on utilise la continuité
de f sur [—1,1].

. . . m , i s . .
e Par inversion : on pose a = Arcsinz, b = 5~ Arccos z. Ces deux égalités impliquent respectivement

. . . s . . .. . N
sina = x et sinb = sin (5 — Arccos x) = cos(Arccosz) = z. Donc sina = sinb ce qui implique d’apres

la propriété 2.3.4 du cours que 3k € Z, a = b+ 2km ou a = w — b + 2kw. Comme a,b € [—g, g}, on en

déduit que a = b.
2. Montrons que Arccosx 4+ Arccos(—x) = .
e Par dérivation : soit f(z) = Arccosx + Arccos(—z), z € [—-1,1]. f est dérivable sur | — 1,1[, et f'(z) =
1 —

= 0. Par conséquent, 3¢ € R, Vx €] —1,1], f(z) = ¢. Comme ¢ = f(0) =7, on a la

V1—a2 V1—22
formule demandée sur | — 1, 1[. Pour conclure, on vérifie 1'égalité pour z = +1, ou on utilise la continuité
de f sur [-1,1].

e Par inversion : on pose a = Arccos(—z), b = m — Arccosz. Ces deux égalités impliquent respectivement
cosa = —x et cosb = cos (m — Arccosxz) = — cos(Arccosz) = —x. Donc cosa = cosb ce qui implique
d’apres la propriété 2.3.1 du cours que 3k € Z, a = +b + 2kw. Comme a,b € [0, 7], on en déduit que
a=">.

-
3. Montrons que Arctanx + Arctan 1 = { 2 :l . >0 .
T —5siz <0
e Par dérivation : soit f(z) = Arctanz + Arctan L, Dy = R,. f est impaire. Pour z €]0, 00|, f'(z) =
1
—ﬁlﬁ + T _S;Z = 0. Par conséquent, 3¢ € R, Va €]0,+oco[, f(z) = ¢. Comme ¢ = f(1) = g, on

a la formule demandée sur ]0,+oo[ soit f(z) = g En utilisant la parité de f, on peut affirmer que

7r
Vo €] —00,0], f(z) = —5

T 1
e Par inversion : pour & > 0, on pose a = Arctanz, b = 5~ Arctan —. Ces deux égalités impliquent

x

. T 1 1
respectivement tana = x et tanb = tan | ~ — Arctan — | = ——————< = . Donc tana = tanb ce
2 x tan (Arctan ;)

qui implique d’apres la propriété 2.3.8 du cours que Ik € Z, a = b + 2kw. Comme a,b €]0, g[, on en
déduit que a = b.
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Tsiz> -1
4. Montrons que Arctan(2z + 1) — Arctan j_ 1= { 4 3S,lr v
x

—rsiz<—1"
On pose f(z) = Arctan(2z + 1) — Arctan %, Dy = R\{—-1}. On trouve Vz € Dy, f'(x) = 0. D’ou :
x
o Vo]~ Lfool, f(z) =1 e = f(0) =

o Vo €] =00, ~1[, f(z) = c2, 2 = lim f(x):_%“.

5. e Montrons que Arctan(1 + x) — Arctanz = Arccotan(1 + x + 22).
On pose f(x) = Arctan(1l + z) — Arctanz et g(x) = Arccotan(1l + x + 22). Vx € R,

) — 1 1 1+2z o,
T = v v~ rderara) 40

Donc Jc € R, Vz € R, f(z) = g(z) + ¢, ¢ = f(0) — ¢g(0) = 0.

e Ona »
Sy = Z Arctan(1 + k) — Z n Arctank = Z Arctank — Z Arctan k
k=1 k=1 k=2 k=1
7T
d n = Arct 1) — Arctan(1 —.
onc S rctan(n + 1) rctan(1) i S0

Exercice 2.13| Correction :

1. Soit y = f(x) = Arcsin(sinz). On a Dy, f est de période T' = 27, impaire et vérifie f(r —z) = f(z). On
peut se limiter a [0, 5]. On a

y = Arcsin(sinz) < siny =sinz <y =u.
0<z<3 0<y<
0<x<

NIEISE

Comme f est impaire, Vo € [-3, 3], f(z) = . Siz € [Z,2F], alors m—z € [-Z, Z] et donc, f(z) = (m—z) =
7 —x sur [, 27).

NN

2. Soit y = f(x) = Arccos(cosz). On a Dy, f est de période T' = 2m, paire. On peut se limiter & l'intervalle
[0,7]. On a

y = Arccos(cosz) < cosy =cosx < y=u.
0<z<nm x,y € [0,7]
Donc,Vx € [0, 7], Arccos(cosz) = .

El
=
El

2m 3m

n
se limiter a l'intervalle | — 7, 7. On a

y = Arctan(tanz) < tany =tanzr < y=uzx.
OSCEE}—%%[ %ye]_%a%[

Donc,Vx €] — 7, 5[, Arctan(tanz) = z.
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/

Correction :On pose y = f(x) = Arccos(1 — 22?).
1. f est définie si: —1 < wu(x) =1 —22? < 1. Donc, Dy = [—1,1]. Vo € Dy, f(—z) = f(z) donc [ est paire.
2. On pose z=sinp < = Arcsinz . Alors
pel0,3] z € [0,1]

f(sin) = Arccos(1 — 2sin ) = Arccos(cos(2¢)) = 2¢ car 2¢ € [0, 7]

Donc : Vx € [0,1], f(x) = Arccos(1—22%) = 2 Arcsinz. Comme f est paire, Vz € [—1,0], f(z) = —2 Arcsin z.

w2

On peut bien-sur retrouver ces résultats par dérivation.

2

1—
Exercice 2.15| Correction : Soit f(x) = Arccos Hix

22

1— 2

LVzeR, |1 —2?<1+22=|u(z) = ‘H—xQ < 1. Donc Dy = R. De plus, f est paire.
T

2. (a) On trouve Yz €]0,+o0], f'(z) = Donc, 3¢ € R, Vo € R%, f(x) = 2Arctanz + c¢. Comme

1+ 22
x =1= ¢ =0 et que I'égalité reste valable pour = 0 par continuité, Vz € [0, +oo[, f(z) = 2 Arctan z.
Comme f est paire, Vo €] — 00,0], f(z) = f(—z) = —2 Arctan x.

f continue sur [0, 1]
f dérivable sur ]0,1] - . . _ Sy
lim  f(z) = 2 = f est dérivable a droite en z = 0 et f}(0) = 2.
230
On trouve de méme que f est dérivable & gauche en x = 0 et f;(0) = —2. On en déduit que f n’est pas

dérivable en x = 0.

3. On sait que x =tan¥ < ¢ =2arctanz . Donc

v € [0,7] x>0

1 — tan?

2

_— = A = e O7 .
1T ton recos(cos ) = @ car ¢ € [0, 7[

f (tan %) = Arccos

WS (o6

Donc on retrouve : f(z) = 2 Arctanz si x > 0.

LI
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Exercice 2.16 | Correction : On a la configuration suivante :

Statue S

Piédestal [P

On note x la distance de 'observateur au pied de la statue. On note o l’angle d’observation de la statue, et
I’angle d’observation du piédestal seul.

1. On a
CB
. dans le triangle rectangle (OCB), tan8 = — = Pg 8 = arctan (B)
BO FxB T
. dans le triangle rectangle (OF B), tan(a + ) = B0 = pts & a+ 3 = arctan (pl—s)

s .
On en déduit que oo = a(x) = arctan (p+> — arctan (B) Etudions cette fonction « sur ]0, +o00[. o est
x x

dérivable de dérivée :

! _S+2p
o(x) = = —
) 14 (22)” 14

x

)2 - (.132+p2)(x2+(s+p)2)(p(p+8)—(E )

|8

are [

On remarque que o’ ne s’annule sur ]0, +oo[ qu’en g = /p(p + s). Par des considérations physiques, & la
limite en 0 et en +00, ’angle « est nul. On en déduit que ’angle o obtenu en zy est maximum, et la distance
optimale de vision est alors zg = \/p(p + s).

2. Pour calculer 'angle maximum «q correspondant, on pourrait calculer cg = a(zp) a partir de la défintion

de a(d). Pour obtenir une formule plus simple, nous utilisons la formule trigonométrique suivante : si a, b et
tana — tanb

a — b sont dans Pintervalle de définition de la fonction tangente, on a : tan(a —b) = ve— On a ici :
B ~d 8 s
tan ag = tan((ao + Bo) — Po) = W = owg m
Comme ag €] — 7, 5[, on en déduit ag = arctan 2~ arctan ——
o 2/p(p+5)

3. Pour la Statue de la Liberté, on a la hauteur de la statue s = 46 met la hauteur du piédestal p = 47 m. On
trouve donc

S
o = v/p(p+ 8) =~ 65,40 m et op = arctan ———= ~ 19°.
2¢/p(p + 5)

Voici les représentations de la statue et de la fonction a(z) pour ces valeurs de s et p.

\ Statue |S

Piedestal |P

J
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Exercice 2.17| Correction :

1. Soit (a,b) € [0,1[%. On note warctana et v = arctanb. On a alors, en utilisant une formule de trigonométrie

sur tan,
tan u tanv a+b
tan(u 4+ v) = =
(u+v) 1 —tanutanv 1—ab

+b

a
Comme (u,v) € [0, Z[%, on a u+v € [0, 5[ et on déduit I'égalité voulue soit arctan a+arctan b = arctan T ab
—a

2. On applique 1. de fagon répétée :
1

1 1 1 1 i+
S =2 [ arctan = + arctan — | + 3 ( arctan = + arctan — | = 2arctan —>——18— + 3arctan -
8 18 8 57 1-— 5 X 15 1 5
2 1
itz
7 1
IL—37 %3

1
57
1
57
+ arct !
arctan —
7

| ool
+

5
X

2 1 2 1 1
= 2arctan 11 + 3arctan 7= 2 (arctan 11 + arctan 7) + arctan 7= 2 arctan

| [SVII=
_|_

1
T _ 4+ arctan =
X 3

1 1 1 1 1
= 2arctan § + arctan ? = (arctan § -+ arctan 7) + arctan § = arctan 1

W=

1
3
1

1 1 3+3 s
= arctan 3 + arctan — = arctan e I M arctanl = 1

Exercice 2.18| Correction :

63z+673x e e 3 3 2z —x 3 z  —2x 3 3 T —x
1. c¢h(3z) = 5 —4[( 5 )) g€ e gee :|—4|:Ch1‘ 8(6 +e )
& ch(3z) = 4ch®z — 3cha.
63.’6 _ e—?mc 1
sh(3z) = —y = 5[(01’1.1‘ +shxz)® — (chz —shz)®] = 4ch® z + 3shz.
2. Soit f(x) = ch(3z)—3shz. Ona Dy = Ret f paire. Pour > 0, f'(z) = 3sh(3z)—3shz = 3(sh(3z)—shz) =
3(4sh’®z 4+ 3sha — shz) = 6(2sh® 2 + sha) = 6shz(2sh®z + 1) > 0 pour = > 0. f est donc croissante sur

R, . On a le tableau de variations suivant :

T —00 « 400
Signe f'(x) +
+o0o
Variations f /0 /
-2
3z —3x 3 1
e Pour x — +oo, f(z) = % - i(ez +e %) = 56306[1 +e % — 372 — 3¢74%). Do, rgrf_loof(x) =
. e 3, L e e 3,
+00. Sil’on pose g(z) = -5 —5eon vérifie que f(z)—g(x) j 0. La courbe d’équation y = 5 T3¢
r—r+00

est asymptote a la courbe (C) représentative de f.
e 3la>c¢, fla) =0« ch(3a) —3cha =0« 4ch’a —3cha —3cha =0 < 2chaf2ch?a — 3] =0 =

3
a = Argch 3

Exercice 2.19| Correction :
T —z\ 4 4x 3z ,—x 2x ,—2x x,—3x —4x
— —4 6 —4 1 1 3
Lshie= (2" ) =€ cre there ce’ e = - ch(4z) — - ch(2z) + .
2 24 8 2 8

1 1 3 1 1 3
2. [sh'zdr = [ ( 5 ch(4a) — = ch(2z) + = | dz = —- sh(4a) — — sh(2z) + ~z.
/5 xdx /<Sc(x) 2c(x)+8>dx 325(1‘) 45(m)+8x

Exercice 2.20| Correction :

1. achz +bshz =0 & a° +b< ;6 =0 (a+b)e? + (a—b)=0.
h—
e Sia+b#0et a < 0, pas de solution.
a+b

b—a

° Sia—i—b;«éOetaer

e Sia+b=0et a#b, pas de solution.
e Sia=0b=0, tout réel z convient.

>0 Juti ' Ly (oo
une solution unique r — — In .
’ 4 2 b+a
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9. (Ch.’l? + th)Argsh(m—a) — (cha? _ th)Argsh(ac—b) o (ex)Argsh(ac—a) _ (e—ar)Argsh(x—b)
& et Argsh(e—a) _ o~z Argsh(z=b) oy 4 Arosh(z — a) = —x Argsh(z — b) par injectivité de Pexponentielle.
o Sixz =0, I'égalité est vérifiée et 0 est donc une solution de ’équation.
e Siz =0, onaArgsh(z —a) = — Argsh(z — b) = Argsh(b— z) car la fonction Argsh est impaire. Ensuite,
a+b

par injectivité de Argsh on obtient : x —a=b—x & x = 5

Finalement, (S) = {0, a;—b}'

1 1 (1+m) 1 [(VE+1) 1
3. Onad t Argth — = -1 =-1 = ~In((V2+1)%) = In(v2 + 1). D’aut
n a d'une part Arg 52 n(l_\}§ 5 0 NG 5 n((v2 +1)?) = In(v2 + 1). D’autre

part, on a la propriété Argchv/2 = In (\/§ +1/(v/2)2 — 1) = In(v/2 + 1). Donc I'équation se réécrit :

2Argshz =In(v2+1) +In(vV2+1) © Argshz =In(v2 + 1) &2 =1

par définition de la fonction Argsh et de sa bijectivité (unicité de la solution).

Exercice 2.21| Correction : En utilisant les définitions, on a

eC+e ™ eY+eY

2 2 Tt L[ erer ey = 8| (L) (L) + (L)
ef—e ™  e¥—eV e? —e T +el—e = 2| (L2) <+ (L2) — (L1)
+ =1
2 2
e*+e¥Y = 5
@{e_z—e_y = 3
Sion pose X =e” et Y = eY, le systéme (S) s’écrit :
(i st T T ST
—+= =3 X+Y = 3XY Xy = =% Y?-5Y+< = 0
Xy 3 T3

Le trinbme admet pour discriminant A = (—5)? — 4(1)(—2) = 22. L’équation a donc deux solutions distinctes

5= y/% 15— /166

5+1/% 154165
5ot > 0.

Y = Y =
1 5 5 >0et Y, 5 G
On obtient alors
15— /165 154+ +/165 5 — /165
Xi=5-Y1=5- GF: +6 >0etX2:5—Y2:#>O.

Comme z =In X et y =InY, le systeme proposé admet deux couples solutions qui sont

15 — /165 15 4+ /165 15 4+ /165 15 — /165
In 5 ,In 5 et [In 5 ,In 5 .

Exercice 2.22| (orrection : On remarque tout d’abord que le systeme n’admet pas de solution pour a < 2
puisque chx > 1, Vz € R.
lére méthode : On a

{Chx+chy ~ 2ch<$;y>0h($2y) = achb | (L))
shz +shy = ashb 2Sh<x—|—y)sh(x—y) — ashb | (L)
2 2
En divisant (L3) par (Li) (chax # 0,Vax € R), on obtient grace a linjectivité de la tangente hyperbolique,
th (x ;— J) = thb < # =b< x = 2b—y. Si on injecte cette expression dans (L1), on obtient :

2Chbch(b—y):achb<:>2ch(b—y):a@)ch(b—y):g(:)b—y::tArgchg@y:b—iArgchg

On en déduit les couples solutions
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a a a a
(b + Argch > b — Argch 5) et (b — Argch > b+ Argch 5)

2éme méthode : On a

{ chzx+chy = achb @{ e"+eT+eV+e ¥ = ale’+e )| (L) (L1)+ (L2)
shz +shy = ashb e —eT+e¥—e V¥ = aleb—e ) | (L) + (L1) — (Lo)
2e% 4+ 2e¥ = 2ae’
{2em+269 = 2qe7?

Si on pose X =€ et Y = €Y, le systeme précédent s’écrit :

_ b
1X+}1/ = ae o X+Y = ae X = a’-Y
X—i_? = qe? X+Y = ae XY ae® —Y +Y = ae(ae® -Y)Y
- X = ab-Y
ae Y2 —a’Y +ae® = 0
Comme a # 0, le systéeme peut se réécrire :
N X = a-Y
e Y2 —aY +eb = 0

Le trinome admet pour discriminant A = a? —4(e7® x e®) = a2 —4 = (a —2)(a +2). Comme a > 2, le discriminant
ne peut pas étre négatif.
a
e Si A=0<« a=2,letrindbme admet une racine double X = 507 = e’ ce qui implique que Y = e’. Le
e
systéme admet alors une unique solution de la forme (z,y) = (b, b).
e SiA>0< a€]2,+], le trindme admet deux racines distinctes

-1
a—Va2—-4 [a a\2 oy fa a\?
Y=g =¢ (2 (3) 1)6 (f (3) 1)

at+vVat—4 ,fa a\2
X = —-——— - (7) _1 .
2 2 ‘ <2 V3 )

et

On obtient alors

—1
a a\? a a\? a a\?
Y = ae’~X; = <2 + (5) - 1) et Yo = aeb—X, = € (2 — (§> — 1> =eb (2 —+ (5) - 1) .

On remarquera que In X; =InY, = b — Argchg et InXo =InY; = b+ 2 Argch g. Le systéme admet donc
finalement 2 couples solutions qui sont

a a a a
(b + Argch > b — Argch 5) et (b — Argch > b+ Argch 5)

2 1 2 1 th? x
Exercice 2.23| Correction : Pour x # 0, = —Saa = = thz ou encore, en utili-

th(2z) tha Tt  thz thz
2thz 2ptl 2r
sant th(2z) = ————, 2P th(2Pz) = - . Alors
sant th(2e) = == 2h(2) = ores T gy A
on+2 1

Sn(x) =Y n+12°th(2Px) =
p=0

Exercice 2.24| Correction : Notons f, g : [0, +oo[— R les applications définies, pour tout = € [0, 00|, par :

f(x) = arctan(sh z) et g(x) = arccos (chla:>

th(2"+2z)  thz

Par composition, f et g sont continues sur [0, +o0o[, dérivables sur |0, 400, et, pour tout = €0, +o0] :

chz chz 1 ¢ g'(2) 1 o —shzx chz o shx 1
= = = —— € xr) = — = -
14+sh’z ch®z chz g 1— -1 ch? z ch2z—1 ch’z chz
ch®x

f'(z)
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Donc [’ = ¢'. 1l existe donc C' € R tel que : Vz € [0, +o0[, f(z) = g(x) + C. En remplacant x par 0, et puisque
f(0) =0 et g(0) = arccos 1 = 0, on déduit que C' = 0 et on conclut que f = g.

Exercice 2.25| Correction :

1.

2.

Ici, il n’y a pas de restriction d’intervalle. On peut donc utiliser sans précaution les égalités Argsh(sh(z)) = z,
et sh(Argsh(t)) = ¢. Cherchons une expression de Argsh(z) a ’aide des fonctions usuelles. Il faut résoudre

Y _ ey y -1
Péquation sh(y) = z : % = . Posons Y = ¢e¥. Alors, Y. — 2 ce qui implique Y2 — 22Y — 1 = 0.
Cette équation du second degré admet pour discriminant 4x2 + 4 et donc deux racines distinctes soit :
2 Vdx? + 4 2z — V4z® 4+ 4 24+
le%:l‘+ x2+1etY2 x _\/ 2+

La seconde racine est négative, donc ne peut étre la valeur d’une exponentielle. Seule la premiere racine
convient : ainsi, e* =z + Va2 + 1< y=In(z + vVaZ +1).

e¥ 4 e~V
o Il faut résoudre I’équation : — = 2. On fait le méme changement d’inconnue que précédemment.

Y+ 5
2

On a =z ce qui implique Y2 — 22Y 4+ 1 = 0. Le trindme admet deux racines distinctes :

Yi=xz+vVa2-letYo=2— Va2 -1.

Comme y est positif, Y est supérieur & 1. Or les racines ont pour produit 1, dont I'une est supérieure a
1 et autre inférieure. La racine supérieure a 1 est la plus grande des deux, soit Y7. Il en résulte :

Argshz = In(x + /22 — 1).
e Siz =14 h, h étant positif et tendant vers O :

n(z 4 /2 n(1+h+v/2h + h?) = <1+¢1+2+h>

m<1+%M<1+Z+hdm)+h)m(1+%%+h+hjh+m@dm>

-—J+h+hj—1<J+h+hz:> <¢+h+hx;>+hJ()
hh

2h — 6:7:'+>h\/7 e(h).
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