CPI1 - ANALYSE 1.2

CORRECTION Exercices Chapitre 3 - Limites et fonctions continues.

Exercice 3.1 | Correction :

75
1. Soit E = {—x?’ + Zw,x eERet 22 +36< 133:2}.

75
Onaz*+36 <1322 ©4<22<9s2<|z| <3.0n pose f(x) = —2* + —x. Comme f est impaire, il

4
125
suffit de étudier sur [2,3]. On trouve sup F = T

2. Soient E = {{/n,n € N*} et f(z) = 2%, € [1,+oo. Yz € [1, 400, f'(z) = (1 — lnx)%. On en déduit le
x

tableau de variations suivant :

T 1 e +00

signe f'(z)

+ 0 -
variations de f / \
1 1

Comme f(2) =v2~1,414 et f(3) = V/3~1,442, on asup E = V/3.
142z 14y
L A
T

3. On fixe y dans [1,2] et on étudie f,(z) =

2
+ € [1,2]. On trouve sup fy(zr) = -+1+y
Y

z€[1,2]
2

qui est atteint pour z = 1. On étudie ensuite g(y) = — + 1+ y, y € [1,2]. On trouve finalement que
Yy

1+2 1
max ( T + +y> = 4.
(z,y)€[1,2]? Y T

Exercice 3.2| Correction :

Soit « € R, on note y = f(x). On a :

y—>5
L
_ fle+1)=5  y—3 °  —4y+10 2y—5
fet2) =/ @D+ =50 =3~ y=>5 s w4 y-2
y—3
On calcule ensuite f(z +4) :
22y—5
2f(z+2)—5 -2 "y
flatd)=fe+2)+2) = 7= = 25_5_2 =1 =y=f()
y—2

On a bien prouvé que f est 4-périodique.

Exercice 3.3| Correction :

Soit a €]0, +00[ fixé. Considérons 'application g : R — R,  — g(x) = f(z + a) — f(z). Puisque f est continue sur
R, donc sur le segment [0, 1], la restriction de f a [0, 1] est bornée et atteint ses bornes d’apres le théoréme 3.4.4.
Il existe donc z1, 2 € [0, 1] tels que :

fla) = inf f(x), f(z2) = sup f(x).

z€[0,1] z€[0:1]
Comme f est 1-périodique, on a alors

f(z1) = inf f(z), f(x2) =sup f(x).

z€R zER

On a g(z1) = f(z1 +a) — f(x1) > 0, par définition de z1, et g(x2) = f(z2 + a) — f(x2) <0, par définition de xs.
Ainsi, g est continue sur l'intervalle R et g(z1) > 0, g(z2) > 0. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe ¢ € R tel que g(c) = 0, c’est-a-dire : f(c+ a) = f(c).
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Exercice 3.4| Correction :

1. f(z) =4z + 11, ILHEQf(.’L‘) =3.

|f(z) =3 <3 |[drx+8|<ece|r—(-2) <

A

Donc,
Ve>0,3n>0 (=), Vo eR, (lr— (-2 <n=|f(x) =3 <o)

2. f(x) = 22 + 2z, lim1 f(z)=3.
T—r
lf(z)=3|<ee|z—1|z+ 3| <e.

On se borne aux nombres z tels que |z — 1] < 1 c’est-a-dire tels que z € [0,2]. On a alors 3 < x + 3 <5, et
donc |z + 3| < 5= |z — 1|.|z + 3] < 5|z + 1|. En résumé, pour tout réel x vérifiant & la fois |z — 1] < 1 et

|z —1] < g, on a |f(z) — 3| <e. Alors,

Y¥e >0, In >0 (n=inf(1,§))7 (Jo =1 <n=|f(z) -3 <e).

1 .
3. f(2) = g I (@) = +o.
Soit A > 0. Pour x € R*,

LI 2<l<:>| |<i
52 "< 4 z| < 7
Donc,
1
VA>0, In>0(n=—=), ([z| <netx e R* = |f(z)| > A).
n>0(n \/2) (lzl < |f(x)] = A)
1 .
4 f@) =m0 i @) =0
1 1 1 1
Pour x # 3, m <ee (z-— 3)2 > - 11 suffit de choisir x tel que x — 3 > % c’est-a-dire x > 3 + %
Donc,
1
Ve > 0, E|A>O(A:3—|—$)7 (xeDyetx>1=|f(z)| <e).
, 1
Remarque : Etudions la limite de f en —co. On a  lim f(z) = 0. Pour que (z — 3)? > %, il suffit que
r—r— 00
1 1 1
x—3§—$ soitx§3—%.SoitA:—S—&—%.Alors,

(x#3etx < —-A=|f(x)] <e).

Exercice 3.5| Correction :

1 1
1. Quand z — 0, |zsin —| < |z| — 0 donc lim x sin (> =0.

X z—0 T

z cose” z . xcos(e”)
2. Quand z — +oo, 21 §w2+1%0donczgrfmﬂ7+1:()_
3. Quand z — +00, €"*"* > ¢! — to0 donc lim " = fo0.
T—+00
4. Quand x — +o0, x—l—arctamz:_l’garctamcgw_)()donc lim W:O
&€ T 2x T—+00 €T
5. Quand z - 0, - —1 < E(—) < —donc |[E|{—)——=| < 1puis |[zE (=] -1 < |z|] — 0. Ainsi,
x T x x T

1
lim zF ( ) =0.
z—0 x

1 1 1 1
6. Quand z — +o00, — — 0 donc E () =0 puis zF <> =0—0. Alors, lim xF <> =0.
X x x T—+00 X
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Exercice 3.6| Correction :

10.

11.

- 2 2 - 2
sinz In(1 + z*) LEXET e lim sinz In(1 + z*) _o
rtanx 0 rXw z—0 rtanx
(1-e")sinz L TEXE o lim (1 —e")sinz _ 1
2 + 23 0o 2 =0  x2 4 23
sin(2x) 2z 1 . sin(2x) 1
~ = — donc lim ————— = ——.
(1—22)3—103(—22) 3 0 @—22p3-1 3
2TFs— ViTs _24TF5 - /TFT _2N@
Vi+z—-3 3 I+2-1  3D(z)
1 1 ]. 5
o N(z)=((1+2)F —1)— ((1+ %)a —1) = ge(l+a) - gal+eo) o~ 2o
1
TNz T
D)= (1+5)" ~ o
*P@={%5) 7
3 p—
Donc, 1im2 L+ 4+x:§
T 94+ -3 2
1 — cos(ax) a’s? a® 1 — cos(ax) a?
- ~—2 =% donc lim —= ) _ 9 ).
z(2 — z)tan(bx) 0 x.2.bx  4b one 1o x(2 — z) tan(bx) 4b( 70)

1 1
Soit f(z) = (222 — 3z + 1) tan(rz) = 2(z — 1)(z — 5) tan(mx). On pose x = 3 + t. Alors

1 ™ cos(7t)
—+1) =(—1+2t)t. tan(= t)=(—1+4+2t)t———=~
£+ = (-1 2)t.tan(G + 1) = (~1+ 20570
. ) 1
donc lim (2z* — 3z + 1) tan(mz) = —.
w—)% ™
Soit f(x) = (m — 2x) tanz. On pose x = g +t.
s T cost
Z4t)= —2ttan(= +t) = —2¢ ~2
IG+ an(g +) —sint o
donc lim (7 — 2z) tanz = 2.
=5
Soit f(x) = tan(2x) cotan(x + E) _ _tan(2z) On pose z = — +¢. On a
N 4’ tan(z+ %) P 4
tan(2t + 7 tant 1
f(z+t): ( 7_‘_2): an ~ —
4 tan(t + 3)  tan(2t) o 2
. T 1
donc lim tan(2zx) cotan (ac + 7) =_.
=T 4 2
In 2?) —In(2? — 1) N(z)

f(2) = Vin(l + 2?) - v/In@@? — 1) =

2 2
. N(z):lnw +1~<$ t1 1>322_

22— 1 oo \22—1 T
1 1
. D(x):\/anx—i—ln (1—}—2) —i—\/anx—Hn (1—2> ~ 2v2Inz.
X X —+o00
1
D'ou f(x) ~ ————— et on obtient : lim ( In(1 4+ 22) — lnx2—1):O.
@)y, 7o i (ViR Fa) - Vi =)
f(x)*llnem_l*lln(e”ﬁfl)fllnx Onae”—1 e’ = In(e”"—1) x. Alors
73:1 r  x LT ’ +o00 oo ’
et lm Y 0o fim tmE Tl
r—+o00 I r—+o00o I x

. . . (nz)?
On rappelle les résultats suivants : pour o, 5 > 0, lim
rz—+oo %

. a® ) . Vzer + 2% —Inx N(z)
lim — =400, lim |z|%”" =0. Soit f(z) = =
r—+oo & r——00 | ‘ ( ) 3+ (1 /23 + 22 — A /x3>ew D(x)
9 1
o N(z)=+re®* +2° —Inz = ze |1+ \/2675 —\/I%Zz ol Vre®.

lim In(e®*—1)=1

=0, lim z°(In|z|)’ = 0. Sia > 1et a >0,
z—0
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2 = VT = r(.m_l) el la

Vze® + 2% —Inz

1
Do, D(z) = 2% + g(z)e®* ~ =/ze® et lim =2.
(z) 9(x) +oo 2\[ z=too 13 4 (v + 22 — Vad)e®
12.
1 n B
f@)=((z+1)(x+2)...(+n)" —z=2x (<1+x>...(1+x)> —1]
1
14+2+... 1 " 1
= (1++++n—|—€(m)> 1]~ xm,
x T +o0 2nx
. . 1 n+1
ce qui permet d’affirmer que ET [((m+1)(x—|—2)...(a:+n))" —x] =—0
(z")" _ N(z)
13. Soit f(z) = @~ D)’
° N({L‘) _ (ﬁw)w _ (eaclnx)x _ ezz lnm.
o D(x) _ x(mm) . emlnm _ e(emlnz)lnx
zlnaz ngetne|[_ =22 T\x
Ainsi, f(x)—e”” mo—tnze”™ _ ol ['“” 1] —  0donc lim ﬁ:o.
T—~400 5 +oo g(T®)
Correction :
1 x
1. Soit f(z) = <1+) .
x
1 1 . 1\”
Inf(z)=2ln{14+=-) ~ z—=1donc lim (1+—)] =e
xr ) +oo X r—r+00 xT
2. Soit f(z) = etz +1\"
' S \a22 -z +1
2 +r+1 2 +r+1 2z . 2 +r+1
In /() = MHJZJC(M*) ST oy e 2 done I (

3. Soit f(x) = (COSJJ)sml @
In f(z) = L In(cosx) ~

sin? 0 sin’z

.132 2 z—0

(cosz + sin x)i.

1 1
In f(z) = — In(cosz + sinx) ~ —(cosx +sinz — 1) ~ ¥~ 1 done lim(cosx—i—sinx)%
x 0 x 0 x z—0
5. Soit f(z) = [In(1+ e *]=.
1 !
1 = —In(In(1 ) ~ —In(e™) =-1d 1 In(1 lz = =
0J() = L Inln(1 + ) ~ Tn(e") = —1done T i1+~ = 1
cos (a+ = ’
6. Soit f(x) = l (a+3)
cosa
cos (a+ 1 cos (a+ 2 0s 1) — cos
lnf(x'):x]nM ~ x<05(a$)1>x(:b(a+x) ba’.
cosa  +oo cosa cosa
_2 <3 _|_L S ) _2 Xf
Alors In f(z) ~ =z sin (a + 55) sin 5, ~ sina X 5, = —tana donc lim (tanz)
+o0 cosa +o0 cosa Tz

7. Soit f(x) = (tanz)tn(22),

1 2 1
(cosz — 1) v 3 <_x> =—3 donc lim (cos x)ssnl%

Sl

= €.

1 —tant
In f(z) = tan(2x) In(tanz). On pose © = % —t. On a alors tanz = tan (% - t) = thzt
m 1 . m 1 1—tant 1 1—tant
tan (f — Qt) = ———. Ensuite, In f (f — t) = n ~ —
2 tan(2t) 4 tan(2t)  1+tant o tan(2t) \ 1+ tant

n 1
—1 donc lim (2 + 3% — 12)“1“(29”) = .
r—2 e

8. Soit f(z) = (2% + 3% — 12)tn(52),

In f(z) = tan (E) In(2* + 3% — 12) ~ tan %(21 + 3% —13). On pose = 2 + t. On a alors tan%m

1)

us
—sm4t 0 t

41n(2* 9
4t1n2 4 9t1n 3. Donc In f(x) 3 —M
T

L 1
t) _ % ——. Ensuite, 27 + 3% — 13 = 22t 4 32t _ 13 — 4(2¢ —

et lim (2° + 37 — 12)tn(52) = (2% x 39)~%
r—2

=e€

02t

1) +9(3" —

x
)=

—tana

-

et tan(2z) =

2) =

=2
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9. Soit f(z) = <1+ 1+313> .

Inf(z) = zln <1+ 1—|—i> = zln (2+1+15(x)> = xln2(1+1—|—15($)>. Alors, In f(z) =

2z =z dr =z
1 x
L . ) (1+/1+12)
x [an +1n (1 + P + xe(x))] =zln 2—|—Z—|—e(a:). D’otut zEI}_loo In % =1 et rll}rfoo 2—$x = /.

10. Soit f(z) = (a ; ) .
1 a® + b

1 =—1 .

* In f(x) S 5 )

1
e Sia=b,Iny(r)=—Ina” =Ina et y(z) = a.
x
. a® 4+ b* a”® AW
e Sib < a, — = 2<1+<a) > et Iny(x) =

1
—(xlna —1n2) ~ 1 .
x(a: na—In )Jr00 na et y(z) = a

1
T

a” AW
{lnz—i—ln (1+ (a) ﬂ On a lny(x) fod

e De méme, sia <b, y(z) > b
Finalement, ¢ = sup(a, b).

1 a® + b* 1 /a* 4" 1 [(a®—=1)+(b" —1) ) 1 (zlna+xnb)
*lnf(x)x1n< 2 )333( 5 1):5( 5 pulslnf(:c)gg — | =

2
1
x b\ =
In(vab). Finalement, lim <a + > = Vab.

z—0t

Exercice 3.8| Correction :

1. Soit f(x) = E(z) + [z — E(z)]®. D =R. f est continue sur R — Z.
Soit g =n € Z, f(n) = E(n) + [n — E(n)]? = n.
eSizeln—1,n,E(x)=n—1let f(zx)=(n—-1)+(n—-1-2)2, lim f(z)=n.

r —n
z < n

o Sizx€lnn+1[, E(x)=n—1et f(x) =n+ (z —n)? lim  f(z) =n.
T >n

f est donc continue sur R.

2. Soit f(z) =z + /x — E(z). Dy = R. f est continue sur R — Z.
Soit xzg=n€Z. f(n)=n.Si x—n, flx)=x++/z—(n—1)—=>n+1%# f(n). f est discontinue sur Z.
z<n

3. Soit f(x) = E(x) + /= — E(x). On vérifie aisément que f est continue sur R.
4. Soit f(z) = [E(x) + E(—z)]sin(kz), k € R. Dy =R.

e Size€Z, E(—z) = —E(x) et donc, E(x) + E(—x) = 0.

e Siz e R—-Z,ona E(x) <z < E(x)+1. Cela implique —(E(z)+1) < —z < —E(z) = —(E(z)+ 1) +1

. . _J o sizxeZ
et donc E(—z) = —(E(z) +1). En résumé, f(z) = { —sin(kz) size€R-7Z

f est continue en 0, et f est continue sur R — Z. Soit x = n € Z*, f(n) = 0. f est continue en tout point
r=n€Z* < VneZ sinkr) =0 Ip eZ, k=pr.
Finalement, f est continue sur R < k est un multiple de 7.

Exercice 3.9| Correction :

1. Puisque 1+ 22 > 0 pour tout = dans R, le numérateur est défini sur R, donc D r=R*. Etudions maintenant
la continuité de f sur D;. Nous allons montrer que f est continue sur Dy tout entier.
e Etude du numérateur : la fonction v/1+ 22 — 1 sera continue 1a ot V1 + 22 lest. Or, celle-ci est la
composée de
.u:x— 1+ 22, continue sur R, donc sur Dy
vt \/f, continue sur J = R ;
.onau(Dy) CJ=Rx.
Donc, par continuité d'une composée, le numérateur est continu sur Dy.
e Etude du dénominateur : la fonction z — z* est continue sur R donc sur D;.
Conclusion, puisque le numérateur et le dénominateur sont continus sur Dy, et puisque le dénominateur ne
s’annule pas sur Dy, le quotient est continu sur Dy = R*.
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2. Puisque g = f sur R*, g est définie et continue sur cet ensemble. D’autre part, g est évidemment définie

1
en 0 (puisque g(0) = 3 existe), il ne reste donc plus qu’a vérifier que g est continue en 0, c’est-a-dire que
1
lim f(x) =g(0) = 3 Cela se prouve a 'aide de la quantité conjuguée. On a, pour tout = # 0 :
x — 0
z #0

VIta? -1 (VI+a2-1)(VI+aZ+1)
2 22(V1+ 22 + 1)
(1+22)—12
IZ(WJr 1)

T
p2(V1+ 22 +1)
1
Vi+z2+1

: . 1 1
et %13% f(z) = lim

z—0 \/1+a‘;2+1 B 5
Exercice 3.10| Correction : On utilise dans cet exercice la densité de Q et de R\Q = R — Q dans R (on rappelle

qu’une partie A de B est dense dans B si entre deux éléments de B distincts, il existe au moins un élément de A).
On peut alors affirmer que pour tout réel, il existe une suite de rationnels (ou d’irrationnels) qui tende vers lui.
2?2 sizeQ
r sizeR-Q °
Montrons que que f est discontinue en tout point de R — Q (excluant nécessairement les points o = 0 et
xz9=1)et de Q —{0,1} :

e Soit zp € R — Q, alors f(x9) = x. Donc J(u,)n, C Q, nEI—QI—loo U, = x9. Or, f(u,) = u2, et donc

1. Soit f(z) =

( lirf fun) = 22) # (f(x0) = o). f est donc discontinue en tout point de R — Q.
n—-—+0oQo
e Soit zg € Q, alors f(zg) = x3. On remarque que f(xg) = 29 & 22 = 19 < wo(xo — 1) = 0 donc f peut
étre continue en o = 0 ou z¢p = 1. Partout ailleurs, c’est-a-~dire si g € Q — {0,1}, I(un)n C R — Q,
lirf Up, = xg. Or, f(un) = up, et donc ( liIJIrl f(un) = x0) # (f(wo) = 22), ce qui prouve que f est
n—+oo n——+00

discontinue en tout point de Q — {0, 1}.
Quen est-ilen g =0et zg =17

e Soit zg = 0. Alors, ( lim f(z)= lim 2%)=( lim f(z)= lim x)=0.
z — 0

zeq teq seR-0 ser—0
e Soit zgp = 1. Alors, lim f(z)= lim 2?)=( lim f(z)= lim 2)=1.
x — 1 x — 1 xr — 1 x — 1
z €Q z €Q z €R—-Q r€R—-Q
On en déduit que I’ensemble des points de continuité de f est {0,1}.
0 siz=0
. 1
2. Soit f(x)=¢ = sixzeQ*
T
r sizreR-Q

lim wu, =0 et
n—-+o0o

1
e Soient g = 0 et u, = — € Q*. On a f(u,) = n par définition de f. On note que
n
liIJIrl f(uy) = 400 ce qui permet d’affirmer que f est discontinue en 0.
n—-+0oo
e On montre comme précédemment que f est discontinue en tout point de R — Q et de Q — {0, 1, —1}.
1
e Sizg=1, lim f(z)= lim —=1=f1)et lim f(z)= Ilim 2x=1= f(1)
x — 1 x — 1 r — 1 x — 1
z €Q z €Q r z €ER—-Q r€R—-Q
e On montre la méme chose pour zg = —1.
L’ensemble des points de continuité de f est {—1,1}.

1
En remarquant que z € Q* < — € Q*, on vérifie que f o f = Idg. f est donc bijective.
x
. _Jxz—-1 sizeQ
3. Soit f(ac)—{ z+1 sic€R—Q

Soit zg € R. Comme précédemment, on utilise la densité de Q et de R — Q pour montrer que lim f(x) #

f(zo) et lim  f(z) # f(xo)-

z €Q
z €R—-Q

. -1 sizeQ
Soit g() = r+1 sizeR-Q
go f = fog=Idg d’ou la bijectivité de f.

. En remarquant que r € Q  x+1€ Q< z —1 € Q, on établit que
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Exercice 3.11| Correction :

1. Soit f convenant, c’est-a-dire f : R — R continue en 0 telle que Va € R, f(3z) = f(z) (*).

On peut montrer par récurrence sur n que Vo € R, Vn € N, f(z) = f (propriété P,) :

3n
e P est vraie puisque 3° = 1.

e Supposons la propriété P, vraie au rang n.

e Montrons alors que P, = P,11. On a

(o) =1 (£) 2 1) 5 10

Donc la propriété P, est vraie Vn € N.

x x .
Comme 3n n_)—_)ﬂ)o 0 et f est continue en 0, on a f (3n) n_}—_ioo f(0). Finalement,

x x x
f(a:)_f(g) _..._f(3—n) _f(3n+1) = ... = f(0) = cste.
Réciproquement, soit f telle que Vx € R, f(z) = A, A € R. Alors, f est continue en 0 et vérifie f(3z) = f(x).
Conclusion, f: R — R , X & R sont les fonctions qui conviennent.

T = A

2. Soit f convenant c’est-a-dire f : R — R continue en 0 telle que Vax € R, f(z) = f <x> ().

14 a2
Onnotep: R — R et Vn € N*, ¢, =po...00p.
€ ——
L ] n fois

Considérons le cas € Ry. On peut montrer par récurrence sur n que ¥n € N*| f(z) = f(p,(x)) (propriété
P,).

e P; est vraie puisque f(p1(x)) = f(p(x)) = f (

e Supposons la propriété P, vraie au rang n.
e Montrons alors que P, = P,11. On a

F(nt1(2)) = f(pn 0 p1)(@) = fle1(pn(2)) = flpn(z))

Py I;n

T
1422

> = f(x) d’apres (%).

f(@).

Donc, la propriété P, est vraie Vn € N.
D’autre part, ¢, () o 0 (O) donc par continuité de f en 0, f(pn(z)) = f(x) —  f(0).
n—-+0oo

n—-+0o
On raisonnera de méme pour = € R_.

Réciproquement, soit f définie Vo € R par f(z) = A, A € R. Alors f est continue en 0 et vérifie f (x) =

1+ 22
[ ().
Conclusion, f: R — R , X € R sont les fonctions qui conviennent.
x = A
NI : =1
Prouvons (0) : on se ramene a 'étude de la suite { Vn € Nyupps = oog
3
. Siz > 0, une récurrence immédiate montre que Vn € N, u,, > 0. Ensuite, Vn € N, u, 11 —u _u2u:_ 1 <
n

0 donc (uy,), décroit. Puisque (uy, ), décroit et est minorée par 0, elle converge vers un réel £ > 0. En pas-

sant a la limite quand n tend vers +oco, on obtient £ = 1 & 03 =0« ¢ =0.Finalement, u, — 0.

g? + n——+oo

. Si z < 0, une récurrence immédiate montre que Vn € N, u, < 0. Ensuite, Vn € N, w41 — u, =

IS W

uy,
5.1 = > 0 donc (uy), croit. Puisque (uy), croit et est majorée par 0, elle converge vers ¢ = 0.
uz
Flnalement u, — 0.
n—-4o0o
3. Montrons tout d’abord que f est paire. On a f( x) = ff(rz) = f(x).
e Soit # € R%, on a f(z) = —f(x?) = f(z3) = —f(x ) =...=(=1)"f(z") pour tout n € N (résultat
qu’on peut montrer par récurrence sur n). Comme 227 — 1let f est continueen 1, on a f(zz7) —
n—-+oo n—-+00

f(1) donc (=1)"f(z) = f(1) (%). Si f(x) # 0, la suite ((=1)"f(z))nen diverge d’olt une contradiction
avec (x). Ainsi, f(z) = 0.
o Siz=0, f(0) = —f(0%) = —f(0) & f(0) =0.
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La réciproque est évidente : f(z) = 0 est continue en 1 et vérifie f(z) = —f(2?).
Conclusion, {0} est Pensemble des fonctions qui conviennent.

Exercice 3.12| Correction: Onax = 0,a1aza3...aveca; € [0,9], Vi > 1. Lafonction f:[0,1] — [0,1]

r — 0,a0asa4...
peut se réécrire f:[0,1] — [0,1] .Siz=0,ay alors f(z) =0= f(0,a1). Or hm f(z) =1%# f(0,ay)

r +— 10z —aq J:<Oa.1
donc f est discontinue aux points tels que x = 0, a;. Partout ailleurs, la fonction est continue.

Exercice 3.13| Correction :

On va utiliser le corollaire 3.4.2 du TVI, appliqué & g et Uintervalle I = [a,
e ¢ est continue sur I en tant que différence de fonctions continues sur I ;
e comme

. g(a)f<a+b2a) fa =1 (57 - 1@

(5591 (5524 55) 1 (550) -1 (252) -1 (25 -

a—+ . .
g < ) et g(a) sont de signe contraire.

yxk

2

Par conséquent, 3¢ €]a, “TH’[ tel que g(¢) = 0.
Application : Soit t le temps (en heures) et d(t) la distance parcourue (en km) entre les instants 0 et ¢. Sup-
posons que la fonction ¢ — d(t) est continue. Posons f(t) = d(t) — 4¢t. On a donc par hypothése f(0) =0 et

f(1) = 0. Utilisons maintenant le résultat précédent avec a = 0 et b = 1. Il existe donc ¢ €]0, [ tel que

g(c):0<:>f<c—|—;> :f(c)<:>d<c+;>—4<c+;> :d(c)—4c@d<c+;> —d(c) =2.

Donc entre c et ¢ + % soit 1/2 heure, la personne court exactement 2 km.

Exercice 3.14| Correction :

On peut prouver le résultat de plusieurs fagons :
e Raisonnons par I'absurde. Supposons que la fonction cos admette une limite ¢ en +o00. Alors, pour toute

suite réelle (z,)nen telle que z, — 400, on aurait cosz, — ¢ Mais Vn € N, cos(2nm) = 1 et
n—+oo n—+00

™
cos (5 + 2n7r) =0,doul=0et { =1, ce qui génere une contradiction. On conclut que la fonction cos n’a

pas de limite en +o0.

e Supposons que lim cos(n) = £; il en est de méme pour les suites cos(n — 1), cos(n+1) et cos(2n). La formule
cos(n+1)+cos(n—1) = 2cos(n) cos(1) implique que : £+ £ = 2¢cos(1), ce qui montre que £ = 0 (car cos(1)
est différent de 1). La formule cos(2n) = 2cos?(n) — 1 implique de son coté que £ = 22 — 1 ce qui est en
contradiction avec £ = 0

Remarque : on montrera de la méme maniere que la fonction sin n’a pas de limite en +oo.

Exercice 3.15| Correction :

1 2 L R 2_ 2 _ 4 _
(169 70) = =24 g = (10 55 ) —4 20
donc f(z) — ﬁ:o On a ensuite :

Ceci montre f(x) — 1.
z—0

Exercice 3.16| Correction :

Soient (E) I’équation fonctionnelle donnée et f une fonction vérifiant (F). Soit 2 € R*. En appliquant f & x et &

=, on obtient :
o) +37 (1) =2 (L)
() rare = (2) = 5| ) s -
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3—at

En combinant (L;) et (Lz) comme indiqué, on obtient 8f(x) = 3 22 o f(x) = 22
x x

2

33—zt
Réciproquement, on consideére l'application f: R* - R, z — f(x) = 2 On a pour tout z € R*,
x
1 3—2t  3-% 3-a* _32t-1
z)+3f | =)= +3 = +3 =2
f(@)+3f (m) 82 5 82 82

ce qui prouve que f convient.

33—zt
Conclusion, une seule application convient et est définie par f : R* - R, x — f(x) = 822

x

Exercice 3.17| Correction :

Soit f : R — R une application continue et périodique. Soit T" une période de f, strictement positive. On a alors
f(R) = f([0,T]), et on utilise pour conclure le fait que toute fonction continue sur un segment est bornée.

Exercice 3.18 | Correction :

Soit f : R — R une application bornée et g : R — R une application continue.
e Comme f est bornée, f o g est bornée.
e (go fHIR) = g(f(R)) et f(R) est une partie bornée, donc incluse dans un segment [a,b]. Comme g est
continue, g([a, b]) est bornée.

Exercice 3.19| Correction :

1. Soit f:R — ]—1,1] . f est continue et strictement croissante sur ] — 0o, oo[. De plus, lim f(z)= -1
T——00
o —
14 ||
et lirf f(z) = 1. Cela implique que f est une bijection de R sur | — 1,1[. Done, Vy €] — 1,1[, 3z € R,
TrT——+0o0

f(x) =y. On sait que 2 = f~*(y). Alors

0<y<1 x>0
. yzlf‘xl & ley
-y 1. 7_
1<y<0 2 <0 = f7 ] 1,1[—>Ry .
o=t ) o le=1L VT
1+ ] Tty Y

On peut aussi remarquer que f est impaire, et donc f~! aussi, et se limiter & y € [0, 1].

2. f]-1,1[> R, f(z) = 1j”x2.

-1+ /1+4y? S
2y ’

Ve €] - 1,1[,Vy € R, y = f(z) & yz? + 2 —y = 0. Comme z €] — 1, 1], si

y#0,y= y=0,2=0.

—1+4++/1+4y?

2y

Exercice 3.20| Correction : f : R — R, f(z) = 2° + z + 1. On vérifie que f est continue, strictement crois-
sante et lim f(z) = —occ et lim f(z)= +oo. Alors,
T——00 r—+o0

En résumé, f est bijective et Vy € R, f~1(y) =

f@) = @) & (fo ) = v & f(a) ==

Donc f(z) =z o> =-1&z=—1.

Montrons (x) :

e L’implication de la droite vers la gauche est évidente puisque (f o f)(z) = f(f(x)) = f(z) = =.

e Prouvons l'implication de la gauche vers la droite : on suppose 3zy € E tel que f(zo) > xo. Comme f
est strictement croissante, on aurait (f o f)(zo) > f(xo) soit zg > f(x0) ce qui est en contradiction avec
I'hypothese. On obtient le méme résultat si 'on suppose Jxg € F tel que f(zg) < xg. Donc nécessairement,
Ve € E, f(z) = .
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