CPI1 - ANALYSE 1.2

CORRECTION Exercices Chapitre 1 - Suites géométriques.

Exercice 1.1 | Correction :

On peut utiliser les 3 résultats suivants pour traiter certaines suites de 1’exercice 1 :

e On a, au voisinage de 0, le développement limité In(1 + =) = = 4 o(z) ou la notation “o” de Landau signifie
(voir page 14 du cours, Proposition 1.1.11, point 2.) que le reste du DL est négligeable devant 2. On peut
alors écrire In(1 4 x) v

e En posant y =1+, on a, au voisinage de 1,le DL : Iny =y — 1 + o(y) Ty 1.

e Siz >0, 2% =exp(lnz?) =exp(alnx).

o~ 1= &t
1~Un:n (=) = ‘w —— ldonc lim w,=1.
n -+ (—1)" 1+ % n—-+oo n—+oo
1
2. U, = (—1)”212 fod (=1)" donc (uy,) diverge.
1 2
E((n+§)) Em?*+n+1) n2+n i
3. Up = N = 5 A — 1ldonc lim wu,=1.
E((nfé)) E(n —n—i—z) n“ —n n—+oo n—+o0o

1 1
3/ 3 2\3 1\3 2 1 1 1
4. un=\/n3+2—\/n3—1:n<1+ng> —77/(1—nB> :n|:<].+3ng+0<ng)>—<1—3ng+o<ng)>:|

Donc u,, ~ — et on obtient lim wu, = 0.
+oo n n—-+4o0o

2 2 2
9, nt+1 ne +1 o (n°+1 o 2 2
5. unfnlan 1.Comme 1 o2 1 on a u, +~Oon n2—171 =n v 71+%d0nc

- n< —1 +oo

lim w, = 2.

n—-+oo
1\? 1 1
6. up =sin(ryn2+1)=sin|m |1+ — =sin(mn+ — +o = = (—1)"sin T 4o(=))eton
n? 2n n 2n n
trouve finalement que lim w, = 0.
n—-+oo
1
7. u, = n?sin v (a e Ry)
e Sia=0,u,=n’sinl — +oo.
n—-+00
1
e Sia>0,u, ~ .
400 n<x—2
.sia>2,u, — 0.
n——+00
.si0<a<2,u, — +o0.
n—-+oo
.sia=2,u, — 1.
n—-+oo
SroBh+1) 3R ok+Yp el 35 4n 302 45042 .
8. up, = =5 = = = = s = donc lim wu, = —.
DoreoE+3) 2> o k+3> 1 2t 4 3p 2n% +8n 46 n—-+o0 2
" — yn )
9. up, = ——, (x,y) € R=.
P (z,y)

e Sinestpair, 2" +y" =0 z=y=0.
e Sin est impair, 2" +y" =0z +y =0.

(uy,) est donc définie pour (x,y) € R? privé de la droite  + 3 = 0. On suppose dorénavant que x + y # 0.
e Siz=0, u, =—1.

1— k"

1+ k'

e Six #0,on pose k= LA et le terme général de la suite s’écrit u,, =
T
.Stk <1 u, — 1
n—-+oo
Stk > 1L u, — —1.
n

—+oo

.Sik=1,u, =0.
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; 1 1 2 . ln .
10. u, = Vn2 = (n?)n =en "™ =en"" Or, lim =0donc lim w,=1.

n—4+oco N n—-+oo
11. u, = Va» +b", (a,b) € R3.
e Sia=b=0, u, =0.
1
e Si (a,b) # (0,0), Inu, = —In(a™ +b").
n

.$0ga<amwzlmcﬂ< “>>=1Gmw+m0+2))—a Inb.
n '3

bn n—+00

. Si0<b<a, on obtient de la méme fagon Inu,, — Ina.
n—-+oo

Par conséquent, lim w, = max(a,b).
n—-+o0o

1
12. u, =n(¥/5—1) :n(e%m‘r’— 1) foll <nln5> =1In5. Donc EIJI: Up = Inb.

1 1 1 1 1 1
13. On alnu, =nln <3en 2 _9en 1n3) ~ n (3en 2 _ gennd _ 1) car 3en M2 —2ew!n3 ~ 1. Or,
+o0 +oo

) 1 1 1 1 3 2 1.8
%im?—%nm3—1=3(y+m2+o(>)—2(y+m3+o(>)—1fv1nz—m3=1n
n n n n +oo n n n 9

8
D’ou, Inu, +~ In—et lim wu, =

[e’s) n—-+oo 9

1— 67271 1— ef2n Com

14. u, = (thn)”. On a lnu, = nln(thn) =nlnh—% ~ n|—5—-1] ~ —2ne — 0 donc
14+e 27 400 1+e2n +oo n—+o0

lim u, =1.
n—-4o0o
k k
—1)...(n—k+1
15. u, = n—z (k entier fixé). Pour n > k, u, = n(n ) k;'rf’? +1) s ];‘Lnk donc ngrfoo T ok

Exercice 1.2| Correction :

1. Le résultat se trouve aisément par mise au méme dénominateur et identification. On obtient
11 1 1 1

k € N* = - —— 4+ -——
WhE N e = T T TRy 2
n 1 n 1 n n n+1 n+2
2 OnaSu= w=5 5 Z i *ZHQ**Z”Z,{ Zk
Si on considere uniquement les s des 3 sommes obtenus pour k varlant de 3 a n, on obtient :
Ieml =1 11
— _ _ = i 0
PO Dr R DIy,
k=3 k=3 k=3

On peut donc écrire que :

1
et conclure que lim S, = -.
n—-+oo 4

Exercice 1.3 | Correction :

1. On remarque dans un premier temps que k% — 4k = k(k — 2)(k + 2) donc, pour k > 3,
1

_ -1 11,31 51
T k(k—2)(k+2) 4k 8k—-2 8k-+2
n—2 n+2
3 1 5 1
P é t = - - == —.
ar conséquent, S, Zuk Z k; 3 kz:: r g 2 2
121 331 521
On fait ensuite varier k de 5 a n — 2 : on remarque que 1 2 z + 3 kz:; 773 kz:: 7= = 0. On en déduit que

PPN (USSP U S (S N
" 4\3 4 n-1 8\n—1 n n+1 n+2

et ainsi, lim S, = —
n—-+o0o
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2. P, = <1 — k2) On adonc S, :=InP, = Zln (1 — k2> = —QZlnkz—i—Zln(kz— 1) +Zln(k+l).
k=2 5 k=2 k=2 k=2 k=2
k-1 E—1)(k+1
car 1 — = = ( )k + ) Par décalage des indices, il reste :

k2 k2 2
Sp=—-2(n2+In(n—-1))+ (In1+1In2)+ (Inn+In(n + 1))

Dou: lim S, = —1In2. Finalement, lim P, = %

n—-+oo n—-+oo
Correction :
sinn 1 .
1. u, = ,Vn e N* |u,| < — et lim w, =0.
n n n——+o00

1 " 1\"
2. Uy = (3sinn> ,Vn €N, Ju,| < (3) = lim wu, =0.

n—-4o0o
3. up, = 3+cosn,VneN, V2<u, <V/n= lirf Up = 1.
n——+0o0o

n—1

|
4.un:i,Vn€N*,O§un§ =—= lim wu,=0.
n" n' n n—+o0
1 ./(2n) 1
~—~> (a>1). On note que In(u,) = —alnn+ —[ln(n+ 1) + ... + In2n]. Comme
n

5. Uy = —
" pa n!

nln(n+1)<ln(n+1)+...+Im2n <nln2n<In(n+1) <

Sl

on a

1 2
In(n+1) —alnn <Ilnwu, <In2n—alnn < In <n+ ) <Ilnwu, < ln—n
n« n
1 2
Donc Vn € N*, ntl <u, < 2 Comme a > 1, lim wu, =0.
n* n< n—-+oo

6. UHZZWL—FI{ On aVn e N*, (n+1) n Sun<(n—|—1)£ Donc, lim wu, =1.

P n2+n - n2’ n—-oo
2n+1
1 2n +1 2n+1
7. Up ———.OnaVne N, ——— < u,, < ———. Par conséquent, lim wu, = 2.
; vn?+k vn2+2n+1 vn?+1 d n—+00
n2 2
1 n n
8. u, = —. Y eN u, > ———-=—. Donc lim u, = +oo.
kz::l vn? + 2k Vn2+2n2 V3 n—+o0

2n

9. u, = Z e V% OnaVneN, (n+ 1)67\/% < up < (n+1)e V" Ainsi, lim wu, =0.

n—-+oo
k=n
1 — 1 1 1 1 ﬂ
10. u, = — cos .Onavn e N, 0 < < < <1<
n; vn+k Ven T o Vn+k T Vn+1 2
1 1
décroissante sur [0, g] donc cos < u, < cos . On en déduit lim wu, = 1.
n+1 V2n n——+o00

n(n+1)4+...+In2n) <In2n

<1< —.0r z+— cosx est

1 n n n n
11. un:ﬁZE(/ﬁx),l‘ER. Onakz—1< E(kx) §kx:>x2kfn<ZE(km) §x2k. D’otl, Vn € N*,

k=1 k=1 k=1 k=1

1 1 1

x% - <un s .’L‘% Finalement, nEI-iI-loo Uy = g

1 n

12, up = — Z kE(kz). Compte-tenu de I'inégalité k?z — k < kE(kz) < k*z, il vient Vn € N*,
n
k=1
1 &K, 1 &, (n+1)2n+1) n+1 (n+1)2n+1)
k=1 k=1
On en déduit que lim w, =
n—-+oo
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n—2
n

n—1

) (+

n

On établit par récurrence que Vn € N*, V(ay, as, ...

(+3)

,an) € RY, H(l +ag)>1 +Zak. En effet,

k=1 k=1
n+1 n n+1 n+1
H(H—ak (H 1—|—ak)> (14an41) > <1—|—Zak> 1+aps1) = 1+Z ak—l—(Zak) Uni1 > 1+Z ag
k=1 k=1
Donc
n—2 1 n n—1 n-—2 1
Up > 2 +...F+—)=2(—-+ + + . 4=
n n n n n
n(n+1)
Par conséquent, Vn € N*, u,, > 2 =n + 1. Conclusion, 1irJIrl Uy, = +00.
n—-+oo

n

14. u, = H

k=1
lim u, =
n——+oo

Exercice 1.5| Correction :

Ing €N,k € [0,1], Vn € N, (n > ng = |upt1| < klun)).

k N
(1 + ) A Taide du résultat précédent, Vn € N*, u,, =
n

Donc, ~+00.

On établit par récurrence que ¥n > ng, |up| < k™" |up,|. D’ou

n

Application : soit u,(x) = %
e Size[-1,1], lim u,(z)=0.
n—-+oo
n 1
o Sifo| > 1, [len®@)
Un () n+1l ~ 2
§|un(x)| = ngm un(x) = 0.

Exercice 1.6 | Correction :

1. Montrons que Vz € [0,1[, In(1 +z) <z < —In(1 — z).
1
e On pose f(z) =z +1In(l —z). Vz € [0,1], f'(z) =1 — .
décroissante sur [0,1[. Comme f(0) = 0, on en déduit que, Vz €

.V 0,1[, ¢’ =
0. Ve € 0,11, /(@) = 1 - 7
croissante sur [0, 1[. Comme ¢(0) = 0, on en déduit que, Vx € |

n
= E Vg, avec v =
k=0

e On pose g(z) = z — In(1 +

2. Soit uy,
oit u s

[1

k=1

< - & n > 2z]— 1. Soit ng = EQ2|z] — 1)+ 1. Vn > ng, |ups1(x)] <

€ [0,1] pour tout n > 2 et k € N.

n

n+2

o)t

lim u, =0car 0 <k < 1.
n—-+oo

—ZT

< 0. Ainsi, f est continue et

[0,11[,7‘]0(17) <0ez<—In(l—2x).

> 0. Ainsi, g est continue et

1—2x

0,1, g(x) > 0 < = > In(1 + z).

D’apres 1.,

In(1+ 1 <uve<In|(1 1
n —_ n -
n+k == n+k

n n

On en déduit que Vn > 2, ZID <1 + i/€> <u, < ZID <1 — lik)
n

k=0 k=0

n n+1
2n+1
In{l+—— 1 k+1) 1 k) In(n + k) 1 k) =1
Zn( + ) Znn+ + I;)n(n—l— Znn—i— Zon(n—l—) n—
De méme,

2n

T, = 1 1—7 =1 .

S (1 ) =

2n +1

et

2
En résumé, Vn > 2, In <u, <In n lim wu, =In2.
n

n—-+o0o
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Exercice 1.7| Correction :
3

1. Montrons que Vx € [0,1], x — % < sinz < z. La formule de Taylor-Lagrange & l'ordre 2 sur [0, z] (voir

3
X
poly sur les développements limités) prouve l'existence de ¢ €]0,z[ tel que : sinz = z — — cosc. Comme

c€]0,z[C [0,1] C [0, F[, 0 < cosc < 1, on en déduit la double inégalité souhaitée.

k 1k3 k k
2. e Vke{l,...,n},ﬁ—g—(ig 1n—<— D’ou Vn € N*,
1 n 1 n 1 n
3
kg L = Y < 5
k=1 k=1 k=1
soit ) )
n(n+1) n*(n+1) <un<n(n+1)
2n2 24nb - - 2n2
1
ce qui implique que lim wu, = —.
n—-+oo 2
. I | k1 nn+1) 1 nan+l)-n2 1
.OnVerlﬁequeun_§:Zslnﬁ_i_‘r’\o’oZﬁ_i:T—§:T:%.

Exercice 1.8| Correction :

. x
1. Etablissons que Va € R4, . — ) <In(1+4 ) <. On procéde comme dans I’exercice précédent : d’apres la

2

x
formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 sur [0,z], 3¢ €]0,z[, In(1 + 2) = = — 2 On en déduit I'inégalité
de droite. Pour 'inégalité de gauche, il suffit d’étudier les variations de la fonction z — In(1 +z) — x + %12
et de montrer qu’elle est croissante sur R;. Comme la fonction s’annule en 0, on peut conclure.

n n
2. Comme P, = H <1+:2>’IHP":Zuk avec uy = In (1—!—:2) OnaVke{1,...,n},

k=1 k=1

et on en déduit que
n(n+1)

1
Finalement, In P, — 3 et donc lim P, = e? = Ve.

n——+oo n—-+4oo

3n —
Correction : On pose u,, =

2n +

;. Soit € > 0 fixé. On a

\%

3| u oo 1(u
T T 2n+3) =T E o 2

On pose N=F 1 E—?) + 1. Alors,
2\ 2e

Yn e N, (

z'gs)

Exercice 1.10| Correction : On démontre le résultat par I’absurde : si (u, +v,) converge alors (v,,) = (un +vy) —

(up,) converge.

Exercice 1.11| Correction : Soit (u,) une suite de temes dans Z. On suppose que (u,) converge vers un réel
£. Alors :

1
N € N,¥(p, q) GN{(pEN,qZN:& |Up*uq| = |(up*£)+(€*uq)| < |Up*€|+‘€*“q| < 5)
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Comme u, € Z et uq € Z, on en déduit que u, = u,. Donc (u,) est stationnaire (c’est-a-dire constante a partir
d’un certain rang).
La réciproque est évidente.

Exercice 1.12| Correction : Vn € N, 0 < u, <1, 0 <wv, < 1. On suppose que u,v, T) 1. Alors, Vn € N,
—+00

UpUp < Up <1 = ngrfoo“" =1

On montre le résultat pour (v,) de la méme maniere.

Exercice 1.13| Correction :

e Siuz — Oalorsu, — 0 etdonc, (u,) converge.
n——+oo n—-+oo
e Siu?2 — (>0, alors, & partir d’'un certain rang, u2 > 0.
n—-+oo
ud 14
Comme u, = —, on a u,, — —.
’u,2 n——+oo f’

n

Exercice 1.14| Correction :

1
Comme lilf n(upt1 — up) =1, alors AN e NNVn e N, (n > N = upy1 — up > 2—) On en déduit que n > N =
n—+oo n
1 1

1/1 1 1 1
Uy > UN+§ ( +—4... + n—1> Or, d’apres le rappel de I'exercice, — + —  +o0.

N N+1 N+N+1+'“ n—1 no4oo
Finalement, lir_ir_l Uy = +00.
n——+0oo

Exercice 1.15| Correction :

1. D’apres les hypotheses, Vn € N, u, > 0 et lim Unt1 _ ¢ < 1. Donc, Ing € N, Vn € N,

n—+00 Uy

n 1—¢ 147/
n2n0:>0<M§g+7:L
Up, 2 2

144
On note k = % €]0,1[. Alors,

Ing € N, 3k €]0,1[,Vn € N, (n > ng = 0 < tupy1 < kuy,)

ce qui implique (d’apres l’exercice 1.5) que lim wu, = 0.
n—-+00

1
2. On applique 1. a v, = —.
Uy,
(On remarquera que si £ = 1, on ne peut rien dire.)
3. D’apres les hypotheses, Vn € N, u,, > 0et lim {/u, = lim (un)% =/{¢< 1. Donc, lim wu, =/¢". Onen

n—+o0 n—+oo n—-+oo
déduit immédiatement les deux résultats attendus.

Exercice 1.16| Correction : On suppose que u, —+> u €R. On a
n—-—+oo

. . . ucosl —u
cos(n+1) =cosncosl —sinnsinl = v, =sinn — ———— =0
n—+oco  sinl

D’autre part,

Upt1 + Up—1 = cos(n+ 1) + cos(n — 1) =2cosncosl (1)
Unt1 + Up—1 =sin(n+ 1) +sin(n — 1) = 2sinncosl (2)

2u = 2ucos1

. Nécessairement, u = v = 0. Or,
2v =2vcos1

Par passage a la limite dans (1) et (2), on obtient {

2

cos?n+sin*n=1=u2+v2=1

On obtient donc une contradiction.
On montre de méme que ’assertion v,, — v est fausse.
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m-+n
Exercice 1.17| Correction : ¥(m,n) € N*2, 0 < U4 < + .

mn
2
OVnEN*,OqunS—Z — O0donc uy,, — 0
n“ n—+oo n—+o00
n+ (n+1)

e Vn e N*, 0 < ugpir < 0 donc ugp+1 — O

n(’n, + ]_) n—-+4o00 n—-+4o00

En résumé, u,, — —+oo.
n—-+o0o

Exercice 1.18| Correction : Vn € N, u, 41 = u2 + (—=1)"n.

® Ugpyl = u%n +2n >2n — +oo donc ugn41 n—> +00.

n—-+o00 —+o0
o Uspio = u%nJrl . (2n + 1) > (2n)2 _ (2n + 1) njw 400 donc ua, njoo +00.

En résumé, u,, — +o0.
n—-+o0o

Exercice 1.19| Correction :

1. U2n+1 — 617U2n — 62, Uzn — 63.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

o (ugy,) est extraite de (ugy,) et de (usy,) donc ly = £,
o (ugnt3) est extraite de (uan41) et de (ugy) done ¢ = 43
Ces deux résultats impliquent que ¢; = /3.

2. Il suffit de considérer u(z,)2 et u(zn41)2-

Exercice 1.20| Correction :

n

1 1 1 1
1. u, = = oo+t =—,neN*.C
Y I;n+k n+1+n+2+ +2n " omme

I S S Lt 44
Untt =t =\ Oy T T o T o1 2n 2 ntl nt2 T op

1 1 1 1
- 2n+1+2(n+1) Cn+1 2n+1)(2n+2)

>0,

ceci permet de dire que (u,) est croissante. Or, Vn € N*, u,, < T < 1, on peut donc affirmer que (uy,)
n

converge.
n
2k —1 1 1 1 1
UZZI =l-5. 5 < 1 donc (uy,) est décroissante. Conclusion, (u,,) converge.

~ 1 1 1 1 11
3. u, = Z ==+t +...+ n € N*. On voit donc que (u,) est croissante. Pour k > 2, — < — =

ko1t T 92 nn’ Kk = 2k
k=1 n n
< 1 A fortiori < 1 1 o o
up <1+ ok ortiori, u, < Z ok = 2— on < 2 et (uy,) est majorée. On en déduit que (u,,) converge.
k=2 k=0
1 1 1
4. u, = Tl + B +,ne N. On en déduit que (u,) est croissante. On peut ensuite montrer par

1 1+1+ + L 1 1+1+ —i-l
Uprl — Uy = —— -+t — ] - = — 4+ ...+ —
+ n—+1 2 n—+1 n 2 n

1 1
En notant a,, =1+ 3 + ...+ —, on obtient
n

! | | 1 1 1 1
Untbt = ln =00 (an+n+1> DT D2 A D) S e )? alnt D)

(uy,) est donc décroissante et comme Vn € N*, u,, > 0, on en déduit que (u,) converge.
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11 1 1 1 1
6. u, = ; EoT + 2 +...+ PR n € N*. (u,) est évidemment croissante. Pour k > 2, 72 < m =
-1 < ; L Y L 1 1 L < 1. Ainsi t affi (un)
— — = — = =1—= . Ainsi, on peut affirmer que (u,) converge.
232 S k(1) A \k-1 & n o P q &

Exercice 1.21| Correction :

1. La formule des accroissements finis appliquée a In entre n et n 4+ 1 implique que Vn € N*,

1
<1n(n—|—1)—1nn<ﬁ

n+1
1 E+1 1 1
2. D’apres 1., Vk * =——In—< - ——— Dot
apres 1., Vk € N*, 0 < ug . n 3 <k Pl ol,

Donc (Sy,) est croissante et Vn € N* S, < 1, ce qui permet d’affirmer que (S,,) converge et C' = hrf Sy €
n—-+0oo
[0, 1].

n
1 1 1
3. T, = E -] -1 =1+-+...+—-1 d
T <k_1k> nn +2—|- +n nn donc

1 1 1 2 1 3 1 n+1

n n 1
:Zln(k+1)—21nk—lnn:1nn+ oy 0
n n—o4oo
k=1 k=1

d’on lim =z, =C €][0,1].

n—-+o0o

1 n
Exercice 1.22| Correction : Soit u, = (1 + ) , (n € N%)
n

1. Pour tout entier n > 2, (1 — @)™ > 1 — na, a €]0,1[. On fixe a et on fait une récurrence sur n :
en=2:(1-a)2=1-2a+a?>>1-2a
e On suppose la relation vraie a 'ordre n : (1 — )" > 1 — na.
o Alors, (1—a)"™'>(1-na)(l-a)=1-(n+1)a+na®>1-(n+1)a.

1 1\" 1
2. On choisit « = —. D’apres 1., powrn >2, |1— =] >1——.D'ou:
n? n? n

1 n 1 n 1 1 n 1 —n+1 1
(-0 () s ba (e ) s ()
n n n n n (1_%)7

1 1 1\" 1\
Or, =1+ 1etdonc,pournZQ,un: 1+—) >up1=(14—— .
n n

1— n—1

1
n

3. On choisit o« =

1 n
.D’apreés 1., pour n > 2, (1 — >1-—"_ Donc
6n + 1 6n +1 6n + 1

n 6n 6
1 Sntl 5 1 6
1- 2 (14— o > 9
( 6n——1> il 6 ( +6n> < (5) pourn =

6
6
Comme (u,) est croissante, pour n > 2, u, < ug, < (5> .

4. (uy,) est une suite croissante majorée et est donc convergente. On a 111;1_1 Uy = €.
n—-+0oo
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[ME]

Exercice 1.23| Correction : Soit I, = / sin” xzdx (n € N).

0

1. e OnaVz e [0, %], sin" ! 2 < sin™ 2. Il suffit pour s’en convaincre de noter que pour tout entier naturel n et
tout réel x de 0, ’27[, on a0 <sinxz < 1, et qu'il suffit de multiplier les trois membres de cet encadrement
par le réel strictement positif sin” x pour obtenir le résultat voulu. Puisque les trois membres de cet
encadrement sont des fonctions continues sur [0, 1], les inégalités strictes sont préservées par intégration
et on obtient Vn € N, I),41 < I,. Donc, (I,) est décroissante. Comme Vn € N, I;, > 0, on en conclut que
(I,,) converge.

A Jus
e Soit A€ [0,F[,ona:I, / sin"mdm+/2
0 A

sin” xdx < 5 sin” A+ (f — A) En effet, comme z — sin” x

2
A A
est croissante sur [0, ], on a pour z € [0, A\] C [0, 5[, sin" z < sin™ \. Donc/ sin” zdx < / sin” Adz =
0 0
A i Bl 3 -
sin™ )\/ dr = Asin" \ < 3 sin™ A. De plus, comme sin” z < 1, / sin” xzdz < dr = 5 A
e On fixe A et on fait tendre n vers +00. Comme A < 7, sin A < 1 et lirJrr1 sin” A = 0. Cela implique que
n—r+00
T
0<{= lim I, <% — A On fait ensuite tendre A vers — et on obtient £ = 0.
n—-+o0o 2

INE)

2. On integre par parties I, 1o = / sin" 2

) 0
obtient :

xdz. On pose pour cela u(z) = sin"* z et v/(x) = sinz. On

™

s 2
Inio = — [coszsin™t! x]oz +(n+1) /0 sin” (1 — sin® 2)dx

1
D'ou, I, 42 = i I 2.7”. On remarquera que Vn € N, I, > 0.
n

3. (a) On multiplie la relation de récurrence par I,+1 (> 0). On obtient :

™
(TL + 2)In+21n+1 = (n + 1)In+11n =...= IIIO = 5 (*)
1 1 I,
(b) (I,) décroissante implique que I, 1o = nii_QI < Iyt - 1 5 < fl <l=1I,11 ol I,.

(¢) Compte-tenu de (x), il vient :

T I,
1[—7 t I,
(n+1) 27 e =,/ n+1” n+1+00,/

Exercice 1.24| Correction : On peut toujours supposer (u,) croissante (sinon on considere la suite de terme

général —u,). Soit £ € R, o0 : N — N strictement croissante telle que e (p) —+> . Comme (uq(p)) est croissante,
oo

Ve>0,AN e NVn e N,(n > N = £ — & < ugn) <)
On peut montrer par I'absurde que Vn € N, u,, < £. Supposons qu'’il existe ng € N tel que u,, > ¢. Alors :

o(no) > no == Ug(ng) = Ung > £
(u,) Croissante

ce qui est impossible. Donc (u,,) est croissante et Vn € N, u,, < £, ce qui implique que (u,,) converge. Nécessairement,

u, — {caru — /.
" n—+4oo a(n) — 400

Exercice 1.25| Correction :

1. e Puisque (uy)n>0 est bornée, pour tout n € N, A, = {uy4p,p € N} est borné, et donc, v, = inf 4, et
w, = sup A,, existent.
e Pour tout n € N,

Apy1 ={ug,k>n+1} C A, = {ug, k > n} C Ay = {ug, k > 0}

Wy < Vpp1 < Wo

On en déduit
Wnp, Z Wn+1 Z Vo

(vn) croissante majorée = (v,) converge. On a v = lim v, = lim infu,.
n—-+oo n—-+00
(wy,) décroissante minorée = (w,) converge. On a w = lim w, = lim infwu,.
n—-+oo n——+oo
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Exemples :

1 1 1 1
(a) unziaAn: 771{72” = I I (]
n+1 kE+1 n+1'n+2

1
=infA, =0, w, =supA, = ——,v=w=0.

n+1
(b) un:(—l)”+%+1 (uQn:1+2n+1 >0,uzn+1:71+2 3 < 0).
AQ":{uk’k22n}:{l+2n1—|—1’71+2n1—i—271+2n1—i—3 1+2n—|—4 e
A2n+1:{uk,k22n+1}:{—1+2n+2,1+2n+3,—1+2n1+4,1+2n1+5,...}.
. Vo = inf Ay, = inf{—1+ 2n+2’1+ 2n_~_3,...}:71. De méme, vg,11 = —1 et donc v = —1.

. Way, = sup Ag, = inf{l + }. De méme, wap41 =1+ 5 et donc w = 1.

2 + 1 +3
nm
(¢) up =cos—, u, € {-1,— JAhv=-1L w=1
n 4 n \[ \[
2. (up) est bornée donc (u,) converge ssi lim infu, = lim supu,.
n—-+4oo n——+oo
. On suppose lim infwu, = lim supwu,. Comme Vn € N, v, < u,, < w,, le théoréeme d’encadrement
n—-+o0o n——+00
permet de conclure que (u,) converge et lim u, = lim infu, = lim supu,.
n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o

. Réciproquement, on suppose que 1ir_£1 uy, = £ € R. Soit ¢ > 0 fixé. Il existe N € N tel que Vn € N,
n—-+0oo

nZN:>|un—£|§%.SoitnENtelquenzN.Ona

m

VpGN,pEnﬁpZNﬁ|upf€|§§:>€fg§up§€+f

[\

N . o prs £ £ .
D’on, en passant aux bornes supérieure et inférieure, ¢ — 3 <o, <w, <L+ 3 Finalement,

Vs>0,E|N€N,Vn€N,n>N:>{ vy, —€<¢
wn_£§€

Donc v, — fetwv, — L.
n——+oo n——+oo

Exercice 1.26 | Correction : Soit v, = un4+1 — u,. D’apres les hypotheses, (v,) est croissante. Comme (vy,)
est bornée, si £ > 0, alors & partir d’un certain rang, v, = up41 — t,, > 0. Done (u,,) serait croissante & partir d’un

certain rang. Comme (u,,) est bornée, elle converge vers un réel A et donc vy, —+> 0. On obtient le méme résultat
n—-+0oo

si £ < 0. Finalement, nécessairement, ¢ = 0.

Exercice 1.27| Correction : On vérifie aisément que (u,) et (v,) sont adjacentes. Soit £ leur limite commune. On
sait que Vn € N, u,, < { < v,. Avec n = 3, on obtient I’encadrement précisé dans I’énoncé.

Exercice 1.28 | Correction :

1

1. e (uy) est croissante car u,4+1 — U, = m > 0.
n !
( )+ 1 1 1 + 1 1
® Upn — Up = (Up — Unp _—_—— — — = JE
i i n+D(n+1)! nn! (n+1)! (n+1)(n+1)! nn!
nn+1)+n—(n+1)>2 -1 -0
n(n+1)(n+ 1)! n(n+1)(n+1)!

donc (v,,) est décroissante.
e lim (v, —u,)=0

n—+00

Donc (uy) et (vy,) convergent. Soit e = 113_1 U = hr—f Up.-
n—+00 n—-+0o0

Vn € N*| u, < e < v, (car (u,) et (v,) sont strictement monotones).

P P 1
2. Supposons que e = — ou P et N sont des entiers positifs. On aurait uy < N < uvN = un + NN On
multiplie les deux membres par NN! et on obtient : )

1 1 1
| —_ f— |
NN.<1+1!+ +N'><P<NN.(1+... N')+1
P, qui est un entier, serait compris entre 2 entiers consécutifs ce qui est impossible.
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C 1 1
. Vn e N* vy < upyr < e < w,. Cecd implique 11 —Up <€ —Up <V —Up & ———— < e— U < —.
(n+1)! nn!
1
D’ot, lim (nn!)(e —u,)=1et donc, e —u, ~ —.
n—+00 +oo nn!
. Vn e N, Upt3 < € S Vpy1 & —Upg1 < —€ < —Upy3 = Uy — Upg1 < Uy — € < vy — Upg3. Donc,
1 < < n 1 N 1 n 1 N 1
— <y, —e U — ) —lu
nin+1)(n+1)! =" “\U" nn! " n4+1)! T (n+2)! n+3)!
1 n+6 1
* _ _ 1 3 | — = — ~
Alors, Vn € N*, n T Dot 1] <wv,—e< L Donc ngrfoo(n n)(v, —e)=1let v, —e ot et
1 6 6
. Dapres 4., — — <w < + nt <1073 = n > 4. Ainsi,

nn+ D+ =" S am+ ) T nn+ 3)!

1 1 1 1 1 261
-1 4 ~ 2, 71875
R TR T TR T R W TR

On a4.107* < vy —e < 5.107% soit 2,71825 < e < 2,71835 ou ausi 2,718 < e < 2,719.

Exercice 1.29| Correction :

1. vneN*, §, = n et donc S, —> +00.

>
Up = 24/n — Sp, v =2v/n+1—5,.
° — Uy =2 ! - ! = ntl-vn

T e eV Vabl (Vab - Va1 o

e De méme, (v,) est décroissante.
e lim (v, —uy,)=0.

n—-4o0o
Soit £ = lim wu, = hm Up. On aVn € N*, u,, <l <wv,. Avecn=1,¢>u; = 1.
n—-+oo n——+4oo
Sn 2 - Un 2 n
n n \/ﬁ n n—+oo
¢S _An—un 2 un
n Vn Vvn o y/n no+oo
1 " 1 SQn - S’n, SQn STL
4. o — = =2 2 2v2-2

712:1\/71+k Vn V2n  /n neteo

& 1 Sn(p+1) — Snp Sh(p+1) Snp
o — =p+1 — /P — 2y/p+1—4/p.
VTR v VP ey P PR

1 1 —1)"
Exercice 1.30| Correction : Vn € N*, S, = -1+ 373 +...+ (=1) .
n
1 1 1 1 1
W= So = L= s — Soppo = Sop -~ f
oy 2n +2 3+ +2q On+1 12n+2 2n 2n+1+2n+2
Alors, Vn € N*| 0n+117 Uf = T 11+ 2 < 0. Donc, (o,) est dé(‘,lroissante.1
f = Soppar = 14 = — s~ 0 = Sonss = Sopi1 — ——— — .
* On T ot To73" fn+3’m”1 WAS T T 50 It 3
Alors, Vn € N*, 0, .1 — 0}, = ——— — —— > 0. Donc, (0},) est croissante.

) n n+2 2n+3
r_
® I T T T n e

n

Conclusion, (Se, — Set 82n+1 = S)e (S, — 9)

n—-+4oo — 400 n—-+4oo

Exercice 1.31| Correction :

Uy + Up

1. up >0, v0 >0, Upr1 = \/UnUn, Vny1 =
e On montre par récurrence que Vn € N, u,, > 0 et v, > 0.
(Un - un)2 Z 0 d’Oﬁv vn S N*a Un Z Up .

2 2 _
® Upy1 = Upy1 = 1
Un (v, — u ,
Un(Un = un) > 0. Donc (uy,) est croissante.

® Upt1 — Un = \/UnUp — Un = .+,
\/ n ¥n n

Uy + U Uy — U , .
® Uyl — Uy = — 5 o, = = 5 " < 0. Donc (v,) est décroissante.

> 0. Donc (uy,) est croissante.
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e (uy) croissante et majorée (par v1) converge. Soit £ = lir_~r_1 Up-
n—-+0o0

e (v,) décroissante et minorée (par up) converge. Soit £ = lim wv,.

£+€/ n—-4o0o
=0=1/.

e Par passage a la limite, on a £ = V' et £/ =

U v v U
2. 0<qg<p up>0,v0>0, upyy = Lin T80 PUntGln
) p+taq p+q

e On montre par récurrence que Vn € N, u,, > 0 et v, > 0.
p—q
p+gq

e VneN,onav,t1+ups1 = Vn+Up €t Upp1 —Upg1 = (Un —uy). On en déduit que v, +u, = ug+vy

n
pb—q .
et v, — u, = <p—|—q> (vo — u) puis,

1 p_q n
o= s |[=—) (vo—uo+(uo+v
2[(p+q)(0 0 + (uo + o)
1 p_q n
up, = S [(wo+wv)—|—=] (v0o—u
5 (w0 )= (252) (oo - o)
. 1
Sip=gq, up =v, = §<u0 +vo) pour tout n € N*.
. . . 1
Sip>gq, nll)rfm Uy = nll)r_lgoovn = §(u0 + vp).

Up Up,
3. (UOJ)O) 7é (070)7 Up1 = m7 Un+41 = m

e On montre par récurrence que Vn € N, u,, > 0 et v, > 0.

e On note z, = u, + iv,. Alors, 2,10 = = z, pour tout n € N.

. Zn+1
Sin = 2p, 29 = 20 & Ugp = Ug €t Vap = V.
Sin= 2p + ]., Zop+1 = 21 & Ugpy1 = UL et V2p+1 = V1.

1

o Siupg = 0 (et nécessairement vy # 0), Vn € N, u,, = 0, v2p, = vg et vopy1 = — ((vy) converge si et
Vo
seulement si vy = £1).
. . . 1 .
Si vy = 0 (et nécessairement ug # 0), Vn € N, v, = 0, ugp = ug et ugpy1 = — ((uy,) converge si et
Uo

seulement si ug = +1).
Si ug # 0 et vg # 0, (uy,) et (v,) convergent si et seulement si u3 + v3 = 1.
En résumé, (u,) et (v,) convergent si et seulement si u3 + v3 = 1.

Exercice 1.32| Correction :
1. up =0, Upt1 = V1 +up,.

Par récurrence, Vn € N, u,, > 0.
Soit f(z) =1+ =z, z € RT. f est croissante sur Ry et f(R,) C Ry (on dit que Ry est stable par f).

1+V5 o : 1+5
5 Conclusion, si (uy,) converge, ¢ = hrf Un = —5—-
n—-—+0oQ

A ce stade, la proposition 1.1.14 ne permet pas de conclure car elle impose de travailler sur un intervalle
[a, b] borné, ce qui n’est pas le cas ici. On doit donc démontrer que (u,) converge (ou pas).
e On montre par récurrence que Vn € N, u,, < ¢ :sin =0, ug = 0 < £. On suppose la relation vraie au
rang n : u, < . Comme f est croissante, u,+1 = f(u,) < f(¢) = L.
e Etudions la monotonie de (u,). Comme f est croissante sur Ry et que f(Ry) C Ry, sgn(unp1 — ) =
sgn(uy — up). Ici, ug —up > 0 donc (uy,) est croissante (*). La suite (uy) étant majorée, elle converge et

. 1++5
donc, lim wu, = .
n—-+o0o 2

On a utilisé la proposition suivante pour affirmer (*) :

Ve eRy, f(z)=c oz =

Proposition 0.1 Soient I un intervalle (non nécessairement borné) de R, et f : I — R une fonction
continue. Supposons que lintervalle I est stable par f. Notons (uy,) la suite définie par la donnée de ug € I
et la relation de récurrence u,11 = f(uy). St la fonction f est strictement croissante sur I, alors la suite
(un) est monotone. Si uy — ug > 0, elle est strictement croissante. Si u; — ug < 0, elle est strictement
décroissante. Enfin, si u; = ug, elle est constante égale a uyg.

1
2. up = > Upt1 = V/3up + 1—1. On utilise le méme raisonnement que précédemment. On établit que (u,,) est

décroissante et minorée et que lim w, = 0.
n——+oo
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1

3. ug=1,up41 = 2u7n Par récurrence, Vn € Nyu,, > 0. Ona f(z) =2z <z =0.Vn € N, Bntl _ > <1
uz +1 Un Uy 11
Donc (u,,) est décroissante et minorée, elle converge. On a lim w, = 0.
n—+o0o

2 . 2 2 . . .

4. ug =1, upp1 =1— —.Siwu, — Lalorsl{=1—-- & ¢ —{(+2=0. Clest impossible puisque le
n—-+oo f

Up
discriminant est négatif. Donc (u,) diverge.
7r
5. ug = 7 Un+l = 1 — cosuy. On établit que Vo € [0, 7], 1 —cosz <z (1).

1

Comme f est croissante sur [0, %], 0 < upy1 = flun) < f(§) < §. Ensuite, d’apres (1), upy1 < uy,. Par
conséquent, (u,,) est décroissante et minorée. La suite (u,) converge. L’unique point fixe de f sur [0, %] est
0. Conclusion, lim wu, =0.
n—-+o0o

Montrons par récurrence que ¥n € N, 0 < u, < 7. Soit n =0, on a ug = 7. On suppose que 0 < u, < 7.

6. up =0, Upt1 = e (a > 0).
e On montre par récurrence que Vn € N, u,, > 0.

e Soit f(z) = €*, x € R. f est croissante sur Ry et f(Ry) C Ry. Vz €]0,400[, f(z) =2z & e =z &

1 1 1 1-1
a=—2 Soit (E) : 2% 4. On étudie:g(w):ﬂ,x>0. Onag’(m):ﬁ.
x x x

22
z 0 e 400
signe de ¢'(x) + ¢ -
c
variations de g / \
—00 0

1
- Sia> —, (F) n’a pas de solution.
e
1
-Si0<a< -, (F)admet 2 solutions positives.
e

- Sia=—, (F) admet 1 solution positive e.
e

e Monotonie de (uy,). Comme f est croissante sur Ry, sgn(u,+1 — ) = sgn(u; — ug). ug —ug = e’ — 0 =
1> 0. Donc (u,)est croissante.

1
e Montrons par récurrence que si 0 < a < ok Vn €N u, <e. Onauy=0 < e On suppose que u, < e.
Comme f est croissante, f(u,) < f(e) ce qui est équivalent & I'inégalité u, 1 < e <e.
En résumé,

e Si0<a< —, (uy,) est croissante et Vn € N, u,, < e. Cela implique que (u,) converge. Soit £ = 115{1 Up,
e n——4oo

la solution de (E) qui est inférieure a e.

e Sia> —, (EF) n’admet pas de solution. Donc (u,) diverge. Comme (u,,) est croissante, uy, 7, oo
e n——4o0o

Correction : Attention, si f est strictement décroissante, la suite (u,) n’est pas monotone. En
effet, si la suite (u,) était par exemple strictement croissante, on aurait pour tout entier naturel n, w, < Uni1.
La stricte décroissance de f impliquerait alors f(u,) > f(un—1), c’est-a~dire u, 41 > Up42, ce qui est absurde. On
pourrait vérifier de méme que (u,,) ne peut pas étre décroissante. On dispose néanmoins du résultat suivant :

Proposition 0.2 Soient I un intervalle de R, et f : I — R une fonction continue. Supposons que l’intervalle I
est stable par f. Notons (u,) la suite définie par la donnée de ug € I et la relation de récurrence uny1 = f(un).
Si la fonction f est strictement décroissante sur I, alors les deuz suites (v,) et (wy) définies respectivement par
Up, = U2y, €0 Wy, = Uap+1 SONE monotones.

. Siug —ug > 0, la suite (vy,) est strictement croissante.

. Siug —ug <0, elle est strictement décroissante.

. Enfin, si us = uyg, elle est constante égale a ug.

. St ug —uy >0, la suite (wy,) est strictement croissante.

. Siuz —uy <0, elle est strictement décroissante.

. Enfin, si uz = uy, elle est constante égale a u;.

De plus si la suite (vy,) est croissante, alors la suite (w,) est décroissante, et de méme, si la suite (v,) est
décroissante, alors la suite (wy,) est croissante.
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Le résultat se prouve aisément a ’aide la proposition 0.1 et du fait que

Ugnt3 = f(uant2) = f(f(u2ny1)) = fo f(uani1)
—
g { Wp41 = g(wn)
Utz = f(uzni1) = [(f(u2n)) = fo fluzn) Uny1 = g(vn)
S~
g

En effet, comme la composée d’une fonction avec elle-méme est croissante, g est toujours croissante et on peut
appliquer la proposition 0.1 aux suites (vy,) et (wy,).

1.

1 2 2
Up = 55 Unt1 = Tro Soit f(z) = 172 ° €] — 1,+00[. f est décroissante et f(] — 1, 4o00[) =]0; +oo[C
2(1
] —1,400[. On a (f(z) =z, > —1) & x = 1. Soit g(z) = (fo f)(x) = %, g est bien croissante sur
x

R, . On retrouve bien-siir le fait que le point fixe de f est aussi le point fixe de g : (9(z) =z, > 0) &z = 1.
On étudie les sous-suites (v,, = uay,) et (w, = uzy+1) définies par :

{ Unt1 = g(vn) ’ { Wnt1 = g(wn)

1 . 4
Vo =Up = 3 Wo =U1 = 3

Comme g est croissante, on montre par récurrence que (v,) est croissante et majorée par 1, et que (wy,)
est décroissante et minorée par 1. Les deux suites (v,) et (w,) convergent vers le point fixe de g. Donc

lim v, = lim w, =1, et on a finalement lim wu, = 1.
n—+oo n—+oo n—-+oo

1

S UQ = 5 Ung1 = V1 —wuy,. Soit f(z) =+1—x, z € [0,1]. On a le tableau de variations :

T 0 1
signe de f’(x) -

variations de f \

€ [0,1] et f([0,1]) = [0, 1], u,, est parfaitement définie.
-1 -1
= %ﬂ ~ (0,512. On notera £ = ;\/5

Soit g = f o f (g est croissante sur [0, 1]). Soient (v, = uz2,) et (w, = uan4+1) définies par :

{ Vi1 = g(vy) , { Wny1 = g(wn)

0

N | =

Comme ug =

On note que (f(z) =z,z € [0,1]) &=

e = 1 RN
Vg =ug = 5 Wo = U1 = 5

Comme g est croissante,
e (v,) croissante et majorée (v, < ¢) impliquent que (v,) converge,
e (wy) décroissante et minorée (w, > ¢) impliquent que (w,,) converge.
i = i = i —<wv< <w< —, v= = .
Si on note v ngr}rloovn et w ngrfoow”’ onag<vs Let f <w < 7 v=g() et (w=g(w)). Or,
Upt1 = f(wy) et w1 = f(vy,). Par passage a la limite, on obtient :
v = f(w) - v=v1—w (a)
w = f(v) w=+v1—v (b)

On en déduit v2 =1 —w et w? =1 — v ce qui est équivalent &

v=w
ouv+w—1=0

v2w20w¢>(vw)(v+wl)0@{

Siv+w—1=0,alorsv? =1—w=v<v=0o0uv =1 ce qui est impossible. Nécessairement, v = w et
(a) et (b) impliquent que v = w = £. Conclusion,

(v, — Letw, — OHsu, — (L
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

a
Cug =1, Uuppr = — (a >0).Vn € N, u,, > 0. Soit z,, = Inuy,, < u, =e*. Onadonclnu,41 =Ina—2Inwu,.
u'I’L

Tpy1 = —22, +Ina (1)

e =0 On cherche une solution particuliere &, de (1)
O =

La suite (z,,) est définie par {

sous forme d’une constante k : 1
k=-2k+lnas k= glna
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1
(z ) est solution de (1) si et seulement si z,, — 3 Ina est solution de v,41 = —2v,, c’est-a-dire v, = (—2)"C,
(c ) En résumé, (z,,) est solution de (1) si et seulement si 3C € R,Vn € N, z,, = C(—2)" + 3 Ina. Avec
1
n= =C+ tlna= C = {Ina. Donc, ¥n € N, xn:§lna[(—2)”+1].D’oﬁ:

Vn € N, Uy = e%((_Q)”-‘rl)lna

Sia=1,u, =1 pour tout n € N; sia#1, (u,) diverge.

4. ug = %, Uny1 = (1 — uy)? On montre par récurrence que ¥n € N, 0 < u,, < 1. On pose f(z) = (1 — z)?,
x € [0,1]. Donc f est décroissante sur [0, 1]. Soit g = f o f (g est croissante sur [0, 1]). Les suites (v, = uay)
et (wy, = ugn41) sont telles que

{ Unt1 = g(Un) 7 { Wny1 = g(wy)

UOZUO:% w():ul:%

Avec g croissante, on établit que (v,) est croissante. Comme v, < 1, (v,) converge. Soit v = hr—? vy, alors

n—+00
1 X Lo . .

ona g < v < 1. De méme, (wy,) est décroissante. Comme w,, > 0, (w,) converge. Soit w = hrf wy, alors

n—-+0o0
1
onal<w< T Comme v # w, (uy,) diverge.
Remarque : on peut montrer que v =1 et w = 0.
1 1
5. up =1, upy1 = . On montre par récurrence que Vn € N, u,, > 0. Soit f(x) = ——, = > 0. On note
24+ u, 24x

que f est décroissante et que f([0,+oc[) C [0,+oc[. Vo € R%, f(z) = 2 & z = V2 — 1. f admet un seul
point fixe £ = /2 — 1 ~ 0,414. Ensuite, Vn € N,

1 1

B B |y, — £ 1
24w, 2+L] (2+wu,)(2+7)

< |un -/

Un+41 76‘ = ’

1
On en déduit par récurrence immédiate : Vn € N, |u, — €] < —|ug — £| et donc, lim w, = V2 — 1.
4n n—-+oo

V13 -3

. On utilise le méme raisonnement que dans le 5. et on obtient : lim wu, =

6. ug = 2, Up+1 =

3+ up n—+o0 2

Exercice 1.34| Correction : VYn € N, Vp € N*,

p—1

|un+p — Up| = Z(Un+k+l —Upyr)| < ZP — Wty g kg1 — Unyk

k=0 k=0

soit )
p— 1
1 1 1-(3) 1
|Un+p—Un‘§kZ_072n+k:2an 17% SEn:%njooo

Finalement, comme (uy,) est de Cauchy si et seulement si (u,) converge, on a la conclusion attendue.

Exercice 1.35| Correction :

1. Soit k € N*. Vx € [k, k + 1],
1

1 /kde
< — <
Onsommede k=n+1lak=n+p puisde k=nak=n+p—1eton obtient :

n+p+1 g0, ntp 1 ntp g
n+1 k=n+1 k n z

S <

El e

SN
??'M—'

soit V(n,p) € N*2,

n+p
1
n+1 pa n
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n+p 1

"1
2. ¥n € N*, u, = < k) — Inn. Donc, V(n,p) € N*2, u,ip, — u,, = Z z 71nn+p
<

. D’apres (1),
k=n-+1

Uptp — Up < 0 soit
1
<wm™tr

n n—-+o0o

(n+p+1)n
n+1)(n+p)

[tntp — Un| < ’111(

Finalement, comme (u,) est de Cauchy si et seulement si (u,) converge, on a la conclusion attendue.

n
k
Exercice 1.36| Correction : u,, = @22), o : N* — N* est injective.

k=1
e(n+1) »(2n) 1
(n+

+.t > (p(n+1) + ...+ ¢(2n))

D2 (2n)? T (2n)?
¢ est injective : p # p' = @(p) # ©(p’). On peut donc ordonner les termes p(n + 1),...,¢(2n). Comme, pour
p=n+1,¢(p)>1ona:

Ugp — Up =

n(n+1
ﬂn+1f+ﬂn+2}+”s+ﬂ%w21+2+.”+n:4L§—l
Dol >MnED S L done T ( ) # 0. Donc (u,) n'est pas de Cauchy < (uy,) di
oll : Ugy — Up > ———> > —, et donc  lim (ug, — up . Donc (u,) n’est pas de Cauc up,) diverge.
2 2(2n)2 ~ %’ nortoo 2 b Y &
Comme (uy,) est croissante, uy, = +o0.
n—-—+0o0
Exerc1ce 1.37| Correction : Vn € N, ¢, = +1, a,, = TO + 0751 +...+ 505127718"
_ |E0€1..-En €0€1 -+ -Entp 1
L. |an+p_an|—‘w+--- ontp ’_2n+1+--.+2ni+p§27n_>—+>m

1 1
(an) est de Cauchy< (a,) converge. Comme |a,| <1+ > +...+ —~<2,a= lim a, €[-2,2]

2 2 n—+o00
. ™ 1 )
2.(a) ke[-F, %] sin (Z —|—k:> = 5\/2+251n k

a 8

1 1
b) a et [ étant positifs ou nuls, a = s a = B2 Or, a = sin (I) = ( cosk + sin) =
(b) B p e s 1 7% %

1
5 (1+ 2sinkcosk) = 2.

(c) &, = 50\/2 + &1 \/2 + .o FEnm1V2+ 6n\/§, Yn = 2sin (%an). Montrons par récurrence que Vn € N,

Ty = Yp. Soit (P,) : “z, = y,,”. P(0) est vraie : yo = 2sin (Feg) = €9V/2 = xo. Montrons que P(n) vraie
= P(n+ 1) est vraie.

EpE Ep€1...€ E1...€
yn_281nz<60+g+.”+u)_2608111*(1_'_74_ _‘_ﬂ):

4 2 ntl 4 2 2n+l
- s ™| €1 E1---En+1 _2.(a) E1€2 51...6n+1 .
2¢eq sin Z+Z E—F—FW = €9 2+251nz(81+7+ T)_
kn E[—% % Yn=%Tn
\/ +51\/ ~+€n—1\/2+€n+1\/§:xn+l~
En résumé, Vn € N, y,, = x,,. D’ou, lim =z, = hm Yn = 28in (ﬂa).
n——4oo —+o0 4
1 1 1— (7)n+1 .
(d)VnEN,snzl.Alors,an:1+7+...+——7 — a=2donc lim =z, =2.
2 on 1— 5 n—-+oo n—+oo
=42
On retrouve ce résultat en remarquant que { Tt V2 + o On établit que puisque (z,,) est croissante
o —

et majorée par 2, (x,) converge vers £ telle que £ = /2 + ¢ (£ > 0) soit x,, — 2.
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