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Chapitre 2

Les structures algébriques

2.1 Introduction

Dans la théorie des ensembles, I’objet principal est un ensemble qui se dissimule parfois sous d’autres noms
tels que classe, collection ou famille. Cependant, dans d’autres disciplines des mathématiques, un ensemble
est toujours muni d’une structure. En algébre tout particuliérement, un ensemble est combiné avec une ou
plusieurs lois de composition et s’appelle une structure algébrique. Voici une liste des structures algébriques
importantes :

Magma

Demi-groupe «—— Monoide —— Semi-groupe

Groupe —— Sous-groupe

N\

Idéal «<—— Anneau —— Sous-anneau Module
Anneau intégre Espace vectoriel ——— Sous-espace vectoriel
Corps —— Sous-corps Algébre —— Algeébre associative

Tout en haut du diagramme, on trouve les structures algébriques impliquant un nombre minimal de contraintes
et en bas, celles qui en impliquent un maximum. Plus on descend, plus la structure est en quelque sorte spé-
cialisée.

Les structures les plus communes sont les groupes, les anneaux et les corps.

2.2 Magmas et monoides

2.2.1 Les magmas

Introduisons dans un premier temps une structure algébrique élémentaire : le magma.

25



26 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES ALGEBRIQUES

Définition 2.2.1 Un ensemble EE muni d’une loi de composition interne T est appelé magma et est noté

(E,T).

Un magma est donc une structure algébrique élémentaire. 11 existe des structures plus subtiles dans lesquelles
un ensemble est muni de plusieurs lois et de différentes propriétés.

Définition 2.2.2 Soit A une partie non vide d’un magma (E,T). On dira que A est stable pour la loi T
ou que A est une partie stable de E (lorsqu’il n’y a pas d’ambigiité sur la loi en cause) si la restriction a
A de la loi T est une loi de composition interne dans A. Autrement dit :

A C E, A stable pour la loi T < V(a,b) € Ax A, aTbe A

On peut donc remarquer que dire qu’une loi T est une loi de composition interne dans un ensemble E
équivaut a dire que E est stable pour cette loi. En revanche, si A est un sous-ensemble de F, il n’est pas
certain que A soit stable pour la loi 7". Ainsi N n’est pas stable pour la soustraction, mais Z ’est. De méme,
7Z* n’est pas stable pour I'inverse, mais Q* I'est.

Définition 2.2.3 Si, pour tout couple (x,y) d’éléments de E, on a 2Ty = yTx, la loi T est dite commu-
tative. (E,T) est dit commutatif.

Remarque 2.2.1

— Les magmas (N, +), (Z,4), (Z, x) sont commutatifs. Ce n’est pas le cas de (Z,—) : 3 —2 = 1 alors
que 2 —3 = —1. De méme, (Q — {0}, /), ensemble des nombres rationnels non nuls muni de la division
usuelle n’est pas commutatif : 3/2 # 2/3.

— Lorsqu’une loi n’est pas commutative, certains éléments peuvent cependant “commuter” : on parle
d’éléments permutables. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la loi “0” de composition des
applications et les fonctions f: 2z +— 3x+2et g:x — 22+ 1.

— Dans un magma associatif (E,T'), un élément = permutable avec deux éléments a et b est permutable
avec le composé aT'b.

Si la loi T n’est pas associative, le résultat peut ne plus étre vrai : dans (Z,T) avec aTh = a® — 2b, 3
et —5 commutent donc 3 commute avec 3 et —5 mais 3 ne commute pas avec 19 = 37'(—5); en effet
3719 = —29 et 1973 = 355.

Définition 2.2.4 Un élément e de E vérifiant xTe = eTx = x est dit neutre pour la loi T. Le magma
(E,T) muni de cet élément neutre est dit unifére (ou parfois unitaire).

Exemple 2.2.1
— Dans les magmas (N, +) et (Z,+), “0” est neutre, c’est-a-dire que pour tout entier naturel ou tout
entier relatif n, n +0=04+n =n.
— Dans (Z,—), 0 n’est neutre qu’a droite : x — 0 = z mais 0 — z = —uz.
Dans N et Z, “1 7 est neutre pour la multiplication.

1
— Dans M3(R), ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a termes réels, la matrice I = < 0 (1) ) est

neutre pour la multiplication.

Remarque 2.2.2 Un magma peut admettre plusieurs éléments neutres d’un “méme” coté (a droite : aTe =
a, ou a gauche : eT'a = a). Par exemple, dans (Z,T) ou T désigne la loi définie par aTb = a + E(b/3) les
entiers 0, 1 et 2 sont neutres a droite et il n’y a pas d’élément neutre & gauche.

Proposition 2.2.1 Un élément neutre a gauche et a droite est unique : c’est l’élément neutre du magma

(E,T).
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Preuve : Supposons que (F,T) admette deux éléments neutres distincts e; et ea & gauche et a droite respec-
tivement. On a d’une part Vz € F, e;Tx = x, cette relation est donc vraie pour z = ey ce qui nous permet
d’affirmer que e;Teq = eg. D’autre part Vo € E, xTey = x, cette relation étant vraie pour z = e, on a
e1Tes = ey. Par conséquent, e; = es [ |

Définition 2.2.5 Si un élément b de E vérifie aTb =bTa =0b, Va € E, alors b est dit élément absorbant
pour la lor T

2.2.2 Les monoides

Définition 2.2.6 Si, pour tout triplet (x,y,z) d’éléments de E, on a (xTy)Tz = T (yTz), la loi T est dite
associative. Le magma (E,T) est dit associatif.

Un monoide est un magma associatif et unifére

Remarque 2.2.3
— Si la loi interne est en plus commutative, nous disons alors que la structure forme un monoide
commutatif.
— Un demi-groupe est un magma associatif. Le monoide est donc un demi-groupe muni d’un élément
neutre.

Montrer que I’ensemble des entiers naturels est un monoide commutatif totalement ordonné
par rapport aux lois d’addition et de multiplication.
Correction :

1. La loi d’addition + est-elle une opération interne telle que Va,b € N nous ayons a + b = ¢ € N? Nous

a b a+b
pouvons démontrer que c’est bien le cas en sachant que 1 appartient & N tel que Z 1+ Z 1= Z 1.
i=1 i=1 i=1

Donc ¢ € N et ’addition est bien une loi interne (I’ensemble est stable par rapport a 'addition) et en
méme temps associative puisque 1 peut étre additionné & lui-méme par définition dans n’importe quel
ordre sans que le résultat en soit altéré.

La multiplication est une loi qui se construit sur I'addition donc la loi de multiplication X est aussi une
loi interne et associative.

2. On admettra a partir d’ici qu’il est trivial que la loi d’addition est également commutative et que le
“0” en est I’élément neutre e.
La loi de multiplication est aussi commutative et il est trivial que “1” en est ’élément neutre e.

3. Pour conclure, on rappelle les résultats suivants :
- (N, <,>) est totalement ordonné (attention cette notation est un peu abusive, il suffit qu'il y ait
juste une des deux relations d’ordre R pour que I’ensemble soit totalement ordonné).
— (N, +) et (N, x) sont des monoides abéliens.

Conclusion, N est un monoide abélien totalement ordonné par rapport aux lois d’addition et de multiplication.

Remarque 2.2.4 1l est rare d’utiliser les monoides car souvent, lorsque nous nous trouvons face a une
structure trop pauvre pour pouvoir vraiment discuter, nous la prolongeons vers quelque chose de plus riche,
comme un groupe, ou un anneau (voir plus loin).

Exemple 2.2.2
Le magma (Z,+) est associatif et unifére (I’élément neutre étant dans ce cas 0) donc (Z,+) est un
monoide.
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Ce n’est pas le cas de (Z,—). En effet, (Z,—) est un magma non unifére et non associatif car, par
exemple, (3 —2) —5 = —4 alors que 3 — (2 — 5) = 6. Ce n’est pas le cas non plus de (Q — {0}, /), il
suffit de considérer pour s’en convaincre ’exemple suivant : (3/2)/5 = 3/10 alors que 3/(2/5) = 15/2.
— La loi de composition des applications est associative.
— Le produit vectoriel A (& ne pas confondre avec le “et ” logique) n’est pas associatif : par exemple, si
(4,7, k) est une base orthogonale (i Ai) Aj=0Ak=0alorsque i A (i Nj)=iANk=—].

Définition 2.2.7 Dans un magma unifére (E,T) d’élément neutre e, un élément x est dit symétrisable
— a droite : sl existe *' dans E tel que xTx' = e,
— a gauche : s’il existe x” dans E tel que 2" Tx = e.

Lorsque l’élément est symétrisable a gauche et a droite (bilatére) et si ' = 27, on a alors :

Tr=xTx =e

Dans ce cas, x et 2’ sont dits symétriques pour la loi T de E. On dit aussi que x’ (respectivement x) est un
symétrique de x (respectivement x'). Lorsque la loi T' s’interpréte comme une multiplication, on parle plutét
d’éléments inversibles et d’inverses.

Remarque 2.2.5
Dans (Z, —

), 0 est neutre a droite et tout entier relatif est son propre et unique symétrique a droite.
— Dans (Z,+), tout entier relatif x posséde un unique symétrique : son opposé —zx.

Montrer que les lois d’addition et de multiplication de ’ensemble des entiers naturels n’ad-

mettent pas de symétrique.
Correction : Existe-t-il pour la loi d’addition + un symétrique ¢ € N tel que VYa € N nous ayons a + ¢ =

a a
(Z 1) +c=e=071l est assez trivial que pour que cette égalité soit satisfaite on ait (Z 1) = —c&
i=1 i=1

a = —c or les nombres négatifs n’existent pas dans N. Ce qui nous améne aussi & la conclusion que la loi
d’addition + n’a pas de symétrique et que la loi de soustraction — n’existe pas dans N (la soustraction étant
rigoureusement ’addition d’un nombre négatif).

Existe t-il pour la loi de multiplication X un symétrique @’ € N tel que Va € N, on ait @’ xa = e = 17

1
D’abord il est évident que @’ = —. Mais excepté pour a = 1, le quotient 1/a n’existe pas dans N. Donc nous
a

devons conclure qu’il n’existe pas pour tout élément de N de symeétriques pour la loi de multiplication et
ainsi que la loi de division n’existe pas dans N.

Définition 2.2.8 Dans un magma (E,T), un élément x est dit régulier (ou simplifiable) a gauche si
pour tout couple (a,b) d’éléments de E tels que xTa = xTb, alors a = b. On définit de méme un élément
régulier a droite. Un élément est dit régulier s’il est régulier a droite et a gauche. Si T est commutative,
les notions d’élément régulier a gauche et a droite coincident.

Exemple 2.2.3
— Dans (N, +), tout élément est régulier et dans (N, x), tout élément non nul est régulier.
— Dans (Z,T), avec aTb = |a| + b, tout élément est régulier & gauche mais pas a droite.

Remarque 2.2.6
— Dans un magma associatif, le composé de deux éléments réguliers est régulier.
— Dans un magma associatif, tout élément symétrisable est régulier.
— Si le magma n’est pas associatif, rien n’est assuré.

Exercice 37| (non corrigé) On considére E l'ensemble des entiers naturels au plus égaux a 10 et la loi

T définie dans E par aTb = |a — b| (différence symétrique).
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Montrer que 0 est neutre et que tout élément est son propre symétrique.
— Montrer que seuls 0 et 10 sont réguliers.
— Montrer que T' est non associative en considérant (17'2)7'3 et 17'(273)

(non corrigé) On considére dans Z la loi T' définie par aTb = ab+ 3. Montrer que T n’est pas

associative, que —1 et 3 sont réguliers mais que —173 = 0.

2.3 Les groupes

2.3.1 Les groupes

Le terme est de Evariste GALOIS (1811-1832), la structure est de Augustin Louis CAUCHY (1789-1857)
laxiomatisation de Arthur CAYLEY (1821-1895).

i

Définition 2.3.1 Un groupe G est un ensemble muni d’une loi de composition interne T pour laquelle les
axiomes suivants sont vérifiés :

° la loi T est associative : (xTy)Tz = T (yT'z) pour tout x, y et z de G,

° la loi T posséde un élément neutre e : xl'e = eTx = x pour tout x de G,

° tout élément x de G posséde un symétrique =’ pour la loi T : T2’ = 2'Tx = e.
Le groupe G muni de sa loi T est souvent noté (G, T).

Un groupe est un magma unifére associatif dans lequel tout élément admet un symétriquel
Un groupe est un monoide dans lequel tout élément admet un symétriquel

Exercice 39| Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne “7” associative, qui posséde un

élement neutre a droite e (i.e. pour tout = de G, xTe = x) et tel que tout élément x posséde un symétrique
a droite 2’ (i.e. xT2’ = e). Montrer que G est un groupe.

Correction : Soit x € G, de symétrique a droite z/. Par conséquent z/Tx est un élément de G (Ici), il
posséde donc un symétrique a droite que l'on note z. On a donc 2T ((2'Tx)T2) = x = (2T2\T2Tz = x =
eTxTz = 2Tz = x, par associativité de la loi. On compose ensuite & gauche par 2/, pour trouver 2'T(xTz2) =
(2'Tx)Tz = e = 2/Tx, ce qui permet d’affirmer que 2’ est également un symétrique a gauche de x. On en
déduit ensuite que e est aussi neutre a gauche, car si x est dans G, eTx = (¢T2")Tx = 2T (2'Tx) = 2Te = x
(on a utilisé & nouveau 'associativité de la loi et le fait que e est un symeétrique a droite).

1. (N, +) et (N, x) sont-ils des groupes ?
2. (Z,+) et (Z, x) sont-ils des groupes ?
3. (R,+) et (R, x) sont-ils des groupes ?

Correction : On vérifie pour chacun des couples les propriétés du groupe , et .
2.a. Pour (Z,+) :
Y(x,y) € Z2, x +1y € Z, 1a loi est donc interne (magma),
- VreZ, x+0=0+x=x. “0" est I’élément neutre (unifére),
V(z,y,2) €Z3, (x+y)+2z=2+ (y+ 2), laloi + est associative dans Z (associatif),
~Vr e€Z, 3 = —x, x + 2’ =0, tous les éléments ont un symétrique.
(Z,+) est donc un groupe.

3.a. On démontre de méme que (R, +) est un groupe.
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Par contre :

l.a. les éléments de N n’ont pas d’opposé (sauf 0),

L.b. les éléments de N n’ont pas d’inverse (sauf 1),

2.b. les éléments de Z n’ont pas d’inverse (sauf 1 et —1),
3.b. 0 n’a pas d’inverse,

donce (N, +), (N, %), (Z, x) et (R, x) n’ont pas de structure de groupe, ce sont néanmoins des monoides.
Définition 2.3.2 Un groupe dont la loi de composition posséde des caractéristiques semblables a celle de
Uaddition (respectivement la multiplication) dans Z (respectivement dans R*) est dit additif (respectivement
multiplicatif).

Définition 2.3.3 Un groupe G est dit abélien (du nom de Niels Henrick ABEL, 1802-1829) ou commutatif
si sa loi de composition interne T est commutative c¢’est-a-dire si Ty = yTx, Vr,y € G.

Exemple 2.3.1

— L’addition dans Z et dans R est commutative. Ce n’est pas le cas de la soustraction : 2 — 5 # 5 — 2.
Dans (Z, —), 0 n’est neutre qu’a droite.

~ (Z,+) est un groupe abélien, de méme (R — {0}, x). Par contre, (R — {0}, /) ne U'est pas car la division
n’est pas associative ((2/3)/4 =1/6 et 2/(3/4) = 8/3) ni commutative (5/4 = 1,25 et 4/5=0,8).
(Z,—) n’est pas un groupe : la soustraction est une loi de composition interne dans Z, mais elle n’est
pas associative : (2 —3) —5# 2 — (3 —5). C’est cependant un magma.

Si A(R) désigne I'ensemble des fonctions affines bijectives de R sur R soit 'ensemble des fonctions de
la forme = — ax + b avec a non nul, (A(R),0) est un groupe non abélien (o : loi de composition des
applications). Si f désigne  — 2z —1 et si g désigne x — 3z, on a fog: x — 6x—1et gof : © — 62 —3.

— Si M2 (R) désigne I’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre 2 de déterminant non nul, (Ma(R), x)
est un groupe multiplicatif non abélien.

L’ensemble constitué des homothéties de rapport non nul et des translations dans un plan P, muni de la
loi de composition des applications, est un groupe non commutatif. Son élément neutre est ’application
identique assimilé & la translation de vecteur nul ou a ’homothétie de rapport 1.

— Dans un plan P, considérons un carré ABCD de centre O. Notons Sy la symétrie centrale par rapport
a O, Sy la symétrie d’axe d; passant par les milieux des cotés [AD] et [BC|, S la symétrie d’axe da
passant par les milieux des cotés [AB] et [C'D] et i 'application identique de P. Muni de la loi de
composition des applications, I'ensemble E = {i, Sy, S1, S2} est un groupe commutatif.

Décrire tous les groupes possibles a 1, 2, 3 ou 4 éléments.

Correction :

1. Un groupe & un élément est un ensemble E constitué d’un seul élément e, et la loi x est nécessairement
définie par e x e = e. On vérifie sans difficulté que (E, ) est bien un groupe.

2. Si F contient deux éléments, I'un doit étre le neutre pour x, notons le e et notons 'autre . On a donc
exe=-¢cetexxr =ax%e =z Sil'on veut de plus que x soit inversible, on doit nécessairement avoir
x*xx = e, et on veérifie que (F, ) est alors un groupe.

3. Ajoutons un troisiéme élément y & notre ensemble, on a nécessairement exe = e, exxr =r*xe = x et
exy=yxe=y. On ne peut avoir zxy =y (z Ze)nixxy =z (y # e) donc x xy = e (Ici). On
montre de la méme maniére que y * x = e. On ne peut pas avoir txx =z (z # e) ni x xx = e (car
linverse de z est unique dans un groupe et on sait qu'’il vaut y). Par conséquent, z x z = y (lci) et on
montre de la méme maniére que y xy = x. On a donc les résultats suivants :
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Cette loi est bien une loi de groupe.

4. Enfin, dans le cas de quatre éléments, on

suivantes :
*|llelx |y |z x|lelx|y]| =z
elle|lx|y|z ellelz|y| =z
zl|lx|y|z|e zllx|z|lely
ylylzlel|lx yllylel|lz|x
zlzle|lx|y zllz|lylx|e
xllelx|ly|z xllelx|ly| =z
elle|lx|y|z ellelxz|y| =z
rl|lx|elz|y zllx|lel|lz]|y
ylylzlel|lx yllylz|zl|e
zllzlylx|e zllz|lylelx

Théoréme 2.3.1 Tout élément d’un groupe (G,T) est régulier.

Preuve : Vu que T est associative et que tout élément 2 admet un symétrique 2/, si e est I’élément neutre pour
laloi T, V(a,b) € G?, 2Ta = 2Tb = 2'T(xTa) = 2'T(2Tb) = (x'Tx)Ta = (z'Tx)Tb = eTa = eTb=a =b.
(G, T) est régulier a gauche et on montre de la méme fagon que ce groupe est régulier a droite. [ ]

Théoréme 2.3.2 Dans un groupe (G,T), tout élément admet toujours un unique élément symétrique.

Preuve : L’existence du symétrique est justifiée par la définition, il reste & prouver 'unicité. Supposons que
Vee E, 3x',2" € E, o/ £a", 2/'Tx = 2"Tx(=e) & o' = 2" pusique x € G est régulier (a droite). [

(non corrigé) Démontrer que si (E,x) est un groupe d’élément neutre e, dans lequel tout

élement est involutif (c’est-a-dire x x z = e), alors ce groupe est commutatif.
Généralement, I'unique élément symétrique de z est noté 2~ 1. On a

Propriété 2.3.1
° 671
° (x_l)_l =x.

= e. L’élément neutre est son propre symétrique, il est involutif.

o (2Tx")™t =a'~ Tz~ Le symétrique d’un produit est le produit inverse des symétriques.
e Plus généralement (x,TxoT ... Txy) " = 2, T, T .. . Tat.

n

En particulier on a (")~ = (z71)", (n € N*). On note alors ™" := (2")~! ce qui permet de définir 2™

pour m € Z en convenant z°

(am)™

= e. Dans ces conditions on a les relations.

! i !
= ™M et 2™ = 2™ VYm,m' € Z.
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2.3.2 Les sous-groupes

Définition 2.3.4 Un sous-groupe est une partie S d’un groupe (G,T) qui, munie de la loi T de G, est
aussi un groupe.

Proposition 2.3.1 Un sous-ensemble H de (G, T) est un sous-groupe si et seulement si il contient e (élément
neutre de (G,T')) et est stable par produit et passage a l’inverse.

Preuve : Si un sous-ensemble de G vérifie ces trois propriétés, c’est bien un sous-groupe.

Réciproquement, si H est un sous-groupe, il posséde un élément neutre eg. Soit alors  un élément de H, on
a xTey = x = xzTe (la premiére loi est prise dans H, la deuxiéme dans G), donc ey = e par simplification.
De méme, l'inverse de x dans H est nécessairement un inverse dans GG également, donc il s’agit de I'unique
inverse de x par T, et H est stable par inversion. Enfin, H doit clairement étre stable par produit. [ |

Proposition 2.3.2 Une partie H non vide de G, contenant e, est un sous-groupe de (G,T') si et seulement
St

1. Ve,ye HaTye H
2. VeeH,z'eH

Les deuz conditions précédentes peuvent étre remplacées par la suivante :

Vo,y e HyaTy ' € H

Remarque 2.3.1 La notation H < G est employée pour dire H est sous-groupe de G. Lorsqu’on n’exclut
pas la possibilité que H soit égal & G on écrit H < G.

(non corrigé) Montrer que

dans le groupe multiplicatif (C, x) des nombres complexes, I’ensemble des nombres de module 1 est un
sous-groupe de C,

dans le groupe additif (F,+) des fonctions numériques, ’ensemble des fonctions linéaires = +— ax est
un sous-groupe de F'.

Soit n € N. On note nZ l'ensemble des entiers relatifs de la forme nz, v € Z. Montrer
que nZ est un sous-groupe additif de Z.
Correction : Soit nZ = {nk,k € Z} ={...,—2n,n,0,n,2n,...}.
Soit (w1,22) € (nZ)?, k1, ka) € Z2, 21 = nky, v3 = nky = 21 + 22 = n(k1 + ko) = 21 + 22 € nZ
donc la loi est interne.
(— Soit (.%'1,.%2,&73) S (TLZ)S, H(kl,kg,k;;) € Zs, T = nkl, To = nkQ, xr3 = nk3. Or (xl + 332) + x3 =
(nki + nko) + nks = nky + (nka + nks) = x1 + (x2 + x3) donc la loi est associative.)
(- 02=0,z=0.Eneffet,sizenZ, x+0=0+2z==x.)
Soit x € nZ, Ik € Z, x = nk. I’ =n(—k) € nZ, x x 2’ = n(k — k) = 0 donc tout élément posséde un
symétrique.
Conclusion, nZ est un sous-groupe additif de Z.

Montrer que l'ensemble des racines n-iémes de l'unité forment un sous-groupe de (U, x).

Correction : On constate dans un premier temps que 'ensemble U,, des racines n-iémes de 1'unité est un
sous-ensemble de U. En effet, si 2” = 1, on a en particulier |2| = 1, donc |z| = 1 (dans RT, 'équation 2 = 1
a une seule solution). Ensuite, il reste a faire les vérifications élémentaires : U, contient 1, U,, est stable par
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1
produit (si 2" = 2™ = 1, alors (22/)" = 2"z = 1) et par inverse (si 2” =1, — = 1), donc c’est bien un
z

sous-groupe multiplicatif de U.

On considére l'ensemble constitué des six fonctions de R — {0,1} dans lui-méme suivantes :

1 T 1 r—1

fa(x) = falx) ==, fsl@)=1-=, fo(x)=

1—2’ x—1’ x x

file) =z, fa(z) =

Montrer qu’il s’agit d’'un groupe pour la composition (écrire sa table). Déterminer tous ses sous-groupes.
Correction : Le plus simple est de faire un tableau de loi :

ol fi|fo| fa|fa] f5]|fe
ol Aol fa| fa| fa| S5 | Jo
fallfe|fe | Ja| fo | f3| /1
sl fs|fs | | fo | fa| Jfa
ol fal S| | i | fe| J5
sl fo | Ja| Jo| fo| 1] f3
Je || fo | J1| fs | f3 | fa| J2

Pour obtenir tous les sous-groupes, le plus simple est de les construire petit & petit. On connait les sous-
groupes triviaux : le groupe G tout entier et le sous-groupe réduit a ’élément neutre. Par ailleurs, tout
sous-groupe contient f1 qui est le neutre. Si on cherche un sous-groupe contenant f; et f2, on voit que pour
étre stable par “o” il doit aussi contenir fa,fa = fs. On constate que {f1, f2, f6} est un troisiéme sous-groupe
de G. Par contre si on ajoute f3, f4 ou fs & fi1 et fo, on est obligé pour avoir stabilité d’ajouter toutes les
autres fonctions. Remarquons ensuite que {f1, f3} est un sous-groupe de G, mais que si on y ajoute une
troisiéme fonction, on va a nouveau retomber sur le sous-groupe trivial G. De méme, { f1, f4} et {f1, f5} sont
des sous-groupes, et on n’en obtient pas d’autres. Le groupe G a donc un sous-groupe a un élément, trois
sous-groupes a deux éléments et un a trois éléments, et lui-méme est un sous-groupe a six éléments.

Proposition 2.3.3 Si (G,T) est un groupe, si H et K sont deuz sous-groupes de G, alors H U K est un
sous-groupe de G si et seulement si H C K ou K C H.

Preuve : Soient H et K deux sous-groupes de G tels que H U K soit un sous-groupe de G. Nous devons
prouver quun des deux sous-groupes H ou K est contenu dans I"autre. Supposons que H ne soit pas contenu
dans K et prouvons que K est contenu dans H. Soit k£ un élément de K. Il s’agit de prouver que k appartient
a H. Puisque H n’est pas contenu dans K, il existe h € H tel que h ¢ K. Puisque H U K est un sous-groupe
de G, nous avons hTk € HUK . D’autre part, puisque h ¢ K et k € K, nous avons hTk ¢ K, donc hTk € H,
d’ou k € H ce qui prouve que K C H.

La réciproque est évidente : si par exemple, H C K, HUK = K et HUK est naturellement un sous-groupe.l

Remarque 2.3.2 HUK n’est pas en général un sous-groupe de G. Par exemple, soient H la droite d’équation
y = 0 et K la droite d’équation # = 0 dans R?, groupe additif. Alors H et K sont des sous-groupes de (R?, +)
mais pas H UK car (1,0) + (0,1) = (1,1) n’appartient pas & H U K.

Proposition 2.3.4 Soient (G,T) un groupe et F une famille non vide de sous-groupes de G (F peut contenir
un nombre fini ou infini de sous-groupes). Si I est lintersection de tous les éléments de F, autrement dit
I =NgerH alors I est lui-méme un sous-groupe de G.



34 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES ALGEBRIQUES

Preuve : Considérons sans perte de généralité U'intersection I = H N K de deux sous-groupes H et K. HNK
n’est pas vide car e appartient & H N K. Soient x et y appartenant & H N K. Comme H et K sont des
sous-groupes de G, xTy~ ! appartient & H et a K donc & H N K. D’o, H N K est un sous-groupe de G. La
démonstration se généralise & un nombre fini ou infini de sous-groupes. [ |

Définition 2.3.5 Soit (G,T) un groupe et A un sous-ensemble non vide de G. On appelle sous-groupe
engendré par A le sous-groupe < A >= NgesH ot S est l'ensemble de tous les sous-groupes de G qui
contiennent A. Si g appartient a G, on note < g > a la place de G.

Cet ensemble n’est pas vide car il contient A lui-méme et la formule ci-dessus est par conséquent bien définie.
Exemple 2.3.2 <m >=mZ, < G >= G, < m,n >= pged(m,n)Z sont des sous-groupes engendrés.

Théoréme 2.3.3 Le sous-groupe < A > est le plus petit sous-groupe (au sens de linclusion) de G contenant
A. Autrement dit, < A > est caractérisé par les deuz conditions suivantes :

1. < A > est un sous-groupe de G contenant A.
2. Si K est un autre sous-groupe de G contenant A on a < A >C K.

Preuve : Soit < A > le sous-groupe engendré par A. < A >= NH on l'intersection porte sur les sous-groupes
H de G contenant A. < A > est donc un sous-groupe de G contenant A d’apres la proposition 2.3.4. Soit
K un sous-groupe de G contenant A. Alors, K fait partie de I’ensemble des sous-groupes sur lequel porte
Iintersection définissant < A > donc, < A > étant inclus dans tout sous-groupe de G contenant A, < A >
est inclus dans K. Par conséquent, < A > est le plus petit sous-groupe de G contenant A. [ |

Proposition 2.3.5 Tout sous-groupe de Z est de la forme <n >=nZ ou n est un entier positif.

Preuve : Soit H un sous-groupe de Z distinct de Z.

- Si H=0alors H=<0 >.
Si H=7, H=<1>.

~ On suppose que H est un sous-groupe propre de Z (donc différent de Z et de {1}). Soit n le plus
petit élément strictement positif de H, montrons alors que < n >= H.
n appartient & H sous-groupe de Z donc < n > est inclus dans H (< n > plus petit sous-groupe de Z
contenant n).
Montrons que H est inclus dans < n > : soit = appartenant & H. D’aprés la division euclidienne, il
existe un couple d’entiers (i,7) avec 0 < j < n tel que x = in + j.
Si @ est positif, in = n + ... + n appartient & H car n appartient & H et H est un sous-groupe de Z.
Si i est négatif, in = (—n) + ... + (—n) appartient & H car n appartient & H et H est un sous-groupe
de Z.
Comme z appartient & H sous-groupe de Z, j = x — in appartient & H. Or j est positif et strictement
inférieur a n et n est le plus petit entier strictement positif appartenant & H donc j = 0. D’ou, = = in
et  appartient donc & < n >. H est inclus dans < n >. Conclusion, H =< n >= nZ.

|

(non corrigé)

1. Soient mZ et nZ deux sous-groupes de Z. Montrer que
mZ +nZ = {mu+nv | u,v € Z}

a) est un sous-groupe de Z,
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b) contient mZ et nZ,
c¢) est contenu dans tout sous-groupe de Z qui contient mZ et nZ.

d) Si mZ + nZ = dZ, que peut-on dire de d?

2. Déterminer les sous-groupes engendrés par : 14Z U 35Z ; 4Z U8Z U 6Z U647 ; 27U 37 ;
A7, U217 5 5ZU25Z U TZ ; {70,4}.

On introduit ensuite la notion de sous-groupe distingué (utilisée initialement par Galois). Les sous-groupes
distingués connaissent des applications en géométrie dans I’é¢tude des actions de groupes, en topologie algé-
brique dans la classification des revétements, en théorie de Galois dans la correspondance de Galois.

Définition 2.3.6 Un sous-groupe H d’un groupe (G,T) est distingué (ou normal ou invariant) si pour
tout © de G et pour tout h de H, le produit xThTx~" est élément de H. On note alors H <G et on lit “H
est distingué dans G”.

Un sous-groupe distingué H d’un groupe G est un sous-groupe globalement stable par 'action de G sur
lui-méme par conjugaison. Les sous-groupes distingués interviennent naturellement dans la définition du
quotient d’un groupe.

Définition 2.3.7 Pour tout x de G on note :
— xH l'ensemble (classe a gauche) des éléments de G de la forme xTh avec h élément de H,
Hzx l’ensemble (classe a droite) des éléments de G de la forme hT'x avec h élément de H,
— xHz™! Uensemble des éléments de G de la forme xThTx~" avec h élément de H.

Une facon équivalente de définir un sous-groupe distingué est de dire que les classes & droite et a gauche de
H dans G coincident, c’est-a-dire :

H <G siet seulement si tHr ' = H < ¢H = Hw'

Preuve : Par définition, H <G < xHxz~! ¢ H pour tout = de G. Or, H C xHx~'. En effet, si h € H, on
aura :

Proposition 2.3.6

hexzHz ' < 3IW e H h=aThTae < 30 € H, W =2 ' ThTx

Vu que H<G, I = 27 'ThTz est effectivement élément de H. Ainsi, on peut également dire H < G si et
seulement si tHo ' = H < oH = Hx. [ |

Exemple 2.3.3 Les déplacements du plan, constitués des translations et des rotations, constituent un groupe
(non commutatif) pour la loi de composition des applications. Les translations en constituent un sous-groupe
distingué.

Remarque 2.3.3
{e} et G sont toujours des sous-groupes distingués.
— Un sous-groupe de G de la forme zHx~! avec © € G est appelé un conjugué de H. Par conséquent,
un sous-groupe est distingué si et seulement s’il est son seul conjugué.

Soit (G, x) un groupe et =~ une relation d’équivalence sur G. On suppose que cette rela-
tion est compatible avec la loi de groupe, c’est-a-dire que si Vo, y, 2,y € G, v ~ 2’ et y ~ 1/ alors xy ~ 2'y/.
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Montrer que la classe H de I’élément neutre 1 est un sous-groupe distingué de G et que Vr,2' € G, x ~ 1’
est équivalent & 2’z~! € H.

Correction : Etant donnés i,z € H, on a y ~ 1 et z ~ 1. La compatibilité de la loi donne d’une part yz ~ 1,
soit yz € H, et d’autre part yy~' ~ y~! soit y~! € H. Cela montre que H est un sous-groupe de G. Pour
tout z € G, on a aussi zyr~' ~ xlz~! = 1 et donc zyx~! € H. Le sous-groupe H est donc distingué.
De plus, pour z,2’ € G, si  ~ a2/, alors par compatibilité de la loi, on a 2’z ! 1
vzt e H.

Réciproquement, si 2’2~ € H, alors #’z~! ~ 1, et donc, par compatibilité de la loi, z ~ 2.

~ zx~ = 1, c’est-a-dire

Proposition 2.3.7 Si G est commutatif (groupe abélien), alors tout sous-groupe de G est distingué dans G.

Preuve : Soit H un sous-groupe de G. (G, T) est commutatif donc tous les éléments de G commutent entre-
eux y compris ceux qui sont dans H ((H,T) est donc commutatif). Par conséquent, Vo € G et Vh € H,
2Th = hTz < 2ThTx~' = h en composant & droite par = (I'inverse de z, qui existe puisque (G, T) est
un groupe). Comme h € H, on conclut que tout sous-groupe H de G est distingué dans G. ]

Exemple 2.3.4 (Z,+) est commutatif et nZ est un sous-groupe additif de Z donc nZ < Z.

2.3.3 Construction du quotient d’un groupe

Les sous-groupes distingués sont importants dans I’étude des groupes quotients & cause du résultat sui-
vant : on peut construire un groupe quotient G/H de loi compatible avec celle de G si et seulement si H est
un sous-groupe distingué de G. Plus précisément, dans 1’étude des groupes, le quotient d’'un groupe est une
opération classique permettant la construction de nouveaux groupes a partir d’anciens. A partir d’un groupe
G, et d'un sous-groupe H, on peut définir une loi de groupe sur 'ensemble G/H des classes de G suivant H,
a condition que les classes latérales droites soient égales aux classes latérales gauches (xH = Hz).

Soient (G,T) et (H,T) désignant respectivement un groupe et un sous groupe de G.

Proposition 2.3.8 Soient x,y € G. La relation R définie par xRy < Ty~ ' € H est une relation d’équi-
valence(a droite) sur G.

Preuve :
— R est réflexive : Vo € G, T2~ ! =e € H & 2Ra.
— Ensuite, comme H est un sous-groupe de G, tout élément dans H admet un inverse (dans H) donc
(xTy=Y) ™' =yT2~! € H & yRx (H étant stable par inversion). Par conséquent, R est symétrique.
— Montrons enfin que R est transitive : soit (z,y,2) € G3, (¥Ry et yR2) & (zTy~ ' € H et yT2z~' € H).
(aTy )T (yTz"1) = 2T(y 'Ty) Tzt = 2TeTz" = 2T27! € H & 2Rz (car H est stable pour la loi

de composition). -

Par conséquent, (Vx,y € H, xRy) < (H est un sous-groupe de G) d’apreés la proposition 2.3.2 .

Proposition 2.3.9 Soit © € G. La classe d’équivalence (a droite) de x pour la relation R est l’ensemble
Hx = {hTxz,h € H}. Elle est notée cl(x) ou .

Preuve : Par définition, cl(z) = {y € G,2Ry}. Soit y € G équivalent & x pour la relation R. Alors il existe
k € H (dont l'inverse k~! = h est aussi dans H) tel que 27y ! = k < y = hTx. Et donc y est élément de
Hz. Réciproquement, si y est élément de Hx, il est clair que x'Ry. [ ]

Remarque 2.3.4 On aurait aussi pu définir la relation d’équivalence (a gauche) R par 2Ry <y~ Tz € H.
Dans ce cas, la classe d’équivalence d’un élément x de G aurait été donnée par ’ensemble x H (classe a gauche

de z de H).
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Supposons que H soit un sous-groupe distingué de G. On désire déﬁnir une loi sur ’ensemble quotient

G /R de la fagon la plus naturelle possible c’est-a-dire en posant cl(x cl = cl(zTy). La justification de
ce choix est la suivante : si X et Y sont deux classes d’éléments de G qulvant H, XY en est une aussi. 1l
existe des éléments = et y de G tels que X et Y soient repectivement les classes de x et y suivant H. Nous
avons alors XY = (zH)(yH) = (Hz)(yH) = H(xTy)H ; comme H est distingué, nous pouvons remplacer
H(xTy) par (zT'y)H et nous trouvons XY = zTyHH. Mais HH = H (puisque H est un sous-groupe de
(), donc la relation obtenue peut s’écrire XY = 2TyH, ce qui montre bien que XY est une classe suivant
H (et plus particuliérement, la classe de 2Ty). De ce qui précéde, il résulte qu’en faisant correspondre & une
classe X et une classe Y l'ensemble XY, nous définissons une loi de composition dans I'ensemble des
classes suivant H et que cette loi peut étre caractérisée par la relation

:BHyH (zTy)H < cl(x cl cl(zTy).

Cette définition a un sens si et seulement si la classe cl(zTy) ne dépend pas du choix des représentants x et
y des classes cl(x) et cl(y), autrement dit si : pour z,y,2’,y’ € G,

xRz’

Ry } = 2TyRa'Ty . (2.1)

Si Vimplication (2.1) est vérifiee, on dit que la relation d’équivalence R est compatible avec la loi T' (cf.
chapitre 1). On ajoute la définition suivante :

Définition 2.3.8 La relation R est dite compatible a droite (respectivement a gauche) avec la loi T si

Va,y,z € G, xRy = xT2RyTz (respectivement xRy = zTxRzTy)

On a alors le

Théoréme 2.3.4 La relation R est compatible avec la loi de groupe si et seulement si elle est compatible a
droite et a gauche.

Preuve : Le sens non trivial se montre ainsi : 2Rz’ et yRy' = 2TyRx'Ty et o' TyRx'Ty = xTyR2'Ty’. m

On considére enfin le théoréme intermédaire suivant :

Théoréme 2.3.5 Il y a équivalence entre
1. La relation d’équivalence R est compatible a droite.
2. Il existe un sous-groupe H tel que xRy < 2Ty ' € H &y € Hx
Preuve : Si R est compatible a droite, 2Ry < 2Ty 'Re < zTy~! € cl(e) et on vérifie que H = cl(e) est

bien un sous-groupe de G. Réciproquement si on a 2., 2Ty~ ! € H < (#T2)T(yTz)~' € H, R est compatible
a droite. ]

Des deux théorémes précédents on déduit :

Théoréme 2.3.6 Soit (G,T') un groupe et R une relation d’équivalence dans G. Il y a équivalence entre :
1. c(x cl = cl(xTy) définit une loi de groupe sur G/R.
2. La relatwn R est compatible a droite et a gauche avec la loi de groupe.
3. 1l existe un sous-groupe H tel que
(a) Vx € G, tH = Hx < H est distingué dans G.
(b) 2Ry < 2Ty ' € H & x 1Ty € H.
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Pour conclure on donne la
Définition 2.3.9 Soit H <G. La relation R définie par
Ry < zTy te H

est appelée relation d’équivalence suivant le sous-groupe H. L’ensemble quotient G/R est alors un groupe
pour la loi naturelle, appelé groupe quotient, et se note G/H.

Exemple 2.3.5 Soit la relation R définie sur Z par 2Ry < Ik € Z/x —y = kn, R est une relation
d’équivalence. Cette relation est appelée relation de congruence modulo n. Deux entiers x et y en relation
sont dits congrus 'un a 'autre modulo n et on note alors = y mod n (ou = = y[n|). On remarquera que
x = 0 mod n si et seulement si n divise x.

Soit x appartenant & Z. On note par ¥ la classe d’équivalence de x pour la relation de congruence modulo
n. On note par Z/nZ Pensemble des classes d’équivalences de la relation de congruence modulo n. On peut
alors déduire des résultats précédents que Z/nZ est un groupe (abélien) pour laloi T+ 7 =z + v.

Si on considére Z/5Z = {0,1,2,3,4}, cela nous permet d’affirmer par exemle que 9 =4 +5=4+5=4+40=
440=4.

On définit sur R? la relation p par
(@, y)p(@,y) e x+y=a"+y

1. Montrer que p est une relation d’équivalence.
2. Trouver la classe d’équivalence du couple (0,0).

3. Soit f P'application de R? dans R définie par :

fi(zy) oty
Montrer que deux éléments de R? équivalents modulo p ont méme image par f et que deux éléments

non équivalents ont des images distinctes.

4. En déduire qu’entre I'ensemble quotient R?/p et R il existe une bijection g que 'on précisera.

Correction :
1. On montre aisément que p est réflexive, symétrique et transitive donc p est bien une relation d’équiva-
lence.
2. La classe d’équivalence du couple (0,0) est constituée par I’ensemble des couples (x,y) € R? vérifiant
x + 1y = 0. C’est ’ensemble des points situés sur la deuxiéme bissectrice du plan x0y.

3. Soient u,v € R?, alors upv < f(u) = f(v). On en déduit également que deux éléments non équivalents
ont des images distinctes.

4. g est D'application qui & une classe fait correspondre la somme des composants d’un représentant
quelconque de cette classe. g est injective d’aprés la question précédente. Par ailleurs, Vo € R, on peut

considérer que a est 'image de (5,§) € R? donc g est surjective et par conséquent bijective.

2.3.4 Homomorphismes de groupes
On doit & Marie Ennemond Camille JORDAN (1838-1922) le concept d’homomorphisme entre deux

structures :

Définition 2.3.10 Un morphisme de groupes ou homomorphisme de groupes (du grec homoios —
semblable et morphé = forme) est une application entre deux groupes qui respecte la structure des groupes.
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Plus précisément, si (G, T) et (G', %) sont deux groupes d’éléments neutres respectifs e et n, une application
f : G — G’ est un morphisme de groupes lorsque :

V(a,b) € G x G, f(aTh) = f(a)* f(b)

Un morphisme de groupes transporte la loi de groupe, et va ainsi conserver toutes les propriétés liées a cette
loi. Il est donc intéressant d’étudier comment se comportent les principaux objets de la théorie des groupes
par les morphismes.

Définition 2.3.11 Un isomorphisme f est un homomorphisme bijectif.

Proposition 2.3.10 Si (G,T) et (G',*) sont deuz groupes quelconques, et si f est un isomorphisme de G
sur G', alors =1 est un isomorphisme de G' sur G.

Preuve : Si f est un isomorphisme, alors f est une bijection, donc f~! aussi. Il suffit de montrer que f~! est
un morphisme de groupes. Soient x et 3 deux éléments quelconques de G’. On a alors : f(f = (2)Tf ' (y)) =
FUfF Y @) xf(f~Hy)) = x*y. Dot f~H(2)Tf 1 (y) = f~(xxy) et f~! est donc un isomorphisme de groupes
de G’ sur G. |

Définition 2.3.12 Lorsque G = G’, un homomorphisme est appelé endomorphisme et s’il est bijectif, on
parlera d’automorphisme.

Exemple 2.3.6
— L’application f: (Q*, x) — (Q*, x) définie par f(x) = ||z| est un morphisme de groupes :
flaxy) =z xyll =zl x lyll = f(=) x fy), Yo,y € Q*
L’application f: (R, x) — (R, +) définie par f(z) = Inz est un isomorphisme de groupes :
flxxy)=In(zxy)=Inz+Iny = f(z) + f(y), Vz,y € RT™.
— Soit a € R. L’application f, : (R,+) — (R™, x) définie par f,(z) = a est un isomorphisme de
groupes : on a
falz+y) =a" ¥ =a® x a¥ = fu(x) x fuly), Vz,y € R.
— L’application f : (R*, x) — (R*, x) définie par f(z) = 2 pour tout € R* est un homomorphisme ;
en effet
flaxy)=(zxy)?=2?xy® = f(z) x f(y), Yz,y € R*.
— Lapplication f : (C*, x) — (R*, x) définie par f(z) = |z| pour tout € C* est un homomorphisme,
car
fzxw)=|zxw|=|z| X |w = f(2) x f(w), Vz,w € C*.
L’application f : (R,+) — (R™, x) définie par f(z) = €* pour tout x € R est un isomorphisme, car
elle est bijective et
flx+y) ="M =¢" xe¥ = f(x) x fly), Vz,y € R.
L’application f : (R,+) — (C*, x) définie par f(z) = €@ pour tout € R est un homomorphisme,

car
fla+y) = emlty) = e2me 2 = f(a) x f(y), Yo,y € R.

Proposition 2.3.11 Lorsque G posséde un élément neutre e, l'image homomorphe f(e) = n est neutre
dans f(G). Sila loi T de G est associative, alors celle de f(G) l'est aussi. Si G est un groupe, son image
homomorphe f(G) en est aussi un et f(x=%) = [f(2)]7! : inverse de f(x) dans f(G) est l’image de l'inverse
de x dans G.
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Preuve : Si e est neutre dans G, f(e) x f(x) = f(eTz) = f(x) et f(z) *x f(e) = f(zTe) = f(x), donc
f(e) est neutre dans f(G). Si la loi T est associative, la loi x 'est aussi : f[aT(bT'c)] = f[(aTb)Tc|, donc

fla) * f(bTc) = f(a) * [f(b) x f(c)] et c’est aussi f(aTb) * f(c) = [f(a) * f(b)] x f(c). Enfin si  admet un
inverse 7! dans G, f(2Tz™') = f(e) = f(x) x f(z7!) et c’est aussi f(z~!) « f(x) : I'inverse dans f(G) de

f(x) existe et c’est f(x~1). En d’autres termes [f(x)]"! = f(z71). ]
On considére sur | — 1,1[ la loi 2Ty = 19:+ Y , montrer que (] — 1,1[,7) est un groupe
Ly

commutatif. Montrer qu’il est isomorphe a (R, +).

Correction : On montre sans grande difficulté que 1" est commutative (méme si ce n’est pas indispensable),
r+y+z+aryz
Ty + a2 + Yz
d’inverse —z. Le plus difficile est en fait de prouver que la loi T" est bien une Ici (loi de composition interne),
c’est-a-dire de prouver que | — 1, 1[ est stable par T. Siz < lety <1, (z—1)(y— 1) =2zy—2z—y—1 <0,

Ty
1+ 2y

< 1. Finalement, T" est bien une loi de groupe. On peut

associative <xT(yTz) = (2Ty)Tz = >, d’élément neutre 0, et tout élément x est inversible,

donc —(1 + zy) < x + y, et en divisant par 1 + zy qui est positif, on obtient —1 <

partant de —1 < x et —1 < y, on obtient Tty
1+ a2y

. De méme, en

également remarquer que th : R —] — 1, 1] est une application bijective vérifiant th(z + y) = th(z)Tth(y).
On peut en déduire immédiatement qu’il s’agit d’un isomorphisme de groupes.

Définition 2.3.13 Si G’ admet un élément neutre n, l'ensemble N des éléments de G dont l’image par f
est n s’appelle le noyau de f, noté Kerf. Limage de f est définie par Imf = f(G).

Exemple 2.3.7 Soient G = {¢g, ¢1, 02, @3, P4, 05}, G' = {do, d1} d’élément neutre ¢, et [ : G — G’ définie

par f(¢o) = ¢o, f(¢1) = o1, f(d2) = o, f(P3) = Po, f(Pa) = ¢1 et f(¢5) = ¢1. Alors, Kerf = {¢o, ¢2, 93}
et Imf =G

x
Montrer que x Tl est un endomorphisme de groupes de (R*, x). Déterminer son noyau et
x
son image. Méme question pour I'application 6 — ¢ (de (R, +) dans (C*, x)).
x x
Correction : 11 suffit de vérifier que Vz,y € R*, |—’ X ‘% = ﬁ, ce qui est vrai. L'image de ce morphisme
x Yy xy
est {—1,1}, et son noyau R*T.
i(0+0') _ _if

L’application 6 — €% est un morphisme car e = ¢%e? Son image est U (U est I’ensemble des nombres
dont le module est égal a 1) et son noyau 27Z = {2kn|k € Z}.

Proposition 2.3.12 Le morphisme de groupe [ est injectif si et seulement si le noyau de f n’est constitué
que de ’élément neutre de G.

Preuve : Soient z,y € G tels que f(x) = f(y); alors f(z) x f(y)™' = f(#Ty™!) = n cest-a-dire que
2Ty~ ! € ker(f). Par conséquent ker(f) = {e} si et seulement si Ty~ ! = e c’est-a-dire que x = y. ]

Soit G un groupe et a € G. Montrer que I'application  + aza™! est un automorphisme
de groupes de (G, x).
Correction : Comme a(zy)a~! = azalaya™!, Papplication est un endomorphisme de groupes. De plus, si
aza~! = e, alors ax = a, donc x = e, autrement dit le noyau de ce morphisme est réduit a I’élément neutre,
I'application est donc injective. Comme de plus un élément y a toujours un antécédent, en 'occurence a™'ya,
elle est également surjective, donc bijective. C’est donc un automorphisme de groupes, dont la réciproque

est d’ailleurs y — o 'ya.

-1
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Théoréme 2.3.7 Lorsque G est un groupe, le noyau N de f est un sous-groupe distingué de G.

Preuve : Notons e 'élément neutre de G. n = f(e) est neutre dans f(G). Soit w un élément de N et z dans

G :
faTuTz™b) = f(x)x flu)x f(x™) = f(@)*nx fla™") = [fx) xn] % fla™") = f(z)* f(a7!) =
f@Ta™') = f(e) = n.

Par conséquent zTuTz~! € N et donc N «G. [ ]
Cela implique d’apres la section sur la construction du quotient d’un groupe qu’on peut construire un groupe
quotient G/N = G /Kerf de loi compatible avec celle de G.

On a également le résultat important ci-desssous qui permet de compléter le théoréme 2.3.6 :

Théoréme 2.3.8 Soit (G,T) un groupe et H<G. L’application s définie par

s: (G, T) — (G/H,[T)

x — c(x)

est un morphisme de groupes. Il est surjectif. Son noyau est égal a H. Le morphisme s s’appelle la surjection
(ou projection) canonique de G sur G/H. On note parfois s = sp.

Preuve : s est une application puisque tout élément de G appartient a une et une seule classe d’équivalence ;
pour tout z,y € G on a s(zTy) = HaTy = HxHy = s(x)s(y) c’est-a-dire que s est un morphisme. s
est surjective puisqu’aucune classe d’équivalence n’est vide. [ |

Le théoréme suivant et qui utlise les résultats précédents est di & Emmy NOETHER (1882-1935)

Théoréme 2.3.9 (Premier théoréme d’isomorphisme ou théoréme de décomposition canonique)

Soient (G, T) et (G',*) deuz groupes et ¢ un homomorphisme de G dans G'. Il existe alors un isomorphisme
v de G/Ker(p) sur o(G) tel que ¢ = 1,5 ot s est la surjection canonique de G sur G/Ker(yp). On a donc
G/Ker(p) ~ ¢(G).

Preuve : Montrons que 'application v : G/Ker(y) — ¢(G) = Im(G) est un homorphisme bijectif.
1. v est bien définie. En effet, VHz, Hy € G/H tels que Hx = Hy, il vient que 27y~ ' € H = Ker(y)
donc p(xTy™ 1) = p(z) *x o(y) = = n d’oit p(z) = p(y) soit v(Hzx) = v(Hy).
2. v est un morphisme, pour tout Hz, Hy € G/H on a
v(Ha T |Hy) = v(HaTy) = o(Ty) = ¢(x) x ¢(y) = v(Hz) + v(Hy).
3. v est surjective par définition, il reste a prouver que v est injective. Pour tout Hz, Hy € G/H tels

que v(Hz) = v(Hy) on a p(x) = p(y). On en déduit que o(xTy~ ') = n don 2Ty~ ! € Ker(yp) et
Hzx = Hy. [ ]

Corollaire 2.3.1 Si ¢ est un homorphisme surjectif alors G/Ker(p) ~ G du fait que Im(p) = G'.

(non corrigé) Soit (A,+,0) un groupe abélien (commutatif) et soit H C A un sous-groupe

de A. Pour tout a € A, la classe de @ modulo H est définie par le sous-ensemble de A suivant
a+H={a+h,he Hf CA

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux classes soient égales (a + H = b+ H).
On note A/H Vensemble des classes modulo H :
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A/H ={a+ H,a € A}

2. Montrer que I’ensemble des classes modulo H forme une partition de A. Si, en outre, A est fini, montrer
que toutes les classes ont le méme cardinal. Combien y a-t-il de classes différentes dans ce cas?

On définit 1a loi de composition interne suivante entre deux classes :
(a+H)®(b+H)=(a+b)+H={a+b+h,he H}

3. Montrer que (A/H,®,0+ H) est un groupe abélien. Ce groupe est appelé le groupe quotient de A par
H.

(non corrigé)

1. Soit n € Z, montrer que nZ = {nk,k € Z} est un sous-groupe de (Z,+,0).
2. Montrer que tous les sous-groupes de Z sont de cette forme.

On note (Z/nZ,®,0 + nZ) le groupe abélien des classes modulo n. Pour tout k € Z, on notera k la classe
k + nZ de k modulo n.

3. Que vaut 137 ¢ 212 dans Z/13Z"?

4. “Arithmétique horlogeére” |Gauss| : “Je dois partir demain pour San Francisco a 9 heures. Le train
mettra 126 heures pour relier Nice a Vladivostok. Il faudra ensuite 358 heures au bateau pour franchir
le Golden Gate Bridge. En arrivant vais-je pouvoir manger mes pancakes favoris dans un café du port
dont les horaires d’ouverture sont 7 heures - 11 heures ?

2.3.5 Les groupes finis et ’exemple du groupe symétrique

Définition 2.3.14 Un groupe (ou sous-groupe) est dit fini si le nombre de ses éléments, appelé alors ordre
du groupe (ou sous-groupe), est fini. On notera |G| l'ordre du groupe G.

Définition 2.3.15 L’ordre d’un élément (on dit parfois période) a d’un groupe est le plus petit nombre
entier positif m tel que o™ = e (ou e désigne ’élément neutre ou identité du groupe, et a™ désigne le produit
de m copies de a). Si aucun m de la sorte n’existe, on dit que a est d’ordre infini.

Proposition 2.3.13 Si H est un sous-groupe fini de G et si x ety sont deuz éléments de G alors les classes
d’équivalence (a gauche ou a droite) de x et y pour la relation R ont méme nombre d’éléments et ce nombre
est égal au cardinal de H.

Preuve : Soit T la loi de composition interne de G et x un élément de G. Posons f : H — xH,h — f(h) =
xTh; Vapplication f est injective car si h et h' sont des éléments de H tels que f(h) = f(h') alors on a
Végalite xTh = xTh' < h = h' car x est régulier. f est aussi surjective car si y est un élément de zH, alors
il existe h € H tel que y = xTh et donc y = f(h). f étant & la fois injective et surjective, est bijective. Ceci
prouve que H et xH ont méme nombre d’éléments. Mais si y est un élément de G, yH et H auront aussi
méme nombre d’éléments. Donc zH et yH ont méme cardinal.

De méme on montrerait que toutes les classes a droite pour une relation R, issue d'un sous groupe H de
cardinal fini dans G, ont méme nombre d’éléments, ce nombre étant égal a |H|. |

Le théoréme qui vient maintenant et qui résulte en partie de la proposition précédente est fondamental en
algébre.

Théoréme 2.3.10 (Lagrange) Soit G un groupe fini. Si H est un sous-groupe de G, alors le cardinal de H
divise celui de G. On notera |G/H| ou |G : H| le nombre |G|/|H|. [G : H] s’appelle l'indice de H dans G.



2.3. LES GROUPES 43

Preuve : Soit donc H un sous-groupe de G. On considére la relation d’équivalence R associée a H. Elle nous
permet de définir une partition de G par des sous-ensembles de la forme xH ot x € G. On peut donc trouver,

G étant fini, un nombre n € N et z1,...,2, € G tels que {z1H,...,x,H} forme une partition de G. Mais
les sous-ensembles x; H ont tous, d’aprés la proposition précédente, le méme nombre d’éléments. De plus, ce
nombre est égal & |H|. Donc le cardinal de G s’écrit |G| = n|H]|. ]

On donne maintenant un corollaire du théoréme de Lagrange qui est absolument fondamental dans la théorie
des groupes finis.

Corollaire 2.3.2 Soit G un groupe. Soit g un élément de G d’ordre fini. Alors l'ordre de g divise [’ordre de
G.

Preuve : Soient G et g comme dans I'énoncé et soit n 1'ordre de g. Alors {g, g2, ...,¢" = e} est un sous groupe
de G. Cette affirmation est triviale & vérifier. De plus, par définition de ’ordre d’un élément dans un groupe, ce
sous-groupe est de cardinal n. Par application du théoréme de Lagrange, n est un diviseur du cardinal de G.l

Remarque 2.3.5 On peut se poser le probléme réciproque, a savoir : Si p est un diviseur de l'ordre du
groupe alors existe-t-il un élément d’ordre p dans G ou encore, existe-t-il un sous groupe d’ordre p dans G ?
La réponse est donnée par le théoréme de Cauchy pour les éléments d’ordre p et sous certaines conditions
sur p, et par le théoréme de Ludwig SYLOW (1832-1918), pour les sous-groupes d’ordre p, sous certaines
conditions sur p et sur G.

Définition 2.3.16 Un groupe, noté ici multiplicativement, est dit monogéne s’il contient un élément g tel
que tout élément de G s’écrive sous la forme g"™. On dit que le groupe est engendré par g. Un groupe
monogéne fini (possédant un nombre fini d’éléments) est dit cyclique.

Exemple 2.3.8 Dans C, ensemble des nombres complexes contenant le célebre nombre i tel que i2 = —1,
considérons G = {1,i,—1, —i} muni de la multiplication usuelle des nombres complexes : (G, x) est un
groupe commutatif; on peut établir sa table de Pythagore (ci-dessous).

X 1 T | =1 ] —1

1 1 v | =1 | —1

1 T | 1] = | 1
-1 -1 -] 1 v
—i | = | 1 v | —1

Un tel groupe est monogene (il est engendré par les puissances d'un de ses éléments : i (ou bien -i)). Ce
groupe monogéne de 4 éléments est fini et donc cyclique.

Plus généralement un groupe (G,T) d’élément neutre e, non réduit a {e} sera monogene s’il existe un
élément a de G distinct de e tel que G = {e,a,aTa,aTaTa,..., a™, .. .} en désignant par a™ le composé
de n éléments égaux a a (n non nul). Un tel groupe sera cyclique, 8’il existe un entier n non nul pour lequel
a™ = e. Le plus petit entier non nul vérifiant cette égalité est alors I'ordre du groupe.

Proposition 2.3.14 Soit |G| = p premier. Alors G est isomorphe a Z/pZ (en particulier, G est commutatif ).

Preuve : Soit x # 1 dans G, et soit H =< x > le sous-groupe engendré par z. Alors |H||G/H| = p, et comme
|H| > 1, |H| = p, et H = G. Or < 2 > est toujours un groupe cyclique; en fait, si < x > est fini, comme
c’est le cas ici, < x >=Z/dZ, ou d > 0 est le cardinal de < x >. Donc on a bien G =< x >~ Z/pZ. [
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Exemple 2.3.9
Le groupe additif (Z,+) des entiers relatifs est monogeéne (engendré par 1) mais il est infini donc non
cyclique.

— Dans (Q, x), 'ensemble des puissances entiéres d’'un nombre non nul a est un groupe monogeéne infini,
isomorphe & (Z, +) vu que a™™™ = a™ x a™. 1l suffit pour s’en convaincre de considérer ’ensemble des
puissances de 2.

Le groupe (Z/nZ,+) est monogéne (engendré par la classe de 1) et fini : ¢’est un groupe cyclique.

— Dans C, les racines n-iémes de 'unité constituent un groupe cyclique multiplicatif (pour la multiplica-

tion).

Remarque 2.3.6 Par définition, un groupe cyclique est fini mais un groupe fini n’est pas nécessairement
cyclique : on pourra considérer le cas du groupe symétrique ci-aprés ou encore le groupe de Klein.

On peut énoncer que, & un isomorphisme pres, (Z,+) est le seul groupe monogene infini. Et, & un isomor-
phisme preés encore, (Z/nZ,+) est le seul groupe monogeéne fini. Il suit que :

Proposition 2.3.15 Tout groupe monogéne (donc tout groupe cyclique) est abélien (commutatif)

On introduit ensuite un théoréme de Cauchy sur les groupes finis : ce théoréme fut également énoncé au-
paravant par Euler et Lagrange dans une formulation équivalente sans le secours de la notion algébrique de
groupe :

Théoréme 2.3.11 Dans un groupe fini E d’ordre n (c’est-a-dire ayant n éléments), si k est l'ordre d’un
sous-groupe F' de E, alors k divise n.

Preuve : utilisons la notation additive pour simplifier les écritures. Soit R la relation définie dans F par :
aRb = a—0b € F. 1l est clair que R est une relation d’équivalence dont les classes sont en nombre fini
(puisque E est fini). Dans E, b est en relation avec a si et seulement si b = a+u, u € F. Par suite, le cardinal
de toute classe est le cardinal k£ de F'. Et puisque les classes forment une partition de F, il s’ensuit que si p
est le nombre de classes, alors n = pk. [ |

On a en corollaire 'important résultat suivant :

Corollaire 2.3.3 Si G est un groupe fini d’ordre n d’élément neutre e, alors pour tout élément a de G :
(n) —
a\ =e.

Intéressons nous maintenant au groupe symétrique c’est-a-dire le groupe des permutations d’un ensemble
fini. Muni de la loi de composition des applications (loi “0”), I’ensemble des bijections d'un ensemble E
dans lui-méme, est un groupe, non commutatif si £ posséde plus de 2 éléments. L’application identique
1 est I'élément neutre du groupe. Lorsque E est fini et posséde n éléments, ces bijections s’appellent des
permutations (autrefois appelées substitutions) et leur groupe en posséde n! (factorielle n) : c’est un groupe
fini, appelé groupe symétrique de E souvent noté S, (S comme substitution). Il n’est pas cyclique.

Exemple 2.3.10 Lorsque F = {a,b,c}, le groupe symétrique de E, soit S3, posséde donc 6 éléments.
Désignons par zyz la permutation a — =, b — y, ¢ — z, on peut alors les écrire : ¢ = abc, ach, bac, bca,
cab, cba. Par exemple, par composition, on voit que bca est la permutation inverse de cab (symétrique de cab
pour la loi o) :

.cab:a—c,b—>a,c—b

.beca:a—bb—c,c—a

. beaoecab :a —a,b—b, c—c
C’est dire que bcaycab = i, soit beca™ = cab. On a la table suivante
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o abc | cab | bea | cba | acb | bac

abe || abe | cab | bea | cba | acb | bac

cab || cab | bea | abe | bac | cba | acb

beca || bea | abe | cab | acb | bac | cba

cba || c¢ba | acb | bac | abe | cab | bea

acb || acb | bac | cba | bea | abe | cab

bac || bac | cba | acb | cab | bea | abe

acb, bac et cba étant leur propre symétrique, ils ne peuvent engendrer le groupe. On vérifiera que bea®) =
cab® =i : le groupe n’est donc pas cyclique. Mais on peut noter que H = {abc, cab, bca} est un sous-groupe
cyclique de S3. A un isomorphisme prés, H est le seul groupe fini d’ordre 3; on peut 'identifier a Z/3Z.

Théoréme 2.3.12 (Arthur CAYLEY (1821-1895)) Tout groupe fini d’ordre n est isomorphe 4 un sous-
groupe du groupe symétrique Sy, (lequel posséde n! =1 x 2...(n —1) X n éléments).

Définition 2.3.17 Une permutation opérant sur (x,y, z,...,t,u) est dite circulaire pour signifier que
(z,y,2,...,t,u) est transformé en (y,z,...,u,x) : tout est décalé d’un rang et le dernier terme prend la place
du premier.

2.4 Les anneaux

Le terme est de David HILBERT (1862-1943).

2.4.1 Les anneaux

L’étude des anneaux trouve sa source dans la théorie des polynémes et la théorie des entiers algébriques.
Richard Dedekind fut le premier a introduire le concept d’anneau mais le terme “anneau” (ou plus précisément
le terme allemand Zahlring) a été utilisé en premier par David Hilbert en 1897. La premiére définition
axiomatique d’un anneau fut donnée par Abraham Adolf FRAENKEL (1891-1965) en 1914 et Emmy Noether
donna quant-a elle la premiére fondation axiomatique de la théorie des anneaux commutatifs dans son
remarquable article “Ideal Theory in Rings” en 1921.

Définition 2.4.1 On appelle ainsi un groupe abélien (A,~+) muni d’une seconde loi, souvent appelée multi-
plication, notée ici “x”, associative et distributive sur ou par rapport a la loi de groupe (addition), ¢’est-a-dire
que pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de A :

e (axb)xc=uax(bxc) (associativité)

eax(btc)=axbt+axcet(a+b)xc=axc+bxc (distributivité)

Par conséquent, un anneau est un triplet (A4, +, X) tel que :

e A est un ensemble;

e + est une loi de composition interne telle que (A, +) soit un groupe commutatif ; ce qui implique que
— la loi + est associative;
— A contient au moins un élément : I’élément neutre pour la loi 4, noté 0;
— tout élément a de A a un opposé, noté —a;
~ la loi + est commutative (a +b=0b+a);

e X est une loi de composition interne associative et distributive par rapport a + ;
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Remarque 2.4.1 Si seule est vérifiée 'égalité a X (b+¢) = a x b+ a X ¢, on parle de distributivité a gauche.
Si seule est vérifiée ’égalité (a+b) x ¢ = a x c+b X ¢, on parle de distributivité a droite. Mais pour un anneau,
on doit avoir la distributivité a gauche et & droite : on parle d’ailleurs parfois de double distributivité.

Définition 2.4.2 L’anneau est dit unifére (ou unitaire) si sa multiplication admet un élément neutre. Cet
élément est dit unité. 1l est dit commutatif si sa multiplication est commutative. L’élément neutre du groupe
est dit nul et souvent appelé zéro par analogie avec l'anneau (Z,+, X).

Exemple 2.4.1

L’ensemble des entiers relatifs, Z, muni de I’addition (la loi 4) et de la multiplication (la loi X) est un
anneau.
L’ensemble des entiers congruents modulo un nombre entier donné n est un anneau pour la loi provenant
de la congruence; il est noté Z/nZ.
Ainsi Z /27 pour les lois + et X est un anneau. 0 correspond aux nombres pairs et 1 aux nombres
impairs. On retrouve alors les résultats suivants :

Un pair plus un pair est pair (0 +0 = 0).
— Un impair plus un pair est impair (0+1=1+0=1).
— Un impair plus un impair est pair (1 +1 = 0).
— Un pair fois un entier quelconque est pair (0 x z = 0).
— Un impair fois un impair est impair (1 x 1 = 1).
Un corps (voir plus loin) est un cas particulier d’anneau. En particulier, ensemble des nombres ra-
tionnels muni de ’addition et de la multiplication usuelles est un anneau.
L’ensemble des réels s’écrivant a + bv/2, ol a et b sont des entiers relatifs, muni de addition et de la
multiplication usuelles est un anneau.
Les endomorphismes d'un espace vectoriel (applications linéaires de I'espace vers lui-méme) forment
un anneau, avec I’addition de fonction pour la loi +, et la composition pour la loi x. L’identité est un
élément neutre pour X, donc c’est un anneau unifére. Il n’est pas commutatif en général. C’est une
grande source de contre-exemples & des affirmations fausses sur les anneaux.

e Plus généralement les endomorphismes d’un groupe abélien forment un anneau.
e En particulier, 'ensemble des matrices 2 X 2 muni de ’addition et de la multiplication est aussi un

anneau non commutatif unifére.

e [’ensemble des polynomes a coefficients dans un anneau est aussi un anneau.
e L’ensemble des fonctions d'un ensemble dans un anneau muni des lois héritées de 'anneau (c’est-a-dire

(f +9)(@) = f(w) + g(x) et (f x g)(x) = f(x) x g(x)) forme un annean.

(non corrigé) Soit (A,4+, %) un anneau et A un homomorphisme de A vers un ensemble

muni de deux lois de composition internes (E, ®, ®). Prouver que I'image homomorphe (h(A), ®, ®) est un
anneau.

Un élément = d’un anneau A est dit nilpotent §’il existe un entier n > 1 tel que 2" = 0. On

suppose que A est commutatif, et on fixe z, y deux éléments nilpotents.

1.
2.
3.
4.

Montrer que xy est nilpotent.
Montrer que x + y est nilpotent.
Montrer que 14 — x est inversible.

Soient u, v € A tels que uv est nilpotent. Montrer que vu est nilpotent.

Correction : Soient n, m tels que 2™ =0 et y™ = 0.

1.

Puisque x et y commutent, on a (zy)" = 2"y" =0 x y" = 0.
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2. Remarquons d’abord que pour p > n, on a 2P = zP~"z™ = 0. D’apres la formule du binéme, (z +

n+m

y) T = Z ( n—]i;m ) 2Pyt m=F Mais, pour k > n, 2% = 0 = 2Fy"t"—k = 0. D’autre part, pour
k=0

k<mn,onan+m—k>metdoncy "t F =0 = zkyntm=k =0, Ainsi, (z+y)"*™ = 0. On pourrait

méme se contenter de prendre la puissance n +m — 1.

3. L’idée est d’utiliser 'identité remarquable (toujours valable dans un anneau)
l—azP=(1—-2)1+z+...+2P71).
Si on I’applique pour p = n, alors on obtient 1 — 2" =1 = (1 —z)(1 + 2+ ...+ 2" 1) ce qui implique
que 1 — z est inversible d’inverse 1 + 2 + ... + 2" L

4. Soit n > 1 tel que (uv)™ = 0. Alors (vu)"*! = v(uv)™u = v x 0 x u = 0. Ainsi, vu est nilpotent.

Soit A un anneau non nécessairement commutatif et soient a,b € A tels que 1 — ab soit

inversible. Montrer qu’alors 1 — ba est également inversible.
Correction : Soit ¢ I'inverse de 1 — ab. On a

(1 4+ bca)(1 —ba) =1 —ba+ bca — bcaba = 1 — ba + be(1 — ab)a =1 — ba + ba = 1
(1 =ba)(1+ beca) =1 —ba+ bea — babca =1 —ba + b(1 — ab)ca =1 — ba + ba = 1

Ainsi 1 — ba est inversible d’inverse 1 + bca.

Soit A un anneau commutatif. On appelle élément idempotent tout élément x € A vérifiant

LIZ‘QZZE.

1. Si A est le produit de deux anneaux B et C, montrer qu’il existe des éléments idempotents de A
distincts de 0 et de 1.

2. Supposons qu’il existe un élément b € A idempotent distinct de 0 et de 1. On pose c=1—b, B =bA
et C'= cA.

(a) Montrer que ¢ est idempotent et que bc = 0.

(b) Montrer que B et C sont stables pour I'addition et la multiplication de A. En déduire que B et
C' sont des anneaux non nuls.

(¢) Montrer que I'application
p:A — BxC
z = (bx,cx)
est un isomorphisme d’anneaux (qui permet d’identifier A avec B x C).
(d) Les anneaux B et C' sont-ils des sous-anneaux de A?
Correction :
1. Les éléments 04 = (0p,0¢) et 14 = (15, 1¢) sont des éléments idempotents, mais il en est de méme
des éléements (0p, 1¢) et (1p,0¢).
2. (a) Ona
A=01-b2=1-2b+>=1-2b+b=1-b=c
be=b1-b)=b—-b>=b—-b=0
ainsi ¢ est un élément idempotent de A et be = 0.
(b) Soient z,y € B, il existe 2/, y" € A tels que x = bz’ et y = by'. Alors x+y = bz’ +by = b(2'+¢') €
B et xy = ba'by’ = b(2'by’) € B. Ainsi B est stable pour 'addition et la multiplication et donc

leurs restrictions sont des lois de composition interne dans B. Comme ces lois sont commutatives,
associatives et 'une distributive sur 'autre dans A, il en est de méme de leurs restrictions a B. Et
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0 étant I’élément neutre pour I'addition dans A et appartenant a B, c’est I’élément neutre pour
l’addition dans B. Soit # € B, il existe b’ € A tel que x = bx’ et bx = bbx’ = bz’ = x donc b est
I’élément neutre pour la multiplication dans B. Ainsi B est un anneau commutatif non nul. De
méme C' est un anneau commutatif non nul.

(c¢) Soient z,y € A. On a
ez +y) = (blz+y),clz+y) = (br + by, cx + cy) = (b, cx) + (by, cy) = »(z) + ©(y)
p(xy) = (bzy, cay) = (baby, cxey) = (b, cx)(by, cy) = w(x)p(y)
Et o(1) = (b, ¢), qui est 1’élément neutre de B x C. Ainsi ¢ est un morphisme d’anneaux.
Soit x € A, on a

o) =0= (br,cx) =0=>br=cc=0=2=(b+c)z=0
Donc ¢ est injective.
Soit (z,y) € B x C, il existe 2’,y' € A tels que x = bz’ et y = cy’. Alors
oz +y) = (b(ba' + cy'), c(bx’ + cy)) = (b?2’ + bey’, cba’ + c2y') = (ba',cy’) = (x,vy)
Donc ¢ est surjective. Ainsi ¢ est un isomorphisme d’anneaux de A sur B x C.

(d) Les anneaux B et C ne sont pas des sous-anneaux de A car ils n’ont pas les mémes éléments unités
(voir section suivante).

2.4.2 Sous-anneau

Définition 2.4.3 Une partie B de A est un sous-anneau de A si, muni des opérations de A, B est lui-méme
un anneau. Pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que :

e B soit un sous-groupe de A,

e pour tout couple (u,v) d’éléments de B, u X v soit élément de B.

Exemple 2.4.2

(Z,+, x), anneau des entiers relatifs, est un sous-anneau de (Q, 4, X), anneau des nombres rationnels.

— Tout sous-groupe de Z contenant 1 est Z lui-méme. On en déduit que le seul sous-anneau de Z est 7Z

lui-méme.

Montrer que I’ensemble Z[iv/2] = {a + ibv/2/(a, b) € Z*} est un sous-anneau de C.

Correction : Tout est trés simple, il ne faut juste oublier aucune vérification : Z[zﬂ] contient 0 et 1, est
stable par somme et par produit, et par opposé, c’est un sous-anneau de C.

On consideére Z[v2] = {a + bv/2;a,b € Z}.

1. Montrer que (Z[v/2], +, X) est un anneau.

2. On note N(a + bv/2) = a® — 2b>. Montrer que, pour tous x,y de Z[v/2], on a N(zy) = N(z)N(y).

3. En déduire que les éléments inversibles de Z[v/2] sont ceux s’écrivant a 4 by/2 avec a? — 2b> = +1.
Correction :

1. Tl suffit de prouver que Z[v/2] un sous-anneau de (R, 4, x). Z[v/2] est

~ stable par la loi + : (a +bv2) + (a/ + V'V2) = (a +a') + (b + V' )V2.

— stable par la loi x : (a + bv/2) x (a' +0'v/2) = (ad’ + 200) + (ab’ + a’b)V/2.
— stable par passage a 'opposé —(a 4+ bv/2) = —a + (—b)V/2.

De plus, 0 et 1 € Z[v/2], ce qui achéve la preuve.

. Posons © = a + bv2 et y = a’ + b'/2. En tenant compte de la formule pour le produit obtenue a la

question précédente, on a N(zy) = (aa’ + 2b0')? — 2(ab’ + a’b)? = (aa’)? — 2(ab’)? — 2(a’b)? + (4bb')>.
D’autre part, N(z) x N(y) = (a? — 2b%)(a'2 — 20") = (ad)? — 2(ab)? — 2(a'b)? + (4bb').
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3. Soit @ = a + by/2. Supposons d’abord que z est inversible, d’inverse y. Alors N(zy) = N(1) = 1,
et donc N(z)N(y) = 1. Puisque N(x) et N(y) sont tous les deux des entiers, on a nécessairement

N(xz) = £1. Reéciproquement, si N(z) = +1, alors, en utilisant la quantité conjuguée : ——— =

a+bv2
a—byv2 ) . . )
a2 _om2 +(a — bV/2) ce qui montre que a + by/2 est inversible, d’inverse +(a — by/2).

Montrer que I’ensemble des suites réelles, muni de la somme et du produit terme par terme,

est un anneau. Quels sont ses éléments inversibles (pour le produit) ? Parmi les ensembles suivants, lesquels
en sont des sous-groupes ou des sous-anneaux :

1. suites bornées

2. suites monotones

3. suites convergentes

4. suites périodiques

5. suites divergeant vers 400

Correction : Le fait que I’ensemble des suites soit un anneau ne pose aucun probléme. [’associativité et
la commutativité des deux lois découlent de celles des opérations similaires sur les réels, puisqu’on fait les
sommes et produits terme & terme. L’élément neutre pour la somme est la suite nulle, et celui pour le produit
est la suite constante égale a 1. Enfin, 'opposé d’une suite (u,,) est la suite (—u,,). Les suites inversibles sont
celles qui ne s’annulent jamais, on peut alors inverser terme & terme.

1. Les suites bornées forment un sous-anneau de cet anneau : le sous-anneau contient les neutres, il
est stable par opposition (si m < u, < M) pour tout n, on a (—M < u, < —m), par somme (il
suffit de prendre la somme des bornes) et méme par produit (c’est un peu plus compliqué a cause
des changements de signes, mais en prenant le plus gros produit parmi les valeurs absolues des quatre
possibles, ¢’est un majorant du produit des deux suites).

2. Les suites monotones ne forment pas un sous-anneau, ce n’est pas stable par somme (une croissante
plus une décroissante, cela peut donner n’importe quoi).

3. Pour les suites convergentes, aucun probléme, les stabilités découlent des propriétés sur les limites de
suites.

4. Les suites périodiques forment aussi un sous-anneau : il contient les neutres (une suite constante est
périodique de période 1), stable par opposition (méme période) et par somme et produit (le produit
des deux périodes, par exemple, est alors une période).

5. Les suites divergeant vers +o0o ne forment pas un sous-anneau, ce n’est pas stable par passage & 'opposé.

2.4.3 Anneau intégre, diviseur de zéro

Définition 2.4.4 Un anneau est dit intégre si un produit nul nécessite que l'un des facteurs soit nul (égal
a l’élément neutre pour l'addition). Lorsqu’un produit a.b est nul alors que ni a, ni b le sont, on dit que a et
b sont des diviseurs de zéro.

Justifions cette appellation par un exemple fondamental :

Exemple 2.4.3 [’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 & termes réels muni de 1’addition et de la multi-
plication usuelles (M3(R), 4, X) est un anneau unitaire non commutatif et non intégre.
On a ce résultat étonnant puisqu’on est habitué & rencontrer un produit nul si et seulement si I'un des

facteurs est nul :
2 1 o 2 -1\ _ (00
-2 -1 -4 2 L0 0
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Le produit de deux matrices non nulles peut étre nul!

Exemple 2.4.4
— L’ensemble Z des entiers relatifs est un anneau intégre.
— L’anneau des congruences modulo 6 noté Z/67Z n’est pas intégre car on peut y écrire 3 x 2 =6 = 0.
— L’anneau Z/nZ x Z/nZ n’est pas intégre, (1,0) et (0,1) sont deux éléments non nuls dont le produit
est nul.

Ce dernier exemple découle de la proposition suivante :

Proposition 2.4.1 L’anneau des congruences modulo n noté Z/nZ est intégre si et seulement si n est
premier.

Preuve : Cette proposition est une conséquence directe de I'identité de Bézout (Etienne BEZOUT 1730-1783).
Supposons n premier, alors si a est un entier premier avec n, c¢’est-a-dire non multiple de n, il existe deux
entiers b et c tels que ab + nc = 1, ce qui signifie que la classe de a est inversible d’inverse la classe de b.

Réciproquement si n n’est pas premier, il existe deux entiers a et b différents de n et de 1 tels que leur produit
est égal & n. La classe de a ainsi que la classe de b sont donc des diviseurs de zéro. [ |

Soit E un ensemble. Montrer que (P(E), A, N) est un anneau. En préciser les éléments neutres,

les éléments inversibles (et leur inverse) pour chacune des deux lois. Cet anneau est-il intégre? Si F' C E,
(P(F),A,N) est-il un sous-anneau de P(FE)?

Correction : Les deux lois A et N sont internes, commutatives, associatives et distributives I'une par rapport
a l'autre. De plus, A posséde un élément neutre qui est (), N posséde pour élément neutre E, et tout élément
A de P(E) est inversible pour A, son inverse étant lui-méme puisque AAA = (A\A) U (A\A) = . On est
donc bien en présence d’un anneau.

Les éléments inversibles pour N sont les parties A de E telles qu’il existe B C E pour laquelle AN B = E.
Ceci ne peut se produire que si A = B = E, donc le neutre est le seul élément inversible pour N. Pour que
I’anneau soit intégre, il faudrait avoir AN B =0 = A = () ou B = (), ce qui n’est pas le cas (il suffit de
prendre A non vide tel que A est non vide, ce qu’on peut toujours trouver dans un ensemble comportant au
moins deux éléments). Enfin, (P(F),A,N) n’est pas un sous-anneau de E car il ne contient pas 1’élément
neutre pour l'intersection, bien qu’il soit lui-méme un anneau.

2.4.4 1Idéal d’anneau

En mathématiques, un idéal est une structure algébrique définie dans un anneau. Les idéaux généralisent
de facon féconde I'étude de la divisibilité pour les entiers. Il est ainsi possible d’énoncer des versions trés
générales de théorémes d’arithmétique tels que le théoréme des restes chinois ou le théoréme fondamental de
I’arithmétique, valables pour les idéaux. On peut aussi comparer cette notion a celle de sous-groupe distingué
pour la structure algébrique de groupe en ce sens qu’elle permet de définir la notion d’anneau quotient.

Définition 2.4.5 Un idéal d’anneau est un sous-groupe additif J d’un anneau A stable pour le produit par
un élément de A (seconde loi).

Par stabilité, on entend ici que pour tout a de A et tout x de J, les produits a X x et x X a sont éléments de
J. Une telle partie est souvent qualifiée de bilatére. Un idéal & gauche (respectivement & droite) se limite &
la condition a X x (respectivement z X a) est élément de J.

Exemple 2.4.5 Un exemple élémentaire est donné par les sous-groupes additifs de Z de la forme nZ,
ensemble des multiples de I'entier relatif n.
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Remarque 2.4.2 Un idéal joue, pour les anneaux, le méme role que les sous-groupes distingués pour les
groupes.
— Soient A et B deux anneaux et f un morphisme de A dans B, alors le noyau de f est un idéal bilatére.
— Soient A un anneau et I un idéal bilatére de A, alors le groupe quotient A/I peut étre muni d’une unique
structure d’anneau telle que la surjection canonique de A dans A/I soit un morphisme d’anneaux.
Soient A et B deux anneaux, ¢ un morphisme d’anneau de A dans B. Notons s ’application canonique
de A dans I'anneau quotient A/I et i le morphisme de f(A) dans B qui & b associe b. Alors, i est une
injection, s une surjection et il existe une bijection b telle que ¢ = i,b,s (on a utilisé le théoreme de
décomposition canonique avec v = i,b ou v est un isomorphisme de A/I sur ¢(A)).

Définition 2.4.6 Soient A un anneau commutatif unitaire, a un élément de A et I un idéal de A. Un idéal
I de A est dit premier si et seulement si le quotient de A par I est intégre et qu’il est différent de l'anneau
réduit a l’élément nul.

On peut exprimer cette définition & I’aide de la condition suivante :

Proposition 2.4.2 Un idéal I de A est premier si et seulement si ¢’est un idéal propre (différent de A) et
St

Ve,yc A, zycl=xclouyecl

Cette proposition est I’équivalent du lemme d’Euclide : “si un nombre premier divise le produit ab alors il
divise soit a soit b”.

Exemple 2.4.6 Si n est un nombre premier, I = nZ est un idéal premier. En effet, d’apres la proposition
2.4.1, Z/nZ est intégre ssi n est premier.

Définition 2.4.7 Soit A un anneau. Soit I un idéal de A.
o [ est dit principal a gauche s’il existe un élément a € I tel que, pour tout x € I, il existe un élément
yeAtel quex=yxa:I={xxa/xe A}. On note I = Aa.
e [ est dit principal a droite s’il existe un élément a € I tel que, pour tout x € I, il existe un élément
yeltelquer=axy:1={axz/xeA}. On note I =aA.
o [ est dit principal s’il est principal a la fois a gauche et a droite (ce qui est toujours le cas si A est
commutatif). Dans ce cas, on peut noter I = aA et I est forcément le plus petit idéal contenant a.

Exemple 2.4.7

— Pour tout entier relatif k, kZ = {kx/x € Z} est un idéal principal de Z.

— Un idéal n’est pas forcément principal. Par exemple, si A = C[X,Y], 'anneau commutatif des poly-
nomes a deux indéterminées a coefficients complexes, I’ensemble des polynémes ayant un terme constant
nul, noté (X,Y") car engendré par ces deux variables, est un idéal de C[X, Y], mais il n’est pas princi-
pal : si P engendrait (X,Y), X et Y seraient divisibles par P, ce qui est impossible, sauf si P est un
polynome constant non nul, ce qui est contradictoire.

Définition 2.4.8 Un anneau intégre dont tous les idéaux sont principaux est dit anneau principal.

Les anneaux principaux forment un type d’anneaux important dans la théorie mathématique de la divisibi-
lite. Ce sont les anneaux intégres (commutatifs unitaires non nuls) auxquels on peut étendre deux théorémes
qui, au sens strict, concernent I'anneau des entiers relatifs : le théoréme de Bachet-Bézout et le théoréeme
fondamental de I'arithmétique qu’on rappelle :

Théoréme de Bachet-Bézout : Si a et b sont deux éléments de A n’ayant pas d’autres diviseurs communs que
les éléments du groupe des unités de 'anneau, alors il existe u et v éléments du groupe tel que a X u+bxv = 1.
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Théoréme fondamental de ’arithmétique : Un anneau principal est un anneau factoriel, c’est-a-dire que
tout élément de I’anneau se décompose de maniére unique en un produit de facteurs irréductibles et d’une
unité (& un facteur inversible prés).

Exemple 2.4.8 7 ou 'anneau K[X] des polynémes sur un corps K sont des anneaux principaux.

Définition 2.4.9 Un anneau euclidien est un anneau disposant d’une division euclidienne. Un tel anneau
est toujours principal.

Exemple 2.4.9 Des exemples de cette nature sont donnés par
— I’ensemble des entiers relatifs Z,
I’ensemble des polynémes & coefficients dans un corps, par exemple celui des rationnels, réels ou com-
plexes.

Remarque 2.4.3 Tous les anneaux principaux ne sont pas euclidiens

2.4.5 Intersection, somme et produit d’idéaux

Proposition 2.4.3 Dans un anneau A, l'intersection de deux idéaux est un idéal. Et toute intersection
d’idéauz de A est un idéal de A. Un idéal est dit irréductible s’il ne peut s’écrire comme intersection de
deuz idéauz de A.

Définition 2.4.10 Comme pour un sous-espace vectoriel, on définit la somme K = I + J de deux idéaux
I et J d’un anneau commutatif A comme étant 'ensemble des éléments z de A s’écrivant x + y ol © est
élément de I et y élément de J.

Définition 2.4.11 Dans un anneau A, le produit de deuz idéauz I et J est l'ensemble des sommes finies
d’éléments de la forme x;y; ou x; est dans I et y; dans J.

On  vérifie  facilement  que  l'ensemble [J  ainsi  défini  est un  idéal de A

(non corrigé) Vérifier la chaine d’inclusion : IJ C (INJ)C (IUJ) C I+ J.

(non corrige)

1. Justifier que l'intersection de deux idéaux est un idéal.

2. Montrer par un exemple que la réunion de deux idéaux n’en est pas toujours un'!

3. Montrer que la somme de deux idéaux contient leur intersection. Etudier I’inclusion inverse.
4. Dans Z, quel est I'idéal défini par 18Z + 247,27 + 47,27 + 3Z7? (mot clé : pged)

Exercice 65| Le théoréme chinois dans un anneau commutatif

Soient I et J deux idéaux d’un anneau commutatif A tels que I + J = A.
1. Etablir que INJ = 1.J.

2. On consideére application ¢ : A — A/I x A/J qui & x € A associe le couple de ses classes modulo I
et J. Montrer que ¢ est un morphisme d’anneaux et déterminer son noyau.

3. Montrer que les anneaux A/IJ et A/I x A/J sont isomorphes.
Correction :

1. Soient z € I et y € J. Puisque [ et J sont des idéaux, on a xy € [ et zy € J, dou zy € I N J.
Puisque IJ est I'idéal engendré par les produits xy, © € I et y € J, et puisque I N .J est un idéal, on a
IJc({InJ).

Réciproquement, puisque I + J = A, il existe u € [ et v € J tels que u + v = 1 (élément neutre de A
pour la seconde loi). Soit x € INJ,onaalorsx =azu+av € [Jcarz e Jyucletx el velJ
Donc (INJ) C IJ. Ainsi INJ =1J.
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2. Soient 7y et m les surjections canoniques de A sur A/I et A/J respectivement. Ce sont des morphismes
d’anneaux et Vo € A,

p(x) = (mr(z), 71(x)).

Ona ¢(la) = (mr(1a),ms(1a)) = (Lajr, Lays) = 1ajrxays-
Soient z,y € A, on a

pe+y) = (mr(z +y),mi(e+y) = (mr(z) + 7 (y), mi(x) + 75(y)) =
(mr(2), m1(2)) + (71 (y), 71 (y)) = @(x) + (y)
pley) = (mr(zy), mi(zy)) = (mr(@)mr(y), mi ()7 (y) = (w1 (@), 7 (2) (71 (y), 71 (y)) = () e(y)

Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.
Soit x € A, on a

xEKeT(SO)<Z>80($):0<:>(7TI(:E),7TJ($))=0<:>{ 7”(90)2% @{ iig szelnJezell.

Ainsi le noyau de ¢ est l'idéal 1.J.

3. Puisque Ker(p) = IJ, ¢ induit par passage au quotient un morphisme injectif d’anneaux @ : A/IJ —
A/I x AJJ qui a x € A/IJ associe (m7(z'), 7;(2")) ou 2/ est un représentant de z dans A. De plus
Im(p) = Im(p), donc pour montrer que @ est surjectif, il suffit de montrer que ¢ est surjectif. Soit
(x,y) € AJI x A/J. Soient a’, 3y’ € A tels que = 7;(2’) et y = m;(y’). Soient w € I et v € J, on a

o(@'v+y'u) = (m7(2'v + y'u), 75 (2"v + y'u)) =
(mr(2")mr(v) + 7o (y ) mr(w), mp (@) my(v) + m(y )y (u) = (7r(2"), 7y (') = (z,y)

car my(u) =0 (uwel), mj(v) =0 (v e J), mr(v) =1et wy(v) =1 (u+v =1). Ainsi ¢ est surjectif.
En conclusion ¢ est un isomorphisme d’anneaux et les anneaux A/IJ et A/I x A/J sont isomorphes.

Exercice 66| (Théoéme des restes chinois) Soient deux nombres entiers p et g premiers entre eux.

1. Montrer que Z/pqZ est isomorphe au produit Z/pZ x Z/qZ.

2. Un général chinois est parti pour une bataille avec 386 soldats. A la fin du combat, il souhaite compter
ses troupes. Il leur ordonne de se mettre en rang de p soldats et il note le nombre de soldats formant la
derniére rangée incompléte. Puis il procéde de méme mais en les faisant se mettre en rang de ¢ soldats.
Quelles valeurs de p et g doit-il prendre ?

Expliquer comment il s’y prend finalement pour compter précisement ses soldats.

3. Que peut-on dire si p n’est pas premier avec ¢ 7
Correction : On rappelle que si p et ¢ sont premiers entre-eux, ppem(p, q) = pq = n et pged(p,q) = 1.

1. On considére 'application

©:2/pqZ — Z)pZ X L]qZ
a — (afp],alg])

ou alr| est le reste de la division euclidienne de « par r. Par exemple, si p =2 et ¢ = 3, ¢(15) = (1,0).
Cette application est un isomorphisme de groupes (voir exercice précédent). On remarquera que les
deux ensembles Z/pqZ et 7/pZ x Z/qZ ont le méme nombre d’éléments. On le constate en considérant
par exemple p=2et q=3:7Z/(2%x3)Z=7/6Z ={0,1,...,5} et Z/2Z x Z/3Z = {0,1} x {0,1,2}.

2. D’apreés les données, si x désigne le nombre de soldats vivants a la fin du combat, on a :
e x =pilp] & Ik € Z,x = kp+ p1 ou k et p; désignent respectivement le nombre de rangées de p
soldats et le nombre de soldats formant la derniére rangée incompléte,
ez =qlq & K € Z,x =Kq+ ¢ on K et ¢1 désignent respectivement le nombre de rangées de ¢
soldats et le nombre de soldats formant la derniére rangée incompléte.
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On a alors ¢(z) = (p1,¢1). ¢ étant un isomorphisme, on est assuré de l'existence et de l'unicité de
la solution recherchée pour p et ¢ donnés. p et ¢ sont premiers entre-eux donc d’aprés le théoréeme de
Bézout, on peut trouver u, v € Z tels que up+vg = 1. Ainsi, 2 = upr+vgxr = up(q1+k'q)+vq(p1+kp) =
upqr +vap1 + (upk’q +vgkp) = upgqr + vgp1 + Kn avec K = uk’ + vk € Z. Modulo n = pq, une solution
du probléme est donnée par x = upq; + vgp;.

. Si p et ¢ ne sont pas premiers entre-eux, le morphisme ¢ n’est qu’injectif. Il existe une solution au

probléme initial si et seulement si les données sont dans l'image, c’est-a-dire si et seulement si p; =
a1[pged(p, )] (ou ssi pged(p, g) divise p1 — q1).

2.5 Les Corps

C’est Richard Dedekind qui définit pour la premiére fois la structure de corps (Korper en allemand) et c’est
la raison pour laquelle un corps quelconque est souvent nommé K ou K. La structure de corps s’insére dans
une hiérarchie comprenant le monoide, le groupe, 'anneau, et donne lieu a la définition de I'espace vectoriel,
et de l’algebre.

De maniére informelle, un corps est un ensemble dans lequel il est possible d’effectuer des additions, des
soustractions, des multiplications et des divisions.

Définition 2.5.1 Un anneau dans lequel tout élément non nul admet un symétrique pour la multiplication
(souvent appelé inverse) est un corps. En particulier, un corps est un anneau intégre. Si la multiplication
(seconde loi) est commutative, le corps est dit commutatif.

Un corps est donc un ensemble K muni de deux lois internes notées en général + et x vérifiant

(K, +) forme un groupe commutatif dont I’élément neutre est noté 0,

(K\{0}, x) forme un groupe multiplicatif,

la multiplication est distributive pour l'addition (& gauche comme & droite) ¢’est-a-dire que
Va,b,ceK,ax (b+c)=axbt+axcet (b+c)xa=bxa+cxa

On parle alors du corps (K, +, x).

Définition 2.5.2 Un sous-corps d’un corps K est un sous-anneau K' de K tel que pour tout x de K', son
inverse soit élément de K'. On dit inversement que K est un sur-corps de K'.

Exemple 2.5.1

— R et C munis de leurs opérations usuelles sont des corps commutatifs.

C est un sur-corps de R.

(Q,+, z) est un corps commutatif, sous-corps de (R, +,x)

Le corps H de quaternions n’est pas commutatif (corps gauche).

Les nombres constructibles constituent un sous-corps de R.

Si p est premier, ’anneau Z/pZ des entiers modulo p est un corps fini (ayant un nombre fini d’éléments).
(Z,+, x) est un anneau commutatif intégre mais ce n’est pas un corps : les seuls éléments inversibles
(ayant un inverse) sont 1 et - 1.

(M32(R), 4+, x) n’est pas un corps (voir ci-dessus). La division, on le sait dans le calcul élémentaire,
n’est autre que la multiplication par l'inverse : dans le cas des matrices, on ne parle pas de diviseur mais
d’inverse. L’inverse (s'il existe) d'une matrice carrée A est une matrice notée A~! vérifiant A=! x A =
Ax A~V =1 ou I est la matrice uniteé.

Soit D l’ensemble des nombres décimaux (’ensemble des nombres admettant un représentant de la
forme a x 10" avec (a,n) € Z2. Par exemple 3/5, —7/4 et 1,237 sont décimaux. (D, +, x) est un
anneau intégre, sous-anneau de (Q,+, x). Ce n’est pas un corps, 3 par exemple est décimal mais pas
son inverse 1/3.
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Remarque 2.5.1 L’ensemble (Z,+x) n’est pas un corps car la plupart des éléments de Z* ne sont pas
inversibles : par exemple, il n’existe pas d’entier relatif n tel que 2n = 1 donc 2 n’est pas inversible.

Proposition 2.5.1 Les seuls idéauz d’un corps sont l'idéal nul et le corps tout entier. Réciproquement si A
est un anneau n’ayant comme seuls idéauz que l’idéal nul et lui méme alors A est un corps.

Preuve :
Supposons que K est un corps. Soit I un idéal non nul de A. Soit donc x un élément non nul de I. z
est, par définition d’un corps, inversible dans K. Soit ™! I'inverse de = dans K. 7!z est, par définition
d'un ideal, élément de I. Mais 'z est égal a 1’élément unité de K. Donc 1 € I et I = K.

— Réciproquement, supposons maintenant que les seuls idéaux de 'anneau A sont l'idéal nul et A tout
entier. Il nous suffit de montrer que tout les éléments non nuls de A sont inversibles. Soit = # 0 un
élement de A. Soit (z) I'idéal engendré par z. Comme x n’est pas nul, cet idéal n’est pas nul non plus.
Il est alors égal & A tout entier. L'unité de A est donc élément de (x). Ceci signifie qu'’il existe y dans
A tel que xy = 1. z est donc inversible d’inverse y. ]

Définition 2.5.3 Un corps fini est un corps (commutatif) dont le cardinal est fini. A un isomorphisme
pres, un corps fini est entierement déterminé par son cardinal qui est toujours de la forme p", une puissance
d’un nombre premier. Ce nombre premier n’est autre que sa caractéristique et le corps se présente comme
lunique extension simple du corps premier Z/pZ de dimension n.

Théoréme 2.5.1 Théoréeme de Wedderburn (Joseph WEDDERBURN 1882-1948) Tout corps fini est com-
mutatif.

Preuve : http ://www.math.mcgill.ca/chenever/PDF /Wedderburn.pdf ]

Exercice 67| Soit A un anneau intégre de cardinal fini. Montrer que A est un corps.

Correction : Soit a € A non nul. I’application

Ha: A — A
xr = ar

est injective. En effet, puisque A est un anneau intégre et a est non nul, pour tous z,y € A, on a pu(x) =
o(y) = ar=ay=ar—ay=0=alr—y)=0=>2x—y=0=z=y.

Et comme A est un ensemble fini, toute injection de A dans A est une bijection. Ainsi p, est bijective. Soit
b € A lantécédent de 1 par pg. Alors ab = pg(b) = 1. Et puisque A est un anneau commutatif, on a ba = 1
et b est I'inverse de a. Ainsi A est un corps.

Soit SK un sous-corps d’un corps commutatif K. Soient P,Q € SK[X], P irréductible. On
suppose que P et @, considérés comme éléments de K[X], ont une racine commune. Montrer que P divise
Q.

Correction : Soit D un pged de P et @ dans SK[X]. L’algorithme d’Euclide est identique que I'on considére
les polynomes P et @@ dans SK[X] ou dans K[X], donc D est un pged de P et @@ dans K[X]. Puisque P et
Q) ont une racine commune dans K, ils ne sont pas premiers entre eux et ainsi D est distinct de 1. Or P est
irréductible dans SK[X], donc il existe A € SK\{0} tel que D = AP. Ainsi P divise Q.

Autre méthode : puisque P et @ ont une racine commune dans K, il existe un idéal I de K[X] distinct
de K[X] contenant P et (). On pose J = I/SK[X], c’est un idéal de SK[X], distinct de SK[X] (sinon 1
appartiendrait & J, donc a I et alors [ serait égal a K[X]) et contenant P et Q. Puisque SK[X] est principal
et P est irréductible, J est I'idéal engendré par P, donc P divise Q.



