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Chapitre 1

Ensembles, relations d’équivalence et
applications

1.1 Introduction

Depuis le début du XX€ siecle, I'utilisation du vocabulaire de la théorie des ensembles a permis de cla-
rifier, simplifier, unifier toutes les mathématiques. Depuis de nombreuses années, ce vocabulaire s’est fixé et
est devenu la langue universelle de ceux et celles qui font ou utilisent des mathématiques. Son emploi induit
des modes de raisonnement simples, clairs, généraux, et I’étudiant peut ainsi cheminer sur une voie siire. Le
but est ici d’exposer un vocabulaire et des propriétés utilisables et utilisés dans tous les domaines des ma-
thématiques, sans masquer inutilement la puissance de leus généralité, mais également sans développement
stérile.

On développera dans cette partie les notions suivantes :
— les objets fondamentaux de 1’algébre que sont les ensembles,
— les relations, qui mettent en liaison des éléments de deux ensembles ou d’'un méme ensemble,
— les applications, qui & chaque élément de I’ensemble de départ, associent un élément et un seul de
I’ensemble d’arrivée.

1.2 Ensembles

1.2.1 Eléments de logique

Définition 1.2.1 Une assertion (ou propriété) p peut étre vraie (V) ou fausse (F), une table de vérité
consignant ces deux possibilités.

p| VI|F

Un théoréme, une proposition, sont des assertions vraies.

Définition 1.2.2 La négation d’une asssertion p est l'assertion notée non p ou —p (ou |p), définie dans la
table de vérité ci-dessous :

P VIF

nonp | F|V

Définition 1.2.3 les connecteurs logiques “et” (conjonction), “ou” (disjonction), “=" (implication), “=" (équi-
valence) sont définis par
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Pl q|petq|pouqg | p=q|p=q
ViV vV vV vV vV
V| F F 14 F F
FlV F vV vV F
F\|F F F vV vV

Remarque 1.2.1
— “et” peut se noter A. “ou” peut se noter V.

Il peut étre commode de noter { }(; au lieu de “p et ¢".

Dans l'implication p = ¢, p s’appelle 'hypothése et ¢ la conclusion.
L’implication ¢ = p s’appelle la réciproque de 'implication p = gq.
On peut exprimer p = ¢ de 'une des fagons suivantes :

e pour que p, il faut que g,

e pour que g, il suffit que p,

e si p, alors g,

e p est une condition suffisante (CS) pour ¢,

e ¢ est une condition nécessaire (CN) de p.

L’équivalence logique p < ¢ peut s’exprimer par :

e pour que p, il faut et il suffit que g,

e p est une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour g,

e p si et seulement si (ssi) g.

Définition 1.2.4 Un théoréme de logique, appelé aussi tautologie, est une assertion vraie quelles que
sotent les valeurs de vérité des éléments qui la composent.

Exemple 1.2.1
1. (poup) < p,

2. (petp) = p,

3. p ou (non p) (tiers exclu)

4. non (p et (non p)),

5. p=p,

6. p<=p,

7. (non (non p)) = p,

8. (pet (p=q)) = q) (régle d’inférence ou syllogisme),

9. (p=q) < ((non p) ou ),
10. (p = ¢q) < ((non q) = (non p) (principe de contraposition),
11. (non (p ou q)) < ((non p) et (non ¢q)) (loi de Morgan),
12. (non (p et q)) < ((non p) ou (non ¢q)) (loi de Morgan),
13. (non (p = q)) < (p et (non ¢)) (négation d’une implication),
14. (pet getr) < (pet (qetr)) (associativité du “et”),
15. (p ou g our) < (p ou (g ou r)) (associativité du “ou”),
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16. (pet gour) < (pour)et (qour)) (distributivité de “ou” sur “et”),
17. (pougetr)< (petr)ou(qetr)) (distributivité de “et” sur “ou”),
18. ((p=q) et (¢ =r)) = (p=r) (transitivité de I'implication),

Ilustrer & I'aide d’une table de vérité le théoréme de logique relatif & la négation d’une impli-

cation.

Correction :
p|a|p=q|non(p=q) [nongq]|pet(nongq) | (non (p=q)) < (pet (non q))
V|V v F F F \Y
VI|F F \% \% A% v
F |V \Y F F F \Y
F|F \Y F \Y F A%
Montrer que la proposition composée p V —p est une tautologie.
Correction :
p|p|pVp
F \%
F|V \%
Montrer que la proposition composéee p A —p est une contradiction.
Correction :

p|p|pPATP
F F
F |V F

(non corrigé) Prouver chaque théoréme de logique proposé précédemment a 1’aide d’une table
de vérité.

(non corrigé) Montrer les théorémes de logique suivants :
L (peq) < (@ep),
2. pe(g=r) e ((petq =r)

3. p=q =% peq,
q:>r p<:>7”
ij q<:>r

4. (pougq)=) & ((p=r)et (g=1)).

Exercice 6| (non corrigé) Nier les propositions suivantes :

1. Tous les hommes sont mortels.
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Je mange beaucoup et je ne grossis pas.

Dans toute école, il y a un éléve qui n’aime aucun professeur.
S’il pleut, je joue aux dominos ou je vais au cinéma.

En septembre, tous les jours, il a plu et il y a eu du brouillard.
Si je ne me trompe pas, tu es riche et célébre.

Si tu travailles bien et si tu es doué, tu réussis tes examens.

Il existe un pays dont chaque ville posséde un quartier mal famé.

© ® N o ok W N

Toutes les suédoises sont blondes et ont les yeux bleus.

H
e

Tout homme, quand il est amoureux, devient stupide.

11. Dans tout livre, une page au moins compte plusieurs coquilles.

(non corrigé) Compléter les phrases suivantes par “il faut”, “il suffit” ou “il faut et il suffit” :
1. Pour qu’'un quadrilatére soit un carré, ... qu’il soit un rectangle.
. Pour qu’un triangle soit équilatéral, ... qu’il ait deux angles de 60°.
. Pour qu’un rectangle soit un carré, ... qu’il soit un losange.
. Pour qu’un quadrilatére soit un losange, ... qu’il soit un carré.

2

3

4

5. Pour qu’un parallélogramme soit un losange, ... que ses diagonales soient perpendicualires.

6. Pour qu’un quadrilatére soit un parallélogramme, ... que ses diagonales se coupent en leur milieu.
7

. Pour que la vitesse moyenne d’un automobiliste sur un certain trajet soit supérieure a 90km/h, ... que
sa vitesse instantanée ait été & un moment supérieure a 90km /h.

8. Pour que la vitesse moyenne d’un automobiliste sur un certain trajet soit supérieure & 90km /h, ... que
sa vitesse instantanée ait été constamment supérieure a 90km /h.

1.2.2 Ensembles

On commence tout d’abord par présenter les quantificateurs universels V et 3.

— le quantificateur V se lit “pour tout” ou “quel que soit”.

(Vx € E, P(x)) se lit : “pour tout = appartenant a F, on a P(x)”

— le quantificateur 3 se lit “il existe au moins un élément”.

(Jx € E, P(z)) se lit : “il existe au moins un élément x appartenant & E tel que 1'on ait P(x)

Remarque 1.2.2
— La notation 3! signifie “il existe un unique élément”.
— La lettre affectée par un quantificateur est muette, elle peut étre remplacée par n’importe quelle lettre
n’ayant pas déja une signification :
(va € B, P(z)) < (¥ € E, P(y)),
(3x € E,P(z)) & (Jy € E, P(y)).

— Les quantificateurs permettent également d’exprimer la négation d’une phrase quantifiée & savoir



1.2. ENSEMBLES 5

(non (Vx € E, P(x))) < (3z € E,non P(x)),
(non (3x € E, P(x))) < (Vx € E,non P(x)).

— Dans une phrase quantifiée, on ne peut pas a priori modifier 'ordre des quantificateurs. Par exemple
(Vz € N,Jy € N,z < y) est vraie mais (Jy € N,Va € N,z < y) est fausse.

Cependant, si les ensembles E et E’ sont fixés :

(Vo € E,V2' € E', P(x,2')) & (Vo' € E',Vx € E, P(x,2'))
et

(Jz € E,32' € F', P(x,2')) & (32’ € E', 3z € E, P(x,2))

Soit F' ’ensemble des femmes et H celui des hommes et M (z,y) la proposition “x est ma-
rié & y”. Enoncer par des phrases correctes les propositions

(Jy € H)(Vx € F)M(z,y)
et
(Vx € F)(Jy € H)M (z,y)

Ces deux propositions ont-elles le méme sens ?

Correction : La proposition (Jy € H)(Vzx € F)M(x,y) peut se traduire par “il existe au moins un homme
qui est marié avec toutes les femmes”.

La proposition (Vo € F')(3y € H)M (z,y) peut se traduire par “chaque femme est mariée avec au moins un
homme”.

Ces deux propositions n’ont bien évidemment pas le méme sens.

Définition 1.2.5 En théorie des ensembles, un ensemble désigne intuitivement une collection d’objets (que
lon appelle éléments de l’ensemble), “une multitude qui peut étre comprise comme un tout”, comme
l’énongait le créateur de cette théorie, le mathématicien Georg CANTOR (1845-1918).

Ceci était particuliérement novateur, s’agissant d’ensembles éventuellement infinis (et ce sont ces derniers
qui intéressent Cantor).

Un ensemble peut étre vu comme une sorte de sac virtuel entourant ses éléments, ce que modélisent bien les
diagrammes de Venn. Souvent (ce n’est pas toujours possible), on essaye de le distinguer typographique-
ment de ses éléments, par exemple en utilisant une lettre latine majuscule, par exemple “E” ou “A”, pour
représenter I’ensemble, et des minuscules, telles que “2” ou “n”, pour ses éléments.

Les éléments peuvent étre de n’importe quelle nature : nombres, points géométriques, droites, fonctions,
autres ensembles . .. On donne donc volontiers des exemples d’ensembles en dehors du monde mathématique.
Par exemple, lundi est un élément de ’ensemble des jours de la semaine, une bibliothéque est un ensemble
de livres, etc.

Un méme objet peut étre élément de plusieurs ensembles : 4 est un élément de I’ensemble des nombres entiers,
ainsi que de l’ensemble des nombres pairs (forcément entiers). Ces deux derniers ensembles sont infinis, ils
ont une infinité d’éléments.

Ce qui est manifestement en jeu au premier chef dans la notion d’ensemble, c’est la relation dgapparte—
nance : un élément appartient & un ensemble. Ce sont les propriétés de cette relation que I'on axiomatise en
théorie des ensembles, et il est assez remarquable que 'on puisse s’en contenter pour une théorie qui peut
potentiellement formaliser les mathématiques (ce qui n’était pas encore clair & ’époque de Cantor).

Définition 1.2.6
e On appelle ensemble vide, et on note (), un ensemble ne contenant aucun élément. Il n’eriste qu’un
seul ensemble vide.
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e Si x est un objet quelconque, on appelle singleton x ou ensemble réduit a x, et on note {x},
l'ensemble ne contenant qu’un seul objet, qui est égal a x.

e Par extension, on peut définir un ensemble fini en énumérant ses éléments : {a,b, ..., z}.

e Si P(x) est un prédicat, on note {x; P(x)}, ou {x/P(x)}, ou {x, P(x)}, l'ensemble des éléments x tels
que l'assertion P(x) soit vraie. Attention, tous les prédicats ne peuvent pas définir un ensemble.

On désigne généralement les ensembles les plus usuels par une lettre en gras ou a double barre :
— N I’ensemble des entiers naturels,
— N* ’ensemble des entiers positifs,

Z ’ensemble des entiers relatifs (positifs, négatifs ou nuls),

— Z* l'ensemble des entiers différents de 0,

— Q I’ensemble des nombres rationnels (g, pEZ,q€E Z*),

R P’ensemble des réels,

— R I’ensemble des réels positifs,

— R* ’'ensemble des réels autres que 0,
— C I’ensemble des nombres complexes.

Définition 1.2.7 Soit E un ensemble, on appelle élément de E tout objet appartenant o E, et on note
reFE.

Dans la suite, on utilisera souvent la notion de famille d’objets.
Définition 1.2.8 On appelle famille d’ensembles (E;);cr, avec Vi € I, E; C E, lapplication

I - FE

Une famille est appelée suite dans le cas particulier ot I est 'ensemble N des entiers naturels, éventuellement
privé d’un nombre fini d’éléments.

Exercice 9] Ecrire en extension (c’est-a-dire en donnant tous leurs éléments) les ensembles suivants :

A= {nombres entiers compris entre v/2 et 27r},

B:{azE(C; EI(n,p)ENXN,x:net1§p§2n§7}.
p

23 3
=,2,1,5,2,30.
73)47’27 73}

Définition 1.2.9 On dit qu’'un ensemble E est une partie d’un ensemble F, ou que E est un sous-
ensemble de F', ou que E est inclus dans F', ou que F' est un sur-ensemble de E, et on note E C F, si
tout élément de E est ausst élément de F'.

1
Correction : On a A =1{2,3,4,5,6} et B = {27

ol W

Remarque 1.2.3 Soit E un ensemble. Alors E et () sont des parties de E.

Notation : Soit E un ensemble, on note P(E) I’ensemble des parties de E.

Ecrire I’ensemble des parties de E = {a, b, c, d}.

Correction: P(E) = {0, {a}, {b},{c},{d},{a, b}, {a,c}, {a,d},{b,c},{b,d}, {c,d},{a,b,c},{a,b,d}, {a,c,d},{b,c,d}, 1

Définition 1.2.10 Soit E un ensemble. On appelle partie propre de E toute partie de E distincte de E et
de 0.
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Introduisons maintenant les notions de réunion, d’intersection, de complémentation, de différence et de
différence symétrique.

Définition 1.2.11 Soient A et B deux sous-ensembles de E.
e On appelle réunion de A et B, et on note AU B, l'ensemble formé par les éléments de A ou les

éléments de B.
AUB:{:UEE/:EEAouxEB}I

o On appelle intersection de A et B, et on note AN B, l’ensemble des objets appartenant a la fois a A

et a B.
AﬂB:{er/xeAet:ceB}I

e Deux sous-ensembles A et B de l'ensemble E sont dits complémentaires si leur réunion est I’ensemble
E et leur intersection [’ensemble vide :

AUB=F etAmB:@)I

On note alors B = C’é ou B=A ou B = A°.

e On appelle différence de A et B, et on note A\B (ou A — B), l’ensemble des éléments de A qui
n’appartiennent pas a B soit AN B€.

e On appelle différence symétrique de A et B, et on note AAB, la réunion de A\B et B\ A.

Exemple 1.2.2 Posons E = {1,2,3,4}, A= {1,2} et B=1{2,3}. On a alors AUB = {1,2,3}, AnNB = {2},
Ac={3,4}, B ={1,4}, A\B = {1}, B\A = {3} et AAB ={1,3}.

Remarque 1.2.4
— Les définitions de la réunion, de 'intersection et de la différence symétrique sont symétriques en E et
F.
— Les définitions de la réunion et de l'intersection se généralisent & une famille quelconque d’ensembles
(Bi)ier :
UE; = {x;ﬂz’ el,xe Ez}
NE; ={x;Vie I,x € E;}

Propriété 1.2.1 Soient A, B, C des ensembles quelconques. On a les propriétés suivantes :
ANB=BNA , AUB=BUA (commutativité)

(ANB)NC=An(BNC) , (AUB)UC =AU (BUC) (associativité)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) , Au(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivité)
AUA=A , AnA=A

(AcCetBCC)=(AUB)CC

(CCcAetCCB)=CC(ANB)

ACB=C\BCcC\A

ACB= A\CcCB\C

A=(ANB)UA\B

Propriété 1.2.2 (Lois de Morgan) Quels que soient les sous-ensembles A et B de E, on a

(AUB)¢ = A°N B°
(AN B)¢ = AU B°
On dit qu’il existe une dualité entre les opérations de réunion et d’intersection.

Propriété 1.2.3 (Généralisation) Soient I C N un ensemble et (A;)icr une famille de parties de E. Les lois
de Morgan ci-dessus s’étendent a une famille de parties de E sous la forme :
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(Uz Ai)c = ﬂz A;’
(N; A =U; Af

(non corrigé) On appelle fonction caractéristique de A (partie de l’ensemble E) une ap-
plication f de E dans ’ensemble & deux éléments {0, 1} telle que

flx)=0siz ¢ A
flz)=1size A

Soient A et B deux parties de F et leurs fonctions caractéristiques f et g. Quels sont les ensembles Ap, Ao
et Az dont les fonctions caractéristiques sont

1. 1-f,
2. fg,
3. f+g9—fg.

Définition 1.2.12 Soient E un ensemble et (E;);cr une famille de parties de E. On appelle recouvrement
de E la réunion E = U; F; c’est-a-dire que Vo € E, 3E; tel que x € E;. Si de plus

-V, j)elIxI,i#j=ENE; =0,

— les E; sont tous non vides.
on dit que les E; forment une partition de E.

Exemple 1.2.3 Dans le cas E = R? les perpendiculaires 4 I’axe (0x) aux points d’abscisses 21, 2, . . ., Tn, - - -,
Vz; € R forment une partition de E.

Introduisons enfin la notion d’ensemble-produit :

Définition 1.2.13 Soient deuz ensembles A et B et deuzx éléments a et b avec a € A et b € B. L’ensemble
des couples (a,b) pris dans cet ordre est appelé produit cartésien des ensembles A et B. On le note A x B.

Remarque 1.2.5 La précision de 'ordre a puis b n’est pas superflue. Tout couple appartenant & A X B est
constitué d’un élément appartenant & A puis d'un élément appartenant a B. (b,a) n’est pas en général un
élément de A X B (ce n'est le cas que sia et b€ AN B).

Définition 1.2.14 Soit (E;)cr une famille d’ensembles. On note E;, et on appelle ensemble-produit des
E;, Uensemble des familles (x;)icr avec x; € E;.

Si les F; sont en nombre fini, par exemple I = {1,2,...,n}, on peut noter E = E; X Fy X ... FE,. Si de plus
tous les F; sont égaux, on peut écrire £ X F x ... x E = E".

1.2.3 Lois de composition

Définition 1.2.15 Etant donnés trois ensembles E, F et G (non vides), toute application de E x F (produit
cartésien de E par F) vers G est appelée loi de composition de E x F o valeurs dans G.

Définition 1.2.16 Une loi de composition interne - lci - (ou simplement loi interne) dans E est une loi
de composition de E x E a valeurs dans E (cas E =F = G).

Exemple 1.2.4
— L’addition est une loi interne dans N, ensemble des entiers naturels,
— la soustraction n’est pas une loi interne dans N, 2 — 3 n’est pas un entier naturel, mais elle en est une
dans Z, ensemble des entiers relatifs.
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Définition 1.2.17 Une loi de composition externe (ou simplement loi externe) dans E est une loi de
composition de F' X E a valeurs dans E, ot F est un ensemble distinct de E. Une telle loi a valeurs dans F
est ausst appelée action de F sur E. L’ensemble F est alors le domaine d’opérateurs. On dit aussi que F'
opére sur F.

Pour simplifier, on donne un nom et une notation pour désigner la loi de composition : si ¢ est 'image
du couple (a,b) par la loi de composition notée T', on note ¢ = aTb. Lorsque la loi s’apparente & une
multiplication on la note souvent x. L’appellation opération est généralement utilisée et réservée pour les
lois de composition interne.

Exemple 1.2.5
— La multiplication d’un vecteur par un nombre réel ot F' est généralement un corps (voir plus loin), dit
corps de scalaires, est une loi de composition externe d’un espace vectoriel.
— L’application qui & tout couple (E, F') d’ensembles, associe 'ensemble E x F' pourrait étre considérée
comme une loi de composition interne dans I’ensemble de tous les ensembles. Hélas, ce dernier ensemble
n’est pas un ensemble . ..

Définition 1.2.18 Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne T .
e Si, pour tout couple (x,y) d’éléments de E, on a xTy = yTz, la loi T est dite commutative.
e Si, pour tout triplet (x,y, z) d’éléments de E, on a (xTy)Tz = 2T (yTz), la loi T est dite associative.
o Soit e € E vérifiant Vx € E, xTe = ez = x, on dit alors que e est un élément neutre de E pour la
loi T

(non corrigé) Soit 'ensemble des parties d’un ensemble & deux éléments, par exemple F =
P({0,1}). Donc, E = {0,{0},{1},{0,1}}. On considére les lois de composition “x” suivantes sur I’ensemble

E.

Réunion : AxB=AUB

— Intersection : AxB=ANB

— Différence symétrique : Ax B = AAB = (A\B) U (B\A)
— Réunion des complémentaires : Ax B = A°U B¢
Intersection des complémentaires : Ax B = A°N B¢
Pour chacune d’entre elles :

1. Ecrire la table de composition de la loi .

2. L’ensemble E posséde-t-il un élément neutre pour la loi %7
3. La loi est-elle associative ?

4. La loi est-elle commutative ?

5. Répondre aux questions 2. 4 4. en remplacant F par I’ensemble des parties d’'un ensemble quelconque.

(non corrigé) Sur E = {a,b,c} on définit une loi de composition interne * par sa table

de Pythagore :

1. Calculer (a*b)*cet (ax*c)x*b.
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2. Trouver les propriétés de cette loi (commutativité, associativité).

3. Admet-elle un élément neutre ?

(non corrigé) On munit R de la loi de composition interne * définie par :
Vo, y €ER, xxy=ay+ (22 — 1)(y? — 1)

Montrer que * est commutative, non associative, et que 1 est élément neutre.

1.3 Relations d’équivalence et relations d’ordre

Le concept de relation est la base de toute la mathématique dont le but est d’étudier - par observation
et déduction (raisonnement), calcul et comparaison - des configurations abstraites ou concrétes de ses objets
(nombres, formes, structures) en cherchant & établir les liens logiques, numériques ou conceptuels entre ces
objets.

1.3.1 Relations binaires

Définition 1.3.1 Soit x un élément d’un ensemble E et y un élément d’un ensemble F. Une relation R
entre x et y est un lien verbal caractérisant la correspondance entre x et y.

Lorsque le couple (x,y) vérifie la relation R, on note zRy. On dit que x est en relation avec y.

Définition 1.3.2 L’ensemble des couples (x,y) de E x F tels que xRy est appelé graphe de la relation. On
note

G ={(z,y) € E x F/xRy}

On remarque que G C E x F.

Définition 1.3.3 Si x et y appartiennent au méme ensemble E, la relation R est appelée relation binaire
dans E. C’est une partie du produit E x E.

Proposition 1.3.1 Une relation binaire est caractérisée

par son graphe

par sa représentation sagittale

par sa représentation cartésienne

par sa matrice booléenne

par son dictionnaire des sommets

. des sutvants ou des successeurs (si TRy, y est le suivant de x).

. des précédents ou des prédécesseurs (si xRy, x est le précédent de y)

Exemple 1.3.1 Soit F = {x1,x9, 23,24, 25}. On se donne

G = {(xlv xl)’ (‘Tla $2)7 (xla $5), (l‘g, xl)v ('7727 333)’ (:C4, l‘g), (5547 :C5), (1:57 553)}

— G est donc le graphe de la relation binaire R.
— La représentation sagittale de R est :
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— La représentation cartésienne de R est :

arrivée
m Ty | X2 | 3 | T4 | X5
T * | *x *
) * *
T3
Ty * *
I5 *

— La matrice booléenne de R est :

— Le dictionnaire des suivants de R est :

— Le dictionnaire des précédents de R est :

1100 1
101 00
000 0O
0 01 01
001 0O
x S(x)
L1 | L1,22,T5
T2 T1,23
3

x4 T3, T
x5 3

x P(z)
1 T1, 22
x2 T
T3 | T2,%4,T5
T4

Zs5 T1, T4
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Remarque 1.3.1 La relation R~! est définie par le graphe

G = {(z1,21), (21, 22), (22, 1), (25, 71), (23, T2), (%3, T4), (T35, T4), (T3, 75) }

En effet, 2Ry < yR~'x. La matrice booléenne de R~! est

— O O = =
OO = O =
O OO O O
_ o =) OO
OO = OO

On remarque alors que les matrices booléennes de R et R~! ont leurs termes symétriques par rapport a la
diagonale principale.

(non corrigé) On se donne la relation binaire définie par 'ensemble de sommets E = {z1, 2, x3, T4, T5}
et le graphe

G = {(z1,22); (x1,25); (22, 23); (¥2, ¥4); (4, ¥3); (24, T4); (74, 75) }

Caractériser cette relation binaire par
1. sa représentation sagittale,
2. sa représentation cartésienne,

3. sa matrice booléenne.

Définition 1.3.4 Soit (E,®,R) un ensemble muni d’une loi de composition interne et d’une relation binaire.
On dit que la relation R est compatible avec la loi © si¥(z,2',y,y') € B, (2Ry et 2'Ry’) = (02 )R(y®
y).

On dit aussi que la relation © respecte la loi T

Exemple 1.3.2 Soit E = R, la relation “<” est compatible avec la loi “+” car V(x,2',y,9') € R?, (z <
yet ' <y)= (z+2) < (y+y).

1.3.2 Fonctions et applications

Définition 1.3.5 St xRy, on dit que y est une 1mage de T par la relation R et que T est un antécédent
de y par cette méme relation.

Exemple 1.3.3

— Soit §:N—-Z (E=Net F=17) et Sy ssi z = |y|. On a 383 et 35(—3) : 3 posséde deux images.
Seul 0 posséde une seule image.

— Dans F = F =7, on pose xRy ssi y est le carré de . On a 3R9 mais ’assertion z’R8 est fausse pour
tout z de Z : on dira que 8 n’a pas d’antécédent par R ou que 8 n’est pas une image. On remarque
que —3 et 3 ont la méme image. 9 est I'unique image de 3 mais 9 est aussi I'image de —3 : le nombre
9 admet deux antécédents qui sont —3 et 3.

Définition 1.3.6 L’ensemble Dr des éléments de E qui ont au moins une image par R est [’ensemble (ou
domaine) de définition de R.

Définition 1.3.7 Lorsque chaque élément de E posséde au plus une image (aucune ou une seule) par une
relation R, on dit que R est une fonction et on note y = R(x), plutét que xRy. On dira que y est exprimé
en fonction de x : c’est l'unique image de x par R.
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Cette notation, dite fonctionnelle, est due & Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716) qui utilisait une no-
tation comme R, ou f. La notation f(x) pour désigner I'image par f d’un élément x nous vient de Alexis
Claude CLAIRAUT (1713-1765), Joseph Louis LAGRANGE (1736-1813) et Jean Le Rond ’ALEMBERT
(1717-1783). x prend le nom de variable.

Exemple 1.3.4 Dans le cas ' = F = Z, la relation R définie par “xRy si et seulement si y est le carré de
2”7 est une fonction. On peut la rebaptiser f ou bien ¢ comme carré : on écrira 9 = ¢(—3) et d’une fagon

générale y = c(z) avec y = 2.

Définition 1.3.8 Si Dy = E, on dira que la fonction f est partout définie, elle prend alors le nom d’application.

Exemple 1.3.5
— La fonction R ci-dessus (rebaptisée c) est une application.
— La fonction f: N — Q, z — f(z) = 1/x n’est pas une application : 0 n’a pas d’image.
— La projection des points d'une droite D sur un plan P est une application de D dans P.

Notation : On note F¥ I'ensemble des applications de E dans F.

Définition 1.3.9 Soient (E, R) un ensemble muni d’une relation binaire, F' un ensemble et f une application
de E dans F. On dit que la relation R est compatible avec lapplication f siV(x,y) € E?, xRy = f(x) =

f(y).

Définition 1.3.10 Soit f : E — F une fonction. L’ensemble des images par f des éléments de E est noté
f(E), ou parfois Im(f) ou I(f) si cela n'est pas ambigu, et est appelé image de E par f. Si A est inclus
dans E, limage de A par f est ’ensemble des éléments f(x) ou x est élément de A :

flA)={yeF/zeAy=f(z)}

Remarque 1.3.2
— 81 A C B, alors f(A) C f(B). La réciproque est fausse sauf si f est bijective (voir plus loin). Voici un
contre-exemple : Soit f : R = R, f(z) = 22, A =[-2,1] et B = [-1,3]. f(A) = [0,4], f(B) = [0,9].
On a f(A) C f(B) mais pas A C B.
— On devra aussi savoir que f(AN B) C f(A) N f(B) et que I'égalité est fausse en général mais que
J(AUB) = f(A)U (B)

(non corrige)

1. Prouver les résultats énoncés dans la remarque précédente.
2. Soit f:R—= R, f(z) =2% A=[-2,1 et B=[-1,3]. f(A) =[0,4], f(B) =[0,9]. Comparer f(ANB)

a f(A) N f(B).
Prouver que f(AUB) = f(A) U f(B).

Définition 1.3.11 Soit E un ensemble. L’application identique de E (ou identité de E), notée Idg, est
Uapplication de E dans E définie par Vx € E, Idg(z) = x.

Nous verrons que cette application joue un réle important dans la caractérisation des bijections; elle est
également utile en topologie.

Définition 1.3.12 Soient E un ensemble, f une application de E dans E et A une partie de E. On dit que
A est stable par f si f(A) C A.

Définition 1.3.13 Soient E, F, G trois ensembles, f une application de E¥ dans F, g une application de F
dans G. On appelle application composée de f par g l'application
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- G
= (90f)(2) = 9(f(2))

Proposition 1.3.2 Soient E, F', G, H quatre ensembles, f une application de E vers F', g une application
de F vers G, h une application de G vers H. On a (f,9)oh = fo(goh).

(gof) B

Définition 1.3.14
e Soient E et F' deux ensembles et f une application de E dans F. On dit que f est une injection de
E dans F (ou f est injective) si :

V(w,a') € B2, f(x) = f(a') = w =

e On dit que f est une surjection de E dans F' (ou f est surjective) si :

Vye F ,3x € E,y= f(z)

e On dit que f est une bijection de E sur F' (ou f est bijective) si f est a la fois injective et surjective.

Caractérisation : Avec les mémes notations, on a :
— f est surjective si et seulement si il existe une application g de F' dans FE telle que f,g = Idp. g est
alors injective.
— f est injective si et seulement si il existe une fonction g de F' dans F telle que g,f = Idg. g est alors

surjective.

— f est bijective si et seulement si il existe une application g de F' dans FE telle que fo,g = Idp et
gof = Idg. g est alors unique, elle est appelée application inverse (ou réciproque) de f et notée
f~1. g est alors également bijective, de réciproque f.

Corollaire 1.3.1 : Il existe une injection de E dans F' si et seulement si il existe une surjection de F' dans

E.

Proposition 1.3.3
— La composée de deux surjections est une surjection.
— La composée de deux injections est une injection.
— La composée de deux bijections est une bijection.

E, F, G sont des ensembles non vides, f est une application de £ dans F' et g une ap-
plication de F' dans G. Justifier

1. gof injective = f injective
2. gof surjective = g surjective
Correction :
1. Supposons tout d’abord que g,f soit injective et montrons que f est injective. Soit (a,a’) € E? avec
f(a) = f(a') alors gof(a) = gof(a’) or gof est injective donc a = a’ ce qui signifie que f est injective.

2. Supposons maintenant que g, f Soit surjective et montrons que g est surjective. Soit ¢ € G, comme g, f
est surjective, il existe a € E tel que g,f(a) = c. Posons b = f(a) alors g(b) = ¢ ceci quel que soit
¢ € G donc g est surjective.

Soit f l'application de N dans N qui & un nombre n associe la somme de ses chiffres (par

exemple f(17) = 8). Soit g l'application de N dans N qui & un nombre n associe son dernier chiffre (par
exemple g(17) = 7).
1. Etudier l'injectivité de f



1.3. RELATIONS D’EQUIVALENCE ET RELATIONS D’ORDRE 15

> Gt @

7.

Etudier la surjectivité de f

Déterminer f~1({1}) et f~1({3}) N [1,100]
Etudier linjectivité de g

Etudier la surjectivité de g

Calculer g(N)

L’application gof est-elle surjective 7 Méme question pour fog.

Correction :

1.

f est injective ssi V(x,2') € N2, f(z) = f(2') = 2 =2'. Or f(17) = f(26) = 8 et 17 # 26 donc f n’est
pas injective.

f est surjective ssi Vy € N, 9z € N, f(x) = y. Il suffit de considérer (par exemple) z = 11...1.

Y fois

3. f71({1}) = 10" avec n € N; f~1({3}) N [1,100] = {3,12, 21, 30}.

On remarque par exemple que g(27) = ¢g(17) = 7 donc g n’est pas injective.

5. Soit y € N. 1l est évident que g est surjective lorsque y € {0,...,9}. Mais si y > 10, y ne représente

plus un chiffre mais un nombre ; par conséquent g n’est pas surjective sur {y € N/y > 10}. On conclut
donc que g n’est pas surjective.

6. g(N) ={0,...,9} puisqu’on travaille dans la base décimale.

— On sait que “g,f surjective = g surjective ”. Il suffit alors d’utiliser la contraposée de cette implica-
tion c’est-a-dire “g non surjective = g, f non surjective” pour affirmer que dans notre cas f,g n’est
pas surjective.

— Etudions la surjectivité de f,g. On sait que si f et g sont surjectives alors f,g est surjective mais
également que si f,g est surjective alors f est surjective. On note donc que la surjectivité de f est une
condition nécessaire mais pas toujours suffisante pour que f,g soit surjective. Prenons par exemple
y = 6 alors, il existe z € N (z = 15 par exemple) tel que f(z) = 6. Mais comme g n’est pas surjective
pour z > 10, Az € N tel que g(z) = 15 ce qui signifie Az € N tel que fo,g(z) = y. Donc f,g n’est
pas surjective.

2
Soit f : R — R définie par f(z) = x

1422
1. f est-elle injective ? surjective ?
2. Montrer que f(R) =[-1,1].
3. Montrer que la restriction g : [-1,1] — [—1,1],g(z) = f(z) est une bijection.
Correction :
1. f n’est pas injective car f(2) = f(1/2) = 4/5. f n’est pas surjective car y = 2 n’a pas d’antécédent.
En effet 'équation f(x) = 2 devient 2z = 2(1 + 22) soit 22 — 2 + 1 = 0 qui n’a pas de solution dans R.
2. L’équation f(x) = y est équivalente & I'équation yz? — 22 +y = 0. Cette équation a des solutions
si et seulement si A = 4 — 4y? > 0 donc il y a des solutions ssi y € [~1,1]. Ainsi on a exactement
f(R) = [_L 1]
11— 2
3. Soit y € [—1,1]. Les solutions possibles de ’équation g(z) = y sont = = i e ou xr =
Yy
14+ /1 —y? 1— /142
H. La deuxiéme solution n’appartient pas a [—1,1]. D’autre part, z = R A -
y )

——— est dans |—1, 1|. L’équation g(z) = y admet donc une unique solution avec x € |—1,1] ce
Vi 1.1 (x) 1.1

qui prouve que g est une bijection.
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Soit f : X — Y. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective.
2. Pour tous A,B de X, on a f(ANB) = f(A) N f(B).

Correction :
— Montrons que 1. = 2. Soit y € f(AN B), alors il existe z € AN B tel que y = f(z). Mais alors,
y € f(A) puisque y = f(z) avec € A. De méme y € f(B). On en déduit donc que y € f(A) N f(B).
Réciproquement, si y € f(A) N f(B) alors il existe a € A tel que y = f(a) et b € B tel que y = f(b).
Mais puisque f est injective, on a a = b, et donc a € AN B. On en déduit que y € f(AN B).
— Montrons que 2. = 1. Soient a et b tels que f(a) = f(b) = y. Prenons A = {a} et B = {b}. Remarquons
que f(A) = f(B) = {y}. En particulier, AN B # () et donc a = b.

(non corrigé) Les fonctions suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives 7

1. i:Z—7Z,n— 2n
2. fo:Zl - Z,n— —n
3. f5: R R,z 22
4. f1:R =Rt z— 22

(non corrigé) Les fonctions suivantes sont-elles injectives 7 surjectives ? bijectives ?
1. 1:C—=C, z+— 22
2. o :N=>Nn—n+1
3. fs:Z—Z,n—n+1
4. f1:R?2 = R2 (2,9) = (z+y,z—y)

1. Déterminer une bijection de N — N*.
1 1

2. Déterminer une bijection de {; n > 1} dans {; n > 2}.
n n

3. Déduire de la question précédente une bijection de [0, 1] dans [0, 1].
4. Déterminer une bijection de N — Z.
Correction :

1. On pose f : N — N* définie par f(n) =n+ 1 et on remarque que f est bien & image dans N*. 1 reste
a prouver que f est bijective : sin € N*ona f(k)=n< k+1=n<k=n—1, Péquation f(k) =n
admet une unique solution dans N ce qui permet d’affirmer que f est bijective.

1 1 1 1
2. On pose g : {n,n > 1} — {n,n > 2} définie par g (n) = P On remarque que l’ensemble

d’arrivée est bien cohérent avec ’ensemble de départ. On verifie aisément que g est bijective.

. 1 1
3. Ecrivons [0,1] = {,n > 1} U A ou A est le complémentaire de {,n > 1} dans [0, 1]. On définit h
n n

de la maniére suivante :

11
h(z) = n—{—lSlx_n
rzsixze A

Alors h est bijective. Prouvons tout d’abord qu’elle est injective : si h(z) = h(z'), on peut distinguer
3 cas :
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~size Aet 2’ € Aalors h(z) = x et h(a’) = 2’ ce qui implique z = 2/,

1 1
- sixeAetx’gA(ouxg_fAetx'eA),enécrivantx’:%onax:h(x):h(:v'): 1 ce qui
implique = € A, ce qui est impossible,
1 1 1
~sizg Aet 2/ € A, en écrivant © = z et 2’ = o Oma T = h(z) = h(z) = 1 e qui entraine

k+1=n+1 et par suite x = 2/
Dans tous les cas possibles on trouve x = 2’ et h est injective.
Prouvons maintenant que h est surjective. Choisissons y € [0,1]. Si y € A, en particulier y # 1, on a

1
h(y) =y.Siy ¢ A, y = — ou n est un entier strictement plus grand que 1 puisque y # 1. On a alors
n

1
h( 1) = y. Dans tous les cas, y posséde un antécédent, ce qui prouve la surjectivité de h.
n—
4. Rappelons que tout entier peut s’écrire 2k s'il est pair et 2k + 1 8l est impair. On pose f(2k) = k et
f(2k + 1) = —k. 1l reste alors a vérifier que f est bijective ce qui est aisé.

Soient X, Y deux ensembles et f: X — Y une application.

1. Montrer que f est injective si et seulement si, pour tout g : Z — X et tout h : Z — X, on a
fog:fohjg:h-
2. Montrer que f est surjective si et seulement si, pour tout g : ¥ — Z et tout h : Y — Z on a
9of =hof = g=h.
Correction :

1. Supposons que f soit injective. Soient g: Z — X et h : Z — X telles que fo,g = foh. Alors, pour tout
zde Z on a f(g(z)) = f(h(2)) = g(z) = h(2) puisque f est injective. On a donc bien g = h.
Pour montrer I'implication réciproque, on procéde par contraposée en supposant que f n’est pas injec-
tive. Soit = # y tel que f(x) = f(y). Posons Z = {0}, g(0) = z et h(0) = y. Alors on a f,g(0) = f,h(0)
soit f(z) = f(y) alors que g # h.

2. Supposons que f soit surjective. Soient g : Y — Z et h: Y — Z telles que gof = hof. Soit y € Y, il
existe alors € X tel que y = f(z). On en déduit que g(y) = gof(z) = hof(z) = h(y) ce qui prouve
g=h.

Pour montrer 'implication réciproque, on procéde par contraposée en supposant que f n’est pas sur-
jective. Il existe donc un point yo de Y qui n’est pas dans f(X). On considére alors Z = {0,1}, g
définie sur Y par g(yo) = 1 et g(y) = 0 sinon, h définie sur Y par h(y) = 0 pour tout y. On a bien

Jgof = hof (car f(z) # yo pour tout x de X) et h # g.

Soit f : E — F. Montrer que f est bijective si et seulement si, pour tout A de P(FE)
(I'ensemble des parties de E), on a f(A) = f(A) (ot A désigne le complémentaire de A).
Correction_ :
— Pour l'implication directe, on suppose que f est bijective. Prenons A un élément de P(E). On doit
montrer une double inclusion : soit d’abord = dans f(A) alors x = f(y) o y € A. Supposons que
x € f(A) alors x = f(2) ou z € A. Alors, f(x) = f(z) et par injectivité de f on a y = z. Comme y € A

et z € A, cette égalité est impossible et donc x ¢ f(A) c’est-a-dire qu’on a prouvé que f(A) C f(A).
Prouvons maintenant ’autre inclusion. Soit x € m Puisque f est surjective, il existe y € E tel que
= f(y). Mais y ¢ A car sinon x € f(A) ce qui n’est pas vrai. Donc y € A et x € f(A).

~ Etudions maintenant I'implication réciproque, c’est-a-dire qu’on suppose que pour tout A de P(E) on
a f(A) = f(A). Prouvons tout d’abord que ceci implique f injective. En effet, pour tous z,y tels que
f(x) = f(y), supposons que x # y. Posons A = {z}, on a y € A et donc f(y) € f(A) C f(A). Or,
f(A) = {f(x)} et donc f(y) # f(x) d’ott une contradiction. Prouvons enfin que f est surjective. Par
hypothése appliquée & A = E, on sait que f(E) = f(E). Mais f(E) = f(#) = 0 et donc f(E) =0 ce
qui, en prenant le complémentaire, se traduit par f(E) = F' c’est-a-dire que f est surjective.
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Soient E un ensemble, P(E) l'ensemble de ses parties, et A et B deux parties de E. On
définit
f:P(E) — P(A) xP(B)
X +— (XNAXnNB)

1. Montrer que f est injective si et seulement si AU B = E.
2. Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = 0.
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que f soit bijective. Donner dans ce cas
la bijection réciproque.
Correction :

1. Pour démontrer le sens direct, on raisonne par contraposée : si AU B # E, on prend z € E\(AU B)
et X = {z}. Alors, f(X) = (XNA,XNB)=(0,0) car z n’appartient ni & A ni & B. D’autre part,
f(@) = (0,0). Donc, f(X) = f(0) alors que X # () : f n’est pas injective.

Pour la réciproque, montrons que pour tout X C E, puisque AUB = F, on a

X=XNE=XN(AUB)=(XNA)U(XNB).
Ainsi, si X, X' C F sont tels que f(X) = f(X') c’est-a-dire XNA=XNA et XNB=XNB ona
X=XnNAUKXNB)=(X'NAUX'NB)=X'
Donc f est injective.
2. Supposons d’abord que f est surjective et prenons x € A alors il existe X C F tel que f(X) = ({z},0).
Alorsona X NB=0et x € XN A. Ainsi, x € X et donc x ¢ B donc AN B = 1.
Réciproquement, si AN B = (), prenons X NA = A" et XN B = B'. Donc f(X) = (A,B’) et [ est
surjective.
3. D’apres les questions précédentes, on a f bijective ssi AUB = E et AN B =0 (c’est-a-dire si (A, B)

est une partition de E). La bijection réciproque a été établie a la question précédente et est donnée
par (A',B") — A'UB'.

1.3.3 Relations d’équivalence

Définition 1.3.15 Soit (E,R) un ensemble muni d’une relation binaire.
— La relation R est dite réflexive si Vo € E | xRx.
— La relation R est dite symétrique siV(z,y) € Ex E , 2Ry < yRz.
~ La relation R est dite antisymétrique si V(z,y) € E X E |, (zRy et yRx) = x = y.
— La relation R est dite transitive si V(z,y,z) € E X EX E |, (zRy et yRz) = xRz.

Définition 1.3.16 On appelle relation d’équivalence sur un ensemble E toute relation binaire sur E
réflexive, transitive et symétrique.

Exemple 1.3.6 L’équivalence de deux fonctions au voisinage d’un point, 1’égalité de deux objets sont des
relations d’équivalence.

Définition 1.3.17 On dit que deux ensembles E et F' sont équipotents s’il existe une bijection de E sur
F. Cette “relation” est réflexive, symétrique et transitive. Mais, en toute rigueur, ce n’est pas une relation
d’équivalence car l'ensemble de tous les ensembles n’est pas un ensemble.

Définition 1.3.18 Soit (E,R) un ensemble muni d’une relation d’équivalence. Si x est un élément de E,
on appelle classe d’équivalence de x, et on note cl(x), 'ensemble des éléments y de E tels que xRy. On
note E/R (E modulo R) 'ensemble des classes d’équivalence des éléments de E.
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Proposition 1.3.4 L’ensemble des classes d’équivalence forme une partition de l’ensemble E.

E/R est également appelé ensemble quotient. C’est un sous-ensemble de P(F), ensemble des parties de
E. L’ensemble quotient peut aussi étre désigné comme “I’ensemble E quotienté par R” ou “I’ensemble E
considéré modulo R”. L’idée derriére ces appellations est de travailler dans ’ensemble quotient comme dans
E, mais sans distinguer entre eux les éléments équivalents selon R.

Exemple 1.3.7

— La relation de congruence modulo n, due & Karl Friedrich GAUSS (1777-1855), notée = y modulo
n < x — y est multiple de n est une relation d’équivalence. Ses classes, ensembles des entiers donnant
le méme reste dans la division par n constituent n sous-ensembles de Z que 1’on note généralement z
(ou  surmonté d'un point, voire simplement x’) avec x = 0, 1,...,n — 1. Ce sont les classes résiduelles
modulo n (ou encore les classes de congruence). Muni de I'addition induite par Z, cet ensemble de
classes “modulo n” est appelé groupe quotient de Z par la relation de congruence et noté Z/nZ.

— L’ensemble des entiers relatifs peut étre muni de la relation “a le méme signe que” (comprise au sens
strict). Il y a trois classes d’équivalence :
. I’ensemble des entiers strictement positifs,
. I’ensemble des entiers strictement négatifs,
. le singleton {0}.
On peut noter ces trois classes par, respectivement, (+), (—) et (0).
On connait la “régle des signes” pour le produit de deux entiers relatifs : elle montre que si on sait dans
quelle classe d’équivalence se trouvent x et y, le produit xy se trouve dans une classe bien déterminée.
Par exemple, si x est dans (4) et y dans (0), alors xy est dans (0). Formellement, on peut le noter
(+).(0) = (0). De méme (+).(—) = (=), ou encore (+).(+) = (+), (=).(—=) = (+) etc. Ceci est un
exemple simple de loi-quotient.
Mais avec cet exemple on ne peut pas “faire passer au quotient” la loi + : que dire de la somme d’un
éléement de (+) et d’un élément de (—)? Pour savoir si les lois et les propriétés de structure sont
compatibles avec le passage au quotient, il est utile d’introduire le concept de surjection canonique.

Proposition 1.3.5 Il existe une surjection canonique s de E dans l’ensemble quotient, qui a chaque élément
de E associe sa classe d’équivalence :
s:E — E/R
x = c(zx)

s est une application puisque tout élément de I appartient a une et une seule classe d’équivalence; s est
surjective puisqu’aucune classe d’équivalence n’est vide.
s n’est pas en général injective, mais on a :

Vo € B,\Vy € B, [s(x) = s(y)] < [R(z) = R(y)] & [+Ry]

Cette surjection est ainsi une bijection ssi la relation d’équivalence concernée n’est autre que la relation
d’égalité.

Grace a la surjection s, si E est muni d’une structure, il est possible de transférer cette derniére & 1’en-
semble quotient, sous réserve que la structure soit compatible avec la relation d’équivalence, c’est-a-dire que
deux éléments de E se comportent de la méme maniére vis-a-vis de la structure s’ils appartiennent a la méme
classe d’équivalence. L’ensemble quotient est alors muni de la structure quotient de la structure initiale par
la relation d’équivalence.

Définition 1.3.19 On dit qu’une relation d’équivalence, notée R, définie dans une structure algébrique S
(voir chapitre suivant), est compatible avec les lois de S lorsque les résultats des opérations effectuées sur
des éléments équivalents demeurent équivalents. Plus précisément :
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e Cas d’une loi interne comme 'addition : si xRz’ et yRy', alors (x + y)R(z' + ')
e Cas d’une loi externe (multiplication par un scalaire) : si ¥R’ et si a est un scalaire, alors axRax’

On définit sur R la relation 2Ry si et seulement si 22 — y? = z — y.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Calculer la classe d’équivalence d’un élément x de R. Combien y-a-t-il d’éléments dans cette classe ?
Correction :

1. 11 suffit de remarquer que 2Ry < 22 —x = y? —y < f(x) = f(y) avec f: x — 22 — . Il est alors aisé
de vérifier en appliquant la définition que R est une relation d’équivalence.

2. Soit & € R. On cherche les éléments y de R tels que 2Ry. On doit donc résoudre I’équation 22 — y? =
x —y. Elle se factorise en (z —y)(x+y) —(x —y) =0 (z —y) X (x+y— 1) = 0. La classe de z est
donc égale a {z,1 — x}. Elle est constituée de deux éléments, sauf si z = 1 —x < x = 1/2. Dans ce
cas, elle est égale a {1/2}.

(non corrigé) Une relation binaire R dans un ensemble est dite circulaire si pour tout
(a,b,c) € E3,

(aRb et bRc) = cRa

Montrer qu’une relation circulaire et réflexive est une relation d’équivalence.

1.3.4 Relations d’ordre

Définition 1.3.20 On appelle relation d’ordre sur un ensemble E toute relation binaire sur E réflexive,
transitive et antisymétrique.

Exemple 1.3.8

— La relation “inférieur ou égal &” dans N, Z, Q et R est une relation d’ordre :
. quel que soit z : x < x (réflexivité)
stz <yety<zx, alors z = y (antisymétrie)
stz <yety<z, alors z < z (transitivité)

— Dans l'ensemble des mots frangais par exemple (un mot est une suite finie de lettres de I'alphabet),
I’ordre alphabétique ou lexicographique est une relation d’ordre. Cette relation existe dans de nombreux
langages de programmation :

“ABBC < ABC” est vrai
“ABCC < ABB” est faux

La structure d’ensemble ordonné (ensemble muni d’une relation d’ordre) a été mise en place dans le cadre
de la théorie des nombres par Cantor et Richard DEDEKIND (1831-1916).

Définition 1.3.21 Soit R un ordre sur E. On dit que E est ordonné par R. Deuz éléments x et y de E tels
que TRy ou yRx sont dits comparables.
1l se peut, en effet que l'on ait ni TRy, ni yRx : on parle alors d’ordre partiel. Sinon, ['ordre est total.

Comme son nom l’'indique, une relation d’ordre sert & établir une hiérarchie parmi les éléments de E. Si
x <y, x sera le plus souvent considéré comme plus petit que y (la convention inverse aurait pu également
étre prise). Ry doit étre compris comme une phrase du type “z est plus petit que y”, ou bien “x est avant
y” (et éventuellement, x = y). Du fait de 'antisymétrie et de la transitivité, il est impossible d’avoir un cycle
d’éléments distincts vérifiant 1 Rxe, xoRx3,. .. ,tp_1RTn, T, RT1.
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Remarque 1.3.3 Si on définit une relation < dans N, Z ou R, il n’en est pas de méme dans C. Pourquoi ?
Les relations définies sur les ensembles de nombres présentent une certaine compatibilité avec les lois + et
x définies sur ces ensembles. En particulier, ona:a>0et b>0=a+b> 0 et ab > 0. Si I'on avait, sur
C, une relation du type ¢ > 0, alors, en effectuant le produit de ¢ par lui-méme, on obtiendrait —1 > 0. De
meéme si i < 0. Cela ne veut pas dire qu’il est impossible de définir une relation d’ordre sur C, mais que cette
relation ne présentera aucun caractére de compatibilité avec les lois + et Xx.

Exemple 1.3.9
— Si E posséde au moins deux éléments, I’ensemble P des parties de F est partiellement ordonné par la
relation d’inclusion C.
- N, Z, Q et R sont totalement ordonnés par la relation usuelle <.
— Larelation <, souvent dite d’ordre strict, n’est pas une relation d’ordre car non réflexive. L’antisymétrie
n’est cependant pas en défaut puisque les inégalités a < b et b < a ne peuvent avoir lieu conjointement.

(non corrigé) Vérifier que, dans N, la relation “a divise b”, souvent notée |, définie par a|b ssi
b = ka avec k € N, est un ordre partiel.

Définition 1.3.22 Dans un ensemble totalement ordonné (E, <), on parle d’intervalle [a,b] pour désigner
l’ensemble des éléments x de E vérifiant la “double inégalité” : a < x < b. On parle aussi d’encadrement
de x.

Définition 1.3.23 Si R est un ordre sur E et F' une partie de E, la restriction a F' de la relation R est un
ordre sur F', dit ordre induit par R dans F.

Définition 1.3.24 On munit Z de la relation “a divise b 7 définie par : alb < b = k X a avec k € Z.
Restreinte a N, cette relation est une relation d’ordre (partiel). Dans 7Z, elle est réflexive et transitive mais
n’est pas symétrique ni antisymétrique : on parle de relation de préordre.

(non corrigé) On munit N de l'ordre partiel “a divise b ” défini par : alb < b est multiple de
a. Montrer que la restriction de cet ordre & F' = {n € N,n = 2p,p € N} est un ordre total dans F'.

(non corrigé) On considére les relations suivantes sur R :
Vee RVye R, 2Ry < x <y

Vo € R,Vy € R, 2Ry < x2 < 32

Ve e R,Vy € R, 2Ry < |z| < |y

Vr e R,Vy € R, xRy < sinz < siny

A A e

Vee RVye R, 2Ry y—z €N

Pour chacune de ces relations, a t-on une relation d’ordre? Une relation d’équivalence ?

(non corrigé) On définit la relation R sur N par :
Vm,n € N*, mRn < (Fk € N*, mF =n)

Démontrer que R est une relation d’ordre.
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1.3.5 Majorant, minorant, bornes supérieure et inférieure, ensemble borné

Définition 1.3.25 Soit (E, <) un ensemble ordonné et F' une partie de E. S’il existe un élément m de E
tel que x < m pour tout x de F, on dit que m est un majorant de F' dans E ou encore que F est majorée
par m. Si l'on a, au contraire, m < x pour tout x de F', on parle de minorant et partie minorée. F sera
dit borné s’il admet un majorant et un minorant.

Propriété 1.3.1 Si, dans l’ensemble ordonné (E, <), un majorant (respectivement minorant) d’une partie
F est élément de F, il est le seul a posséder cette propriété : on Uappelle le plus grand (respectivement plus
petit) élément de F' pour la relation.

Preuve : En effet, supposons par exemple ’existence de deux majorants : on aurait, dans F', x < m et x < m/
pour tout z de F et en choisissant £ = m puis x = m/, on obtient m = m/ par antisymétrie.

|

On peut aussi énoncer : §'il existe un élément m de E inférieur (respectivement supérieur) a tous les éléments
de E (au sens de la relation <), on dit que m est le plus petit (respectivement plus grand) élément de E. De
tels éléments sont uniques.

Exemple 1.3.10

— Dans N, muni de la relation d’ordre usuel, 'intervalle I = [1,100] admet un plus petit élément 1 et un
plus grand élément 100. De méme si I =]0, 101].

— Dans R, I'intervalle [0, 1[ est borné. Son plus petit élément est 0, il n’y a pas de plus grand élément.

— Cousidérons ’ensemble N des entiers naturels muni de 'ordre partiel “a divise b” (a|b), b est un multiple
de a (b=Fk x a avec k € Z). Au sens de cette relation, 1 est le plus petit élément de N et 0 en est le
plus grand. On remarque ainsi qu’il faut toujours préciser I'ordre auquel on se référe.

— Soit F' la partie de N définie par F' = {2,3,5,7,8,10} muni de l'ordre ci-dessus. Au sens de cette
relation, le plus petit des majorants de F' est 840 (soit le PPMC de ses éléments) et F' ne contient
aucun de ses majorants. Le seul minorant de F' est 1.

— Si on considére G = {3,9, 27,243} muni de l'ordre précédent, 243 et ses multiples sont ses majorants.
243 est le plus petit : c’est le plus grand élément de G. Les minorants de G sont 1 et 3. Ce dernier est
son plus petit élément.

Définition 1.3.26 Lorsqu’une partie F' est majorée (respectivement minorée), le plus petit des majorants
(respectivement le plus grand des minorants), s’il existe, est appelé borne supérieure (respectivement borne
inférieure) de F.

Exemple 1.3.11 L’ensemble F' des valeurs de la fonction numérique f : x +—> est majoré par 1 et

2 +1
par tout nombre supérieur & 1. Le nombre 1 est le plus petit des majorants : c’est la borne supérieure de F.
On note sup(F) = 1. On remarque que 1 n’est pas élément de F. On a f(x) > 0 et f(0) =0 : 0 est la borne
inférieure de F' (le plus grand des minorants) et puisque 0 est élément de F', on dit que 0 est le plus petit

élément de F' : on note inf(F') = 0.

Proposition 1.3.6 Un ensemble peut étre borné sans pour autant admettre une borne supérieure ou une
borne inférieure.

Exemple 1.3.12 Dans I'ensemble Q des nombres rationnels (fractions 7, a et b entiers, b non nul) muni de
ordre usuel, la partie F = {z € Q,z > 0,2? < 2} manifestement majorée (par 3/2, 2,...) n’admet pas de
borne supérieure. En effet, supposons I'existence d’une borne supérieure m pour F'. m est rationnel, il est le
plus petit des majorants de F'. On peut donc écrire :

1.VxeF,z<met
2. VM majorant de F', m < M
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2. permet d’affirmer que Ve € Q, € > 0, 3xg € F/m — e < x¢p < m. Il s’ensuit que pour tout rationnel e
vérifiant 0 < € < m, on a (m — €)? < 2 et, par conséquent €2 — 2me +m? — 2 < 0 pour tout € de I'intervalle
rationnel |0, m]. Si nous résolvons cette équation dans R, on voit qu’elle n’admet des solutions que si m < V2.
Or on sait que /2 n’est pas rationnel, ainsi m est un rationnel vérifiant m < v/2. En tant que partie de R,
les majorants M de F veérifient 'inégalité M > /2 et les majorants de F dans Q sont alors les rationnels
verifiant M > /2 et en particulier m > /2. Les inégalités m < v/2 et m > /2 étant incompatibles, F
n’admet pas de borne supérieure.

Définition 1.3.27 Soit (E, <) un ensemble ordonné. S’il existe dans E un élément m tel que tout x de E,
comparable a m (et autre que m), lui soit inférieur (respectivement supérieur) au sens de la relation <, on
dit que m est un élément maximal (respectivement minimal).

Lorsque l'ordre de E n’est pas total, il peut exister plusieurs éléments maximaux ou minimaux.

Exemple 1.3.13 On munit lintervalle 7 = [1,100] de N (nombres entiers de 1 & 100) de ’ordre partiel
“a divise b : alb ssi a est un diviseur de b (a inférieur & b), ssi b est multiple de a (b supérieur a a). Tout
n > 51 est maximal et 1 est le seul élément minimal. C’est le plus petit élément. Si I = [0, 100] alors 0, étant
multiple de tout nombre, est le plus grand élément au sens de la relation “divise” et devient I'unique élément
maximal.

Proposition 1.3.7 Si (E, <) admet un plus petit (respectivement grand) élément m, alors m est 'unique
élément minimal (respectivement mazximal) de E.

1.3.6 Ordre produit et ordre réciproque

Définition 1.3.28 Si R est un ordre sur E, la relation R’ (souvent notée R™') définie par :
Ry & yRux

est un ordre sur E, dit ordre réciproque de R.

Exemple 1.3.14
— L’ordre réciproque de l'ordre usuel < est 'ordre noté >.
— L’ordre réciproque de 'ordre “x divise 3” dans N est 'ordre “x est multiple de 3.

Remarque 1.3.4 On ne confondra pas l’ordre réciproque de R et la négation =R d’un ordre R, laquelle
serait définie par z—Ry ssi non (yRz). La négation de la relation d’ordre usuel (inférieur ou égal) est la
relation > (supérieur et différent). C’est un ordre “strict”.

Définition 1.3.29 Si (E,O) et (F,0’) sont deuzr ensembles ordonnés par les relations notées O et O, on
peut ordonner le produit cartésien E x F par Uordre T dit ordre produit de O et O’ :

(a,0)T(c,d) & (aOc et bO'd)

Exemple 1.3.15 Si on applique cet ordre a R? lorsque R est muni de l'ordre total usuel, O = O’ = “ <",
on obtient un ordre partiel. Par exemple, les couples (1,2) et (2, —3) ne sont pas comparables.

1.3.7 Cardinal d’un ensemble

Définition 1.3.30 Soient E et F' deux ensembles.
- On dit que E et F ont méme cardinal, et on note Card(E) = Card(F), s’il existe une bijection de E
sur F' et on parle dans ce cas d’ensembles équipotents. Sinon on note Card(E) # Card(F).
— On dit que le cardinal de E est inférieur ou égal au cardinal de F, et on note Card(E) < Card(F),
sl existe une injection de E dans F. Si de plus Card(E) # Card(F'), on note Card(E) < Card(F).
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— On dit que le cardinal de E est supérieur ou égal au cardinal de F, et on note Card(E) > Card(F),
sl existe une surjection de E dans F. Si de plus Card(E) # Card(F), on note Card(E) > Card(F).

Remarque 1.3.5 On utilise parfois les notations |E| et #E pour exprimer Card(E).

Théoréme 1.3.1 (Cantor-Bernstein) Soient E et F' deux ensembles.

Card(E) = Card(F) < (Card(E) < Card(F) et Card(F) < Card(E))

Remarque 1.3.6 Ces relations se comportent comme une relation d’ordre, mais cette “relation” n’est a
priori pas définie sur un ensemble. Les résultats suivants vont nous en convaincre.

Théoréme 1.3.2 (Cantor) Soit E un ensemble non vide alors

card(E) < card(P(E))

Corollaire 1.3.2 Il n’existe pas d’ensemble contenant tous les ensembles.

Définition 1.3.31 Soit E un ensemble. On dit que E est fini s’il n’est en bijection avec aucune de ses
parties propres. Dans le cas contraire, on dit que E est infini.

Si E est un ensemble infini, on dit que E est dénombrable s’il existe une bijection de E sur l’ensemble N
des entiers naturels. Dans le cas contraire, on dit que E est indénombrable.

Remarque 1.3.7 Un ensemble fini est un ensemble dont le cardinal est un entier naturel. On retrouve la
les cardinaux connus. Toutefois, cette notion n’est pas intuitive, en fait, elle a été utilisée par Cantor pour
définir rigoureusement les nombres entiers naturels.

Proposition 1.3.8 Tout ensemble infini contient un sous-ensemble dénombrable.

Caractérisation : Un ensemble infini F est dénombrable si et seulement si E est ’ensemble-image d’une suite.

Si A et B sont des ensembles finis et si on désigne par Card(A) le nombre d’éléments de A et par Card(B)
le nombre d’éléments de B, on aura

Card(A x B) = Card(A) x Card(B)

En effet le nombre de couples du type (a,b) avec a € A et b € B est obtenu en faisant correspondre a tout
éléement de a € A tous les éléments de B soit Card(B) éléments. Ceci devra étre répété autant de fois qu’il
y a d’éléments dans A.

On vérifiera aisément que

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B)

Card(A™) = (Card(A))"™ pour n € N*

Card(P(E)) = 2Card(E)

(non corrigé) Dénombrer les parties d’un ensemble contenant n éléments.
(non corrigé) Soit I'ensemble E possédant n éléments. Quel est le nombre d’éléments de

EP? Quel est le nombre de parties de EP?



Chapitre 2

Les structures algébriques

2.1 Introduction

Dans la théorie des ensembles, I’objet principal est un ensemble qui se dissimule parfois sous d’autres noms
tels que classe, collection ou famille. Cependant, dans d’autres disciplines des mathématiques, un ensemble
est toujours muni d’une structure. En algébre tout particulierement, un ensemble est combiné avec une ou
plusieurs lois de composition et s’appelle une structure algébrique. Voici une liste des structures algébriques
importantes :

Magma

Demi-groupe <—— Monoide —— Semi-groupe

Groupe —— Sous-groupe

RN

Idéal <—— Anneau —— Sous-anneau Module

Anneau intégre Espace vectoriel —— Sous-espace vectoriel
Corps —— Sous-corps Algébre —— Algébre associative

Tout en haut du diagramme, on trouve les structures algébriques impliquant un nombre minimal de contraintes
et en bas, celles qui en impliquent un maximum. Plus on descend, plus la structure est en quelque sorte spé-
cialisée.

Les structures les plus communes sont les groupes, les anneaux et les corps.

2.2 Magmas et monoides

2.2.1 Les magmas

Introduisons dans un premier temps une structure algébrique élémentaire : le magma.

25
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Définition 2.2.1 Un ensemble E muni d’une loi de composition interne T est appelé magma et est noté
(B,T).

Un magma est donc une structure algébrique élémentaire. Il existe des structures plus subtiles dans lesquelles
un ensemble est muni de plusieurs lois et de différentes propriétés.

Définition 2.2.2 Soit A une partie non vide d’un magma (E,T). On dira que A est stable pour la loi T
ou que A est une partie stable de E (lorsqu’il n’y a pas d’ambigiité sur la loi en cause) si la restriction a
A de la loi T est une loi de composition interne dans A. Autrement dit :

A C E, A stable pour la loi T < V(a,b) € Ax A, aTbe A

On peut donc remarquer que dire qu’une loi 7' est une loi de composition interne dans un ensemble E
équivaut a dire que E est stable pour cette loi. En revanche, si A est un sous-ensemble de E, il n’est pas
certain que A soit stable pour la loi 7. Ainsi N n’est pas stable pour la soustraction, mais Z ’est. De méme,
Z* n’est pas stable pour 'inverse, mais Q* 'est.

Définition 2.2.3 Si, pour tout couple (x,y) d’éléments de E, on a Ty = yTz, la loi T est dite commu-
tative. (E,T) est dit commutatif.

Remarque 2.2.1

— Les magmas (N, +), (Z,+), (Z, x) sont commutatifs. Ce n’est pas le cas de (Z,—) : 3 —2 = 1 alors
que 2 —3 = —1. De méme, (Q — {0}, /), ensemble des nombres rationnels non nuls muni de la division
usuelle n’est pas commutatif : 3/2 # 2/3.

— Lorsqu’une loi n’est pas commutative, certains éléments peuvent cependant “commuter” : on parle
d’éléments permutables. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la loi “0” de composition des
applications et les fonctions f:z+— 3x+2et g: x+— 22+ 1.

— Dans un magma associatif (E,T), un élément = permutable avec deux éléments a et b est permutable
avec le composé aT'b.

Si la loi T n’est pas associative, le résultat peut ne plus étre vrai : dans (Z,T) avec aTb = a® — 2b, 3
et —5 commutent donc 3 commute avec 3 et —5 mais 3 ne commute pas avec 19 = 37(—5); en effet
3719 = —29 et 1973 = 355.

Définition 2.2.4 Un élément e de E vérifiant xTe = eT'x = = est dit neutre pour la loi T'. Le magma
(E,T) muni de cet élément neutre est dit unifére (ou parfois unitaire).

Exemple 2.2.1
— Dans les magmas (N, +) et (Z,+), “0” est neutre, c’est-a-dire que pour tout entier naturel ou tout
entier relatif n, n +0=0+n =n.
— Dans (Z,—), 0 n’est neutre qu’a droite : z — 0 = x mais 0 — z = —=z.
— Dans N et Z, “1 ” est neutre pour la multiplication.
. : 10
— Dans Mj3(R), ensemble des matrices carrées d’ordre 2 & termes réels, la matrice I = ( 0 1 > est
neutre pour la multiplication.
Remarque 2.2.2 Un magma peut admettre plusieurs éléments neutres d’un “méme” coté (a droite : aT'e =
a, ou a gauche : eT'a = a). Par exemple, dans (Z,T') ou T désigne la loi définie par aTb = a + E(b/3) les
entiers 0, 1 et 2 sont neutres & droite et il n’y a pas d’élément neutre & gauche.

Proposition 2.2.1 Un élément neutre a gauche et a droite est unique : c’est ’élément neutre du magma

(E,T).
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Preuve : Supposons que (F,T) admette deux éléments neutres distincts e; et eg & gauche et a droite respec-
tivement. On a d’une part Vax € E, e;Tx = x, cette relation est donc vraie pour x = ez ce qui nous permet
d’affirmer que e1Teq = eg. D’autre part Vx € E, xTey = x, cette relation étant vraie pour = ej, on a
e1Tex = ey. Par conséquent, e; = ex [ |

Définition 2.2.5 Si un élément b de E vérifie alTb =bTa =05, Va € E, alors b est dit élément absorbant
pour la loi T.

2.2.2 Les monoides

Définition 2.2.6 Si, pour tout triplet (x,y, z) d’éléments de E, on a (xTy)Tz = 2T (yT'z), la loi T est dite
associative. Le magma (E,T) est dit associatif.

Un monoide est un magma associatif et um'fére'
Remarque 2.2.3

— Si la loi interne est en plus commutative, nous disons alors que la structure forme un monoide
commutatif.

— Un demi-groupe est un magma associatif. Le monoide est donc un demi-groupe muni d’un élément
neutre.

Montrer que ’ensemble des entiers naturels est un monoide commutatif totalement ordonné
par rapport aux lois d’addition et de multiplication.

Correction :
1. La loi d’addition + est-elle une opération interne telle que Va,b € N nous ayons a + b = ¢ € N7 Nous
a b a+b
pouvons démontrer que c’est bien le cas en sachant que 1 appartient & N tel que Z 1+ Z 1= Z 1.
i=1 i=1 i=1

Donc ¢ € N et 'addition est bien une loi interne (I’ensemble est stable par rapport a I’addition) et en
méme temps associative puisque 1 peut étre additionné a lui-méme par définition dans n’importe quel
ordre sans que le résultat en soit altéré.

La multiplication est une loi qui se construit sur '’addition donc la loi de multiplication X est aussi une
loi interne et associative.

2. On admettra a partir d’ici qu’il est trivial que la loi d’addition est également commutative et que le
“0” en est ’élément neutre e.
La loi de multiplication est aussi commutative et il est trivial que “1” en est ’élément neutre e.

3. Pour conclure, on rappelle les résultats suivants :
— (N, <, >) est totalement ordonné (attention cette notation est un peu abusive, il suffit qu’il y ait
juste une des deux relations d’ordre R pour que l’ensemble soit totalement ordonné).
— (N, +) et (N, x) sont des monoides abéliens.

Conclusion, N est un monoide abélien totalement ordonné par rapport aux lois d’addition et de multiplication.

Remarque 2.2.4 11 est rare d’utiliser les monoides car souvent, lorsque nous nous trouvons face & une
structure trop pauvre pour pouvoir vraiment discuter, nous la prolongeons vers quelque chose de plus riche,
comme un groupe, ou un anneau (voir plus loin).

Exemple 2.2.2
— Le magma (Z,+) est associatif et unifére (I’élément neutre étant dans ce cas 0) donc (Z,+) est un
monoide.
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— Ce n’est pas le cas de (Z,—). En effet, (Z,—) est un magma non unifére et non associatif car, par
exemple, (3 —2) —5 = —4 alors que 3 — (2 — 5) = 6. Ce n’est pas le cas non plus de (Q — {0}, /), il
suffit de considérer pour s’en convaincre ’exemple suivant : (3/2)/5 = 3/10 alors que 3/(2/5) = 15/2.

— La loi de composition des applications est associative.

— Le produit vectoriel A (& ne pas confondre avec le “et ” logique) n’est pas associatif : par exemple, si
(i,7,k) est une base orthogonale (i A\i) Aj=0Ak=0alorsqueiA(iNj)=iANk=—j.

Définition 2.2.7 Dans un magma uniféere (E,T) d’élément neutre e, un élément x est dit symétrisable
— a droite : s’il existe x’ dans E tel que T2’ = e,
— a4 gauche : sl existe " dans E tel que 2" Tx = e.

Lorsque ['élément est symétrisable & gauche et a droite (bilatére) et si ' = 2", on a alors :

2Tx =aTx' =e

Dans ce cas, x et 2’ sont dits symétriques pour la loi T de E. On dit aussi que x’ (respectivement x) est un
symétrique de x (respectivement x'). Lorsque la loi T' s’interpréte comme une multiplication, on parle plutét
d’éléments inversibles et d’inverses.

Remarque 2.2.5
— Dans (Z,—), 0 est neutre a droite et tout entier relatif est son propre et unique symeétrique a droite.
— Dans (Z,+), tout entier relatif x posséde un unique symétrique : son opposé —z.

Montrer que les lois d’addition et de multiplication de ’ensemble des entiers naturels n’ad-

mettent pas de symétrique.
Correction : Existe-t-il pour la loi d’addition + un symétrique ¢ € N tel que Va € N nous ayons a + ¢ =

a a
(Z 1) +c=e=071l est assez trivial que pour que cette égalité soit satisfaite on ait (Z 1) =—c&
i=1 i=1

a = —c or les nombres négatifs n’existent pas dans N. Ce qui nous améne aussi a la conclusion que la loi
d’addition + n’a pas de symétrique et que la loi de soustraction — n’existe pas dans N (la soustraction étant
rigoureusement ’addition d’un nombre négatif).

Existe t-il pour la loi de multiplication X un symétrique @’ € N tel que Va € N, on ait ' xa =e¢ =17

1
D’abord il est évident que a’ = ~. Mais excepté pour a = 1, le quotient 1/a n’existe pas dans N. Donc nous
a

devons conclure qu’il n’existe pas pour tout élément de N de symétriques pour la loi de multiplication et
ainsi que la loi de division n’existe pas dans N.

Définition 2.2.8 Dans un magma (E,T), un élément x est dit régulier (ou simplifiable) & gauche si
pour tout couple (a,b) d’éléments de E tels que xTa = xTb, alors a = b. On définit de méme un élément
régulier a droite. Un élément est dit régulier s’il est régulier a droite et a gauche. Si T est commutative,
les notions d’élément régulier a gauche et a droite coincident.

Exemple 2.2.3
— Dans (N, +), tout élément est régulier et dans (N, x), tout élément non nul est régulier.
— Dans (Z,T), avec aTh = |a| + b, tout élément est régulier a gauche mais pas a droite.

Remarque 2.2.6
— Dans un magma associatif, le composé de deux éléments réguliers est régulier.
— Dans un magma associatif, tout élément symétrisable est régulier.
— Si le magma n’est pas associatif, rien n’est assuré.

(non corrigé) On considére F l'ensemble des entiers naturels au plus égaux a 10 et la loi
T définie dans E par aTb = |a — b| (différence symétrique).
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— Montrer que 0 est neutre et que tout élément est son propre symétrique.
— Montrer que seuls 0 et 10 sont réguliers.
— Montrer que T" est non associative en considérant (17'2)7'3 et 17(213)

(non corrigé) On considére dans Z la loi T définie par aTb = ab+ 3. Montrer que T n’est pas
associative, que —1 et 3 sont réguliers mais que —17'3 = 0.

2.3 Les groupes

2.3.1 Les groupes

Le terme est de Evariste GALOIS (1811-1832), la structure est de Augustin Louis CAUCHY (1789-1857),
I'axiomatisation de Arthur CAYLEY (1821-1895).

Définition 2.3.1 Un groupe G est un ensemble muni d’une loi de composition interne T pour laquelle les
aziomes suivants sont verifiés :

. la loi T est associative : (xTy)Tz = T (yT'z) pour tout x, y et z de G,

° la loi T posséde un élément neutre e : xTe = el'x = x pour tout x de G,

. tout élément x de G posséde un symétrique x' pour la loi T : xT2x' = 2'Tx = e.
Le groupe G muni de sa loi T est souvent noté (G, T).

Un groupe est un magma unifére associatif dans lequel tout élément admet un symétrique'
Un groupe est un monoide dans lequel tout élément admet un symétriquel

Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne “7” associative, qui posséde un

élément neutre & droite e (i.e. pour tout = de G, xTe = x) et tel que tout élément x posséde un symétrique
a droite 2’ (i.e. zT2" = €). Montrer que G est un groupe.
Correction : Soit x € G, de symétrique & droite z’. Par conséquent z'Tz est un élément de G (lci), il
posséde donc un symétrique a droite que I'on note z. On a donc zT((2'Tx)Tz2) = x = (2T2 ) T2Tz =z =
eTxTz = 2Tz = x, par associativité de la loi. On compose ensuite a gauche par 2/, pour trouver z'T(zT'z) =
(2'Tx)Tz = e = 2'Tx, ce qui permet d’affirmer que 2’ est également un symétrique a gauche de z. On en
déduit ensuite que e est aussi neutre a gauche, car si x est dans G, eTx = (2T2")Tx = 2T (2'Tx) = 2Te = x
(on a utilisé & nouveau 'associativité de la loi et le fait que e est un symétrique a droite).

1. (N,+) et (N, x) sont-ils des groupes?
2. (Z,+) et (Z, x) sont-ils des groupes ?
3. (R,+) et (R, x) sont-ils des groupes ?

Correction : On vérifie pour chacun des couples les propriétés du groupe , et .
2.a. Pour (Z,+) :
~ V(z,y) € Z* x +y € Z, la loi est donc interne (magma),
Ve €Z,z+0=0+x =z “0" est ’élément neutre (unifére),
~V(z,y,2) €Z3, (x+y)+2z=x+ (y+2), laloi + est associative dans Z (associatif),
—Vx €Z,3r = —x, x + 2’ =0, tous les éléments ont un symétrique.
(Z,+) est donc un groupe.

3.a. On démontre de méme que (R, +) est un groupe.
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Par contre :

l.a.
1.b.
2.b.
3.b.

les éléments de N n’ont pas d’opposé (sauf 0),
les éléments de N n’ont pas d’inverse (sauf 1),
les éléments de Z n’ont pas d’inverse (sauf 1 et —1),

0 n’a pas d’inverse
)

donc (N, +), (N, x), (Z, x) et (R, x) n’ont pas de structure de groupe, ce sont néanmoins des monoides.

Définition 2.3.2 Un groupe dont la loi de composition posséde des caractéristiques semblables a celle de
Uaddition (respectivement la multiplication) dans Z (respectivement dans R*) est dit additif (respectivement
multiplicatif).

Définition 2.3.3 Un groupe G est dit abélien (du nom de Niels Henrick ABEL, 1802-1829) ou commutatif
si sa loi de composition interne T est commutative ¢’est-a-dire si xTy = yTx, Vr,y € G.

Exemple 2.3.1

L’addition dans Z et dans R est commutative. Ce n’est pas le cas de la soustraction : 2 —5 # 5 — 2.
Dans (Z,—), 0 n’est neutre qu’a droite.

(Z,+) est un groupe abélien, de méme (R — {0}, x). Par contre, (R — {0}, /) ne I’est pas car la division
n’est pas associative ((2/3)/4 =1/6 et 2/(3/4) = 8/3) ni commutative (5/4 = 1,25 et 4/5 =0, 8).
(Z,—) n’est pas un groupe : la soustraction est une loi de composition interne dans Z, mais elle n’est
pas associative : (2 —3) —5# 2 — (3 —5). C’est cependant un magma.

Si A(R) désigne I'ensemble des fonctions affines bijectives de R sur R soit ’ensemble des fonctions de
la forme x — ax + b avec a non nul, (A(R),0) est un groupe non abélien (o : loi de composition des
applications). Si f désigne z — 2z —1 et si g désigne x — 3z, on a f,g: 2z +— 6x—1et gof : x — 6x—3.
Si M3(R) désigne I’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre 2 de déterminant non nul, (Ma2(R), x)
est un groupe multiplicatif non abélien.

L’ensemble constitué des homothéties de rapport non nul et des translations dans un plan P, muni de la
loi de composition des applications, est un groupe non commutatif. Son élément neutre est I’application
identique assimilé & la translation de vecteur nul ou a ’homothétie de rapport 1.

Dans un plan P, considérons un carré ABCD de centre O. Notons Sy la symétrie centrale par rapport
a O, S1 la symétrie d’axe dy passant par les milieux des cotés [AD] et [BC], So la symétrie d’axe da
passant par les milieux des cotés [AB] et [CD] et ¢ Iapplication identique de P. Muni de la loi de
composition des applications, I’ensemble E = {i, Sp, S1, S2} est un groupe commutatif.

Décrire tous les groupes possibles a 1, 2, 3 ou 4 éléments.

Correction :

1.

Un groupe a un élément est un ensemble I constitué d’un seul élément e, et la loi x est nécessairement
définie par e x e = e. On vérifie sans difficulté que (E, ) est bien un groupe.

. Si E contient deux éléments, I'un doit étre le neutre pour x, notons le e et notons 'autre x. On a donc

exe=c¢cetexx =x*xe=x. Silon veut de plus que x soit inversible, on doit nécessairement avoir
xxx = e, et on vérifie que (E,*) est alors un groupe.

Ajoutons un troisiéme élément y & notre ensemble, on a nécessairement exe =¢, exxr =xr *e =T et
exy=y*xe=1y. On ne peut avoir txy =y (z #e)nixxy =z (y # e) donc x xy = e (Ici). On
montre de la méme maniére que y * x = e. On ne peut pas avoir zxz =z (x # e) ni zxx = e (car
I'inverse de x est unique dans un groupe et on sait qu'’il vaut y). Par conséquent, z x z = y (lci) et on
montre de la méme maniére que y xy = . On a donc les résultats suivants :
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Cette loi est bien une loi de groupe.

4. Enfin, dans le cas de quatre éléments, on obtient en étudiant toutes les possibilités les quatre lois

suivantes :
x|le|lxz|y]|z x|lelx|y]| =z
ellelz|y]|z ellelx|y]| =z
zllxz|y|z|e rzllx|zlely
yllylz|lelx ylylel|lz|x
zllzlelx|y z|lz|ly|x|e
x|lelx|y]|z x|lelx|y]| =z
elle|lxz|y| =z ellelxz|y| =z
zilx|lel|lz]|y rzl|lx|lel|lz]|y
yllylz|lelx ylylz|lx|e
zllz|ly|lxz|e zllz|lylelx

Théoréme 2.3.1 Tout élément d’un groupe (G,T) est régulier.

Preuve : Vu que T est associative et que tout élément x admet un symétrique 2/, si e est 1’élément neutre pour
laloi T, V(a,b) € G?, 2Ta = 2Tb = 2'T(xTa) = 'T(2Tb) = (2'Tx)Ta = (2'Tx)Tb = eTa = eTb = a =b.
(G, T) est régulier a gauche et on montre de la méme fagon que ce groupe est régulier a droite. [ |

Théoréme 2.3.2 Dans un groupe (G, T), tout élément admet toujours un unique élément symétrique.

Preuve : L’existence du symétrique est justifiée par la définition, il reste & prouver I'unicité. Supposons que
Vee E, 2’2" € E, /! #2", 2'Tx = 2"Tx(=e) & 2/ = 2" pusique = € G est régulier (a droite). [

(non corrigé) Démontrer que si (E,*) est un groupe d’élément neutre e, dans lequel tout

élement est involutif (c’est-a-dire x x x = ¢), alors ce groupe est commutatif.
Généralement, I'unique élément symétrique de = est noté 2%, On a

Propriété 2.3.1

e~ = e. L’élément neutre est son propre symétrique, il est involutif.

(x~H™ ! = .

(xTx") ™' = o'~ Tx=t. Le symétrique d’un produit est le produit inverse des symétriques.
Plus généralement (x1TxoT ... Tay) ' = oy Ta, 1T ... Tayt.

En particulier on a (z")~! = (z71)", (n € N*). On note alors ™" := (2")~!

pour m € Z en convenant z° = e. Dans ces conditions on a les relations.

ce qui permet de définir =™

’

/ / ’
(™)™ = MM et g Tx™ = ™™ Vm,m’ € Z.



32 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES ALGEBRIQUES

2.3.2 Les sous-groupes

Définition 2.3.4 Un sous-groupe est une partie S d’un groupe (G,T) qui, munie de la loi T de G, est
ausst un groupe.

Proposition 2.3.1 Un sous-ensemble H de (G,T) est un sous-groupe si et seulement si il contient e (élément
neutre de (G,T)) et est stable par produit et passage a l'inverse.

Preuve : Si un sous-ensemble de G vérifie ces trois propriétés, c’est bien un sous-groupe.

Réciproquement, si H est un sous-groupe, il posséde un élément neutre eg. Soit alors  un élément de H, on
a xTey = x = xTe (la premiére loi est prise dans H, la deuxiéme dans G), donc eg = e par simplification.
De méme, I'inverse de z dans H est nécessairement un inverse dans G également, donc il s’agit de 'unique
inverse de x par T', et H est stable par inversion. Enfin, H doit clairement étre stable par produit. [ |

Proposition 2.3.2 Une partie H non vide de G, contenant e, est un sous-groupe de (G,T) si et seulement
St

1. Ve,ye Hxlye H
2. VeeHaxleH

Les deuz conditions précédentes peuvent étre remplacées par la suivante :

Vo, y € HaTy ™t € H

Remarque 2.3.1 La notation H < G est employée pour dire H est sous-groupe de G. Lorsqu’on n’exclut
pas la possibilité que H soit égal & G on écrit H < G.

(non corrigé) Montrer que

— dans le groupe multiplicatif (C, x) des nombres complexes, 'ensemble des nombres de module 1 est un
sous-groupe de C,

— dans le groupe additif (F,+) des fonctions numériques, I’ensemble des fonctions linéaires x — ax est
un sous-groupe de F.

Soit n € N. On note nZ l'ensemble des entiers relatifs de la forme nz, x € Z. Montrer
que nZ est un sous-groupe additif de Z.
Correction : Soit nZ = {nk,k € Z} ={...,—2n,n,0,n,2n,...}.
— Soit (x1,22) € (nZ)?, k1, ko) € Z2, x1 = nky, 1o = nky = 21 + 22 = n(ky + ko) = 1 + 22 € n7Z
donc la loi est interne.
(- Soit (z1,x9,23) € (nZ)3, k1, ko, ks) € Z3, 1 = nky, v2 = nks, v3 = nks. Or (z1 + 22) + 23 =
(nk1 4+ nkg) + nks = nky + (nke + nks) = x1 + (x2 + z3) donc la loi est associative.)
(- 0z =0,z=0.Eneffet,sizenZ, t+0=0+x =z.)
— Soit x € nZ, Ik € Z, x = nk. 2’ =n(—k) € nZ, v x 2’ = n(k — k) = 0 donc tout élément posséde un
symétrique.
Conclusion, nZ est un sous-groupe additif de Z.

Montrer que I'ensemble des racines n-iémes de I'unité forment un sous-groupe de (U, x).

Correction : On constate dans un premier temps que ’ensemble U,, des racines n-iémes de I'unité est un
sous-ensemble de U. En effet, si 2™ = 1, on a en particulier |z|™ = 1, donc |z| = 1 (dans RT, I’équation z" = 1
a une seule solution). Ensuite, il reste & faire les vérifications élémentaires : U,, contient 1, U,, est stable par
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produit (si 2" = 2 = 1, alors (22/)" = 22" = 1) et par inverse (si 2" = 1, = 1), donc c’est bien un

sous-groupe multiplicatif de U.

On considére I’ensemble constitué des six fonctions de R — {0, 1} dans lui-méme suivantes :

1 x 1 r—1

hx) =z, fa(e) = 57—, falz) = fi@) == fs(@) =1-uz, fo(z) =

1—=2 z—1’ x T

Montrer qu’il s’agit d’un groupe pour la composition (écrire sa table). Déterminer tous ses sous-groupes.
Correction : Le plus simple est de faire un tableau de loi :

ol fi|fa|Sfs| fa| S5 | T
foll ol e | fs | fa| fs | Jo
follfa | fo | Ja | fs | fs | Jn
fa |l fa| fs | Ji| fe| fa| Ja
ol fa\ Fs | e\ Fu| e | [s
o |l fo | fa | Jo | fa| J1 | J3
fe |l fo | fu | fs | f3a| fa| J2

Pour obtenir tous les sous-groupes, le plus simple est de les construire petit & petit. On connait les sous-
groupes triviaux : le groupe G tout entier et le sous-groupe réduit a I’élément neutre. Par ailleurs, tout
sous-groupe contient f1 qui est le neutre. Si on cherche un sous-groupe contenant f; et f2, on voit que pour
étre stable par “0” il doit aussi contenir fa,fo = fs. On constate que {f1, f2, f6} est un troisiéme sous-groupe
de G. Par contre si on ajoute f3, f1 ou f5 & f1 et fa, on est obligé pour avoir stabilité d’ajouter toutes les
autres fonctions. Remarquons ensuite que {f1, f3s} est un sous-groupe de G, mais que si on y ajoute une
troisiéme fonction, on va a nouveau retomber sur le sous-groupe trivial G. De méme, { f1, f4} et {f1, f5} sont
des sous-groupes, et on n’en obtient pas d’autres. Le groupe G a donc un sous-groupe a un élément, trois
sous-groupes & deux éléments et un a trois éléments, et lui-méme est un sous-groupe a six éléments.

Proposition 2.3.3 Si (G,T) est un groupe, si H et K sont deur sous-groupes de G, alors H U K est un
sous-groupe de G si et seulement st H C K ou K C H.

Preuve : Soient H et K deux sous-groupes de G tels que H U K soit un sous-groupe de G. Nous devons
prouver qu’un des deux sous-groupes H ou K est contenu dans I'autre. Supposons que H ne soit pas contenu
dans K et prouvons que K est contenu dans H. Soit k£ un élément de K. Il s’agit de prouver que k appartient
a H. Puisque H n’est pas contenu dans K, il existe h € H tel que h ¢ K. Puisque H U K est un sous-groupe
de G, nous avons hTk € HUK. D’autre part, puisque h ¢ K et k € K, nous avons hTk ¢ K, donc hTk € H,
d’ou k € H ce qui prouve que K C H.

La réciproque est évidente : si par exemple, H C K, HUK = K et HUK est naturellement un sous-groupe.l

Remarque 2.3.2 HUK n’est pas en général un sous-groupe de G. Par exemple, soient H la droite d’équation
y = 0 et K la droite d’équation z = 0 dans R?, groupe additif. Alors H et K sont des sous-groupes de (R?, +)
mais pas H U K car (1,0) 4+ (0,1) = (1,1) n’appartient pas & H U K.

Proposition 2.3.4 Soient (G,T) un groupe et F' une famille non vide de sous-groupes de G (F peut contenir
un nombre fini ou infini de sous-groupes). Si I est l'intersection de tous les éléments de F', autrement dit
I =NgerpH alors I est lui-méme un sous-groupe de G.
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Preuve : Considérons sans perte de généralité I'intersection I = H N K de deux sous-groupes H et K. HNK
n’est pas vide car e appartient & H N K. Soient x et y appartenant & H N K. Comme H et K sont des
sous-groupes de G, Ty~ appartient & H et & K donc a HN K. Do, HN K est un sous-groupe de G. La
démonstration se généralise & un nombre fini ou infini de sous-groupes. [ |

Définition 2.3.5 Soit (G,T) un groupe et A un sous-ensemble non vide de G. On appelle sous-groupe
engendré par A le sous-groupe < A >= NgesH ot S est l'ensemble de tous les sous-groupes de G qui
contiennent A. Si g appartient o G, on note < g > a la place de G.

Cet ensemble n’est pas vide car il contient A lui-méme et la formule ci-dessus est par conséquent bien définie.
Exemple 2.3.2 <m >=mZ, < G >= G, < m,n >= pgcd(m,n)Z sont des sous-groupes engendrés.

Théoréme 2.3.3 Le sous-groupe < A > est le plus petit sous-groupe (au sens de l'inclusion) de G contenant
A. Autrement dit, < A > est caractérisé par les deux conditions suivantes :

1. < A > est un sous-groupe de G contenant A.
2. Si K est un autre sous-groupe de G contenant A on a < A >C K.

Preuve : Soit < A > le sous-groupe engendré par A. < A >= NH ou l'intersection porte sur les sous-groupes
H de G contenant A. < A > est donc un sous-groupe de G contenant A d’aprés la proposition 2.3.4. Soit
K un sous-groupe de G contenant A. Alors, K fait partie de ’ensemble des sous-groupes sur lequel porte
Iintersection définissant < A > donc, < A > étant inclus dans tout sous-groupe de G contenant A, < A >
est inclus dans K. Par conséquent, < A > est le plus petit sous-groupe de G contenant A. ]

Proposition 2.3.5 Tout sous-groupe de Z est de la forme < n >= nZ ou n est un entier positif.

Preuve : Soit H un sous-groupe de Z distinct de Z.

- Si H=0alors H=<0 >.

- SiH=Z H=<1>,

— On suppose que H est un sous-groupe propre de Z (donc différent de Z et de {1}). Soit n le plus
petit élément strictement positif de H, montrons alors que < n >= H.
n appartient & H sous-groupe de Z donc < n > est inclus dans H (< n > plus petit sous-groupe de Z
contenant n).
Montrons que H est inclus dans < n > : soit  appartenant a H. D’apreés la division euclidienne, il
existe un couple d’entiers (7, ) avec 0 < j < n tel que z = in + j.
Si i est positif, in = n + ... + n appartient & H car n appartient & H et H est un sous-groupe de Z.
Si i est négatif, in = (—n) + ... + (—n) appartient & H car n appartient & H et H est un sous-groupe
de Z.
Comme z appartient & H sous-groupe de Z, j = x — in appartient & H. Or j est positif et strictement
inférieur & n et n est le plus petit entier strictement positif appartenant & H donc 7 = 0. D’ou, = in
et x appartient donc & < n >. H est inclus dans < n >. Conclusion, H =< n >= nZ.

|

Exercice 47| (non corrigé)

1. Soient mZ et nZ deux sous-groupes de Z. Montrer que

mZ+nZ = {mu+nv | u,v € Z}

a) est un sous-groupe de Z,
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b) contient mZ et nZ,
c¢) est contenu dans tout sous-groupe de Z qui contient mZ et nZ.

d) Si mZ + nZ = dZ, que peut-on dire de d?

2. Déterminer les sous-groupes engendrés par : 14Z U 35Z ; 4ZUS8ZUG6Z U 64Z ; 272 J3Z ;
AZ.U217 ; 5ZU25ZUJTZ ; {70,4}.

On introduit ensuite la notion de sous-groupe distingué (utilisée initialement par Galois). Les sous-groupes
distingués connaissent des applications en géomeétrie dans 1’étude des actions de groupes, en topologie algé-
brique dans la classification des revétements, en théorie de Galois dans la correspondance de Galois.

Définition 2.3.6 Un sous-groupe H d’un groupe (G,T) est distingué (ou normal ou invariant) si pour
tout x de G et pour tout h de H, le produit tThTx~" est élément de H. On note alors H <G et on lit “H
est distingué dans G”.

Un sous-groupe distingué H d’un groupe G est un sous-groupe globalement stable par I'action de G sur
lui-méme par conjugaison. Les sous-groupes distingués interviennent naturellement dans la définition du
quotient d'un groupe.

Définition 2.3.7 Pour tout x de G on note :
— xH l’ensemble (classe a gauche) des éléments de G de la forme xTh avec h élément de H,
Hzx l’ensemble (classe a droite) des éléments de G de la forme hTx avec h élément de H,
— xHx~! Uensemble des éléments de G de la forme xThTx~' avec h élément de H.

Une facon équivalente de définir un sous-groupe distingué est de dire que les classes & droite et & gauche de
H dans G coincident, c’est-a-dire :

H <G si et seulement si tHx ' = H < xH = HIL‘I

Preuve : Par définition, H <G < xHx~' C H pour tout  de G. Or, H C xtHxz~!. En effet, si h € H, on
aura :

Proposition 2.3.6

hexHz < 3n e H h=aThTr ' <3V € H, b =271 ThTx

Vu que H <G, W = 27 'ThTz est effectivement élément de H. Ainsi, on peut également dire H < G si et
seulement si tHx ! = H & oH = Hux. [ |

Exemple 2.3.3 Les déplacements du plan, constitués des translations et des rotations, constituent un groupe
(non commutatif) pour la loi de composition des applications. Les translations en constituent un sous-groupe
distingué.

Remarque 2.3.3
— {e} et G sont toujours des sous-groupes distingués.
— Un sous-groupe de G de la forme xHz ™! avec x € G est appelé un conjugué de H. Par conséquent,
un sous-groupe est distingué si et seulement s’il est son seul conjugué.

Soit (G, x) un groupe et =~ une relation d’équivalence sur G. On suppose que cette rela-
tion est compatible avec la loi de groupe, c¢’est-a-dire que si Va,y, 2,y € G, x ~ 2’/ et y ~ ¢/ alors xy ~ 2'y/.
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Montrer que la classe H de I’élément neutre 1 est un sous-groupe distingué de G et que Vz,2' € G, v ~ 2/
est équivalent a x’z~1 € H.

Correction : Etant donnés y,z € H, on a y ~ 1 et z ~ 1. La compatibilité de la loi donne d’une part yz ~ 1,
soit yz € H, et d’autre part yy~' ~ y~! soit y~' € H. Cela montre que H est un sous-groupe de G. Pour
tout z € G, on a aussi zyr~' ~ zlz™! = 1 et donc zyr~' € H. Le sous-groupe H est donc distingué.
De plus, pour z,2’ € G, si  ~ &/, alors par compatibilité de la loi, on a #’z~! ~ zz=! = 1, c’est-a-dire
2zl e H.

Réciproquement, si 'z~ € H, alors 2’2~ ! ~ 1, et donc, par compatibilité de la loi, z ~ a’.

Proposition 2.3.7 Si G est commutatif (groupe abélien), alors tout sous-groupe de G est distingué dans G.

Preuve : Soit H un sous-groupe de G. (G, T) est commutatif donc tous les éléments de G commutent entre-
eux y compris ceux qui sont dans H ((H,T) est donc commutatif). Par conséquent, Vo € G et Vh € H,
2Th = hTz < ThTx~! = h en composant & droite par =1 (I'inverse de z, qui existe puisque (G, T) est
un groupe). Comme h € H, on conclut que tout sous-groupe H de G est distingué dans G. [ |

Exemple 2.3.4 (Z,+) est commutatif et nZ est un sous-groupe additif de Z donc nZ < Z.

2.3.3 Construction du quotient d’un groupe

Les sous-groupes distingués sont importants dans I’étude des groupes quotients & cause du résultat sui-
vant : on peut construire un groupe quotient G/H de loi compatible avec celle de G si et seulement si H est
un sous-groupe distingué de G. Plus précisément, dans 1’étude des groupes, le quotient d’un groupe est une
opération classique permettant la construction de nouveaux groupes a partir d’anciens. A partir d'un groupe
G, et d'un sous-groupe H, on peut définir une loi de groupe sur 'ensemble G/H des classes de G suivant H,
a condition que les classes latérales droites soient égales aux classes latérales gauches (xH = Hz).

Soient (G,T) et (H,T) désignant respectivement un groupe et un sous groupe de G.

Proposition 2.3.8 Soient v,y € G. La relation R définie par xRy < Ty~ € H est une relation d’équi-
valence(a droite) sur G.

Preuve :
— R est réflexive : Vo € G, 2Tz~ ! = e € H & 2Rux.
— Ensuite, comme H est un sous-groupe de G, tout élément dans H admet un inverse (dans H) donc
(xTy=1)~! =yT2z~! € H < yRx (H étant stable par inversion). Par conséquent, R est symétrique.
— Montrons enfin que R est transitive : soit (x,y,2) € G3, (zRy et yRz) < (xTy ' € H et yTz~! € H).
(xTy )T (yTz=1) = 2T (y ' Ty)Tz7! = aTeTz"' = 2Tz € H & 2Rz (car H est stable pour la loi

de composition). -

Par conséquent, (Vx,y € H, vRy) < (H est un sous-groupe de G) d’apreés la proposition 2.3.2 .

Proposition 2.3.9 Soit x € G. La classe d’équivalence (a droite) de = pour la relation R est l’ensemble
Hx ={hTxz,h € H}. Elle est notée cl(x) ou T.

Preuve : Par définition, cl(z) = {y € G,2Ry}. Soit y € G équivalent & x pour la relation R. Alors il existe
k € H (dont 'inverse k~! = h est aussi dans H) tel que 27y ! = k < y = hTz. Et donc y est élément de
Hzx. Réciproquement, si y est élément de Hz, il est clair que xRy. [ |

Remarque 2.3.4 On aurait aussi pu définir la relation d’équivalence (a gauche) R par 2Ry < vy~ Tz € H.
Dans ce cas, la classe d’équivalence d’un élément x de G aurait été donnée par ’ensemble v H (classe a gauche
de z de H).
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Supposons que H soit un sous-groupe distingué de G. On désire déﬁnir une loi sur I’ensemble quotient

G/R de la fagon la plus naturelle possible c’est-a-dire en posant cl(z cl = cl(zTy). La justification de
ce choix est la suivante : si X et Y sont deux classes d’éléments de G sulvant H, XY en est une aussi. Il
existe des éléments = et y de G tels que X et Y soient repectivement les classes de x et y suivant H. Nous
avons alors XY = (zH)(yH) = (Hz)(yH) = H(2Ty)H ; comme H est distingué, nous pouvons remplacer
H(2Ty) par (zTy)H et nous trouvons XY = xTyHH. Mais HH = H (puisque H est un sous-groupe de
@), donc la relation obtenue peut s’écrire XY = zTyH, ce qui montre bien que XY est une classe suivant
H (et plus particulierement, la classe de 2T'y). De ce qui précede, il résulte qu’en faisant correspondre a une
classe X et une classe Y l'ensemble XY, nous définissons une loi de composition dans ’ensemble des
classes suivant H et que cette loi peut étre caractérisée par la relation

a:HyH (zTy)H < cl(x cl cl(zTy).

Cette définition a un sens si et seulement si la classe cl(zTy) ne dépend pas du choix des représentants z et
y des classes cl(z) et cl(y), autrement dit si : pour z,y,2',y" € G,

TRx’

VR } = 2TyRa'Ty . (2.1)

Si l'implication (2.1) est vérifiée, on dit que la relation d’équivalence R est compatible avec la loi T' (cf.
chapitre 1). On ajoute la définition suivante :

Définition 2.3.8 La relation R est dite compatible a droite (respectivement & gauche) avec la loi T si

Va,y,z € G, xRy = xT2RyTz (respectivement xRy = zTxRzTy)

On a alors le

Théoréme 2.3.4 La relation R est compatible avec la loi de groupe si et seulement si elle est compatible a
droite et a gauche.

Preuve : Le sens non trivial se montre ainsi : 2Rz’ et yRy = xTyRa'Ty et ' TyR2'Ty' = vTyRz'Ty. m

On considére enfin le théoréme intermédaire suivant :

Théoréme 2.3.5 Il y a équivalence entre
1. La relation d’équivalence R est compatible a droite.
2. 1l existe un sous-groupe H tel que tRy < 2Ty ' € H < y € Hx
Preuve : Si R est compatible a droite, 2Ry < 2Ty 'Re < xTy~! € cl(e) et on vérifie que H = cl(e) est

bien un sous-groupe de G. Réciproquement si on a 2., Ty~ ! € H < (2T2)T(yTz)~! € H, R est compatible
a droite. -

Des deux théorémes précédents on déduit :

Théoréme 2.3.6 Soit (G,T) un groupe et R une relation d’équivalence dans G. Il y a équivalence entre :
1. () Tlel(y) = cl(xTy) définit une loi de groupe sur G/R.
2. La relatzon R est compatible a droite et a gauche avec la loi de groupe.
3. 1l existe un sous-groupe H tel que
(a) Vx € G, tH = Hx < H est distingué dans G.
(b) 2Ry < 2Ty ' € He o Ty € H.
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Pour conclure on donne la
Définition 2.3.9 Soit H <G. La relation R définie par
Ry < 2Ty e H

est appelée relation d’équivalence suivant le sous-groupe H. L’ensemble quotient G/R est alors un groupe
pour la loi naturelle, appelé groupe quotient, et se note G/H.

Exemple 2.3.5 Soit la relation R définie sur Z par 2Ry < Ik € Z/x —y = kn, R est une relation
d’équivalence. Cette relation est appelée relation de congruence modulo n. Deux entiers z et y en relation
sont dits congrus I'un a 'autre modulo n et on note alors * = y mod n (ou = y[n]). On remarquera que
x = 0 mod n si et seulement si n divise x.

Soit x appartenant & Z. On note par T la classe d’équivalence de x pour la relation de congruence modulo
n. On note par Z/nZ l'ensemble des classes d’équivalences de la relation de congruence modulo n. On peut
_|._
+

x
Si on considére Z/5Z = {0,1,2, 3,4}, cela nous permet d’affirmer par exemle que 9 =4 +5 =4
44+0=4.

¥ _
5=4+40=

On définit sur R? la relation p par
(@,y)pa’y) e aty=a"+y

1. Montrer que p est une relation d’équivalence.
2. Trouver la classe d’équivalence du couple (0,0).

3. Soit f 'application de R? dans R définie par :
fir(@y) =z+y

Montrer que deux éléments de R? équivalents modulo p ont méme image par f et que deux éléments

non équivalents ont des images distinctes.

4. En déduire qu’entre I’ensemble quotient R?/p et R il existe une bijection g que I'on précisera.

Correction :

1. On montre aisément que p est réflexive, symétrique et transitive donc p est bien une relation d’équiva-
lence.

2. La classe d’équivalence du couple (0,0) est constituée par Pensemble des couples (z,y) € R? vérifiant
x4y = 0. C’est 'ensemble des points situés sur la deuxiéme bissectrice du plan z0y.

3. Soient u,v € R?, alors upv < f(u) = f(v). On en déduit également que deux éléments non équivalents
ont des images distinctes.

4. g est D'application qui & une classe fait correspondre la somme des composants d’'un représentant
quelconque de cette classe. g est injective d’aprés la question précédente. Par ailleurs, Vo € R, on peut

considérer que « est I'image de (5, §) € R? donc g est surjective et par conséquent bijective.

2.3.4 Homomorphismes de groupes

On doit & Marie Ennemond Camille JORDAN (1838-1922) le concept d’homomorphisme entre deux
structures :

Définition 2.3.10 Un morphisme de groupes ou homomorphisme de groupes (du grec homoios =
semblable et morphé = forme) est une application entre deux groupes qui respecte la structure des groupes.
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Plus précisément, si (G,T) et (G',x) sont deux groupes d’éléments neutres respectifs e et n, une application
f: G — G’ est un morphisme de groupes lorsque :

V(a,b) € G x G, f(aTb) = f(a) * f(b)

Un morphisme de groupes transporte la loi de groupe, et va ainsi conserver toutes les propriétés liées a cette
loi. Il est donc intéressant d’étudier comment se comportent les principaux objets de la théorie des groupes
par les morphismes.

Définition 2.3.11 Un isomorphisme f est un homomorphisme bijectif.

Proposition 2.3.10 Si (G, T) et (G',*) sont deuz groupes quelconques, et si [ est un isomorphisme de G
sur G, alors =1 est un isomorphisme de G’ sur G.

Preuve : Si f est un isomorphisme, alors f est une bijection, donc f~! aussi. Il suffit de montrer que f~! est
un morphisme de groupes. Soient = et y deux éléments quelconques de G’. On a alors : f(f = (z)Tf~(y)) =
FUfF Y @) *f(fy)) = z*y. D’ou f~H(2)Tf 1 (y) = f~1(x*y) et f~! est donc un isomorphisme de groupes
de G’ sur G. [ ]

Définition 2.3.12 Lorsque G = G', un homomorphisme est appelé endomorphisme et s’il est bijectif, on
parlera d’automorphisme.

Exemple 2.3.6
— L’application f: (Q*, x) — (Q%, x) définie par f(z) = ||z|| est un morphisme de groupes :

flaxy) = llzxyl = ll=ll < lyl = f(z) x f(y), Yo,y € Q*

L’application f: (R, x) — (R, +) définie par f(z) = Inz est un isomorphisme de groupes :
flaxy)=In(zxy)=nz+Iny = f(z)+ f(y), Vo,y € RT*.
Soit @ € R. L’application f, : (R,+) — (R, x) définie par f,(x) = a® est un isomorphisme de
groupes : on a
falx +y) =a™¥ =a® x a¥ = fo(x) X fo(y), Vo,y € R.

L’application f : (R*, x) — (R*, x) définie par f(z) = 2? pour tout x € R* est un homomorphisme;
en effet

flzxy)=(zxy)* =2 xy* = f(x) x f(y), Vz,y € R*.
L’application f : (C*, x) — (R*, x) définie par f(z) = |z| pour tout x € C* est un homomorphisme,
car

flzxw)=|zxw|=|z| x|w| = f(2) x f(w), Vz,w € C*.
L’application f : (R,+) — (RT*, x) définie par f(x) = e pour tout # € R est un isomorphisme, car
elle est bijective et

flx+y) ="t =e% xe¥ = f(x) x f(y), Vo,y € R.
L’application f : (R,+) — (C*, x) définie par f(z) = €™ pour tout € R est un homomorphisme,
car
Fla+y) = et e 2 _ f(a) x f(y), Yo,y € R.

Proposition 2.3.11 Lorsque G posséde un élément neutre e, l’image homomorphe f(e) = n est neutre
dans f(G). Sila loi T de G est associative, alors celle de f(G) l'est aussi. Si G est un groupe, son image
homomorphe f(G) en est aussi un et f(x=1) = [f(2)]7! : Vinverse de f(x) dans f(G) est limage de Uinverse
de  dans G.
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Preuve : Si e est neutre dans G, f(e) x f(x) = f(eTz) = f(z) et f(z)x f(e) = f(zTe) = f(zx), donc
f(e) est neutre dans f(G). Si la loi T est associative, la loi x l'est aussi : f[aT(bTc)] = f[(aTb)T'c], donc
fla)* f(bTc) = f(a)* [f(b) * f(c)] et c’est aussi f(aTh)x f(c) = [f(a)* f(b)] * f(c). Enfin si 2 admet un
inverse 71 dans G, f(zTz™') = f(e) = f(x) * f(z™1) et c’est aussi f(z ™) » f(x) : inverse dans f(G) de
f(z) existe et c’est f(z7!). En d’autres termes [f(z)] 7! = f(z71). ]

T+

On considére sur | — 1,1[ la loi 2Ty =
14+ 2y

commutatif. Montrer qu’il est isomorphe a (R, +).

Correction : On montre sans grande difficulté que T est commutative (méme si ce n’est pas indispensable),
TH+y+z+xyz
Ty +xz + Yz
d’inverse —z. Le plus difficile est en fait de prouver que la loi T est bien une lci (loi de composition interne),
c’est-a-dire de prouver que | — 1, 1[ est stablepar T. Siz < lety <1, (z—1)(y—1)=azy—z—y—1<0,

x
14+ 2y

< 1. Finalement, T' est bien une loi de groupe. On peut

, montrer que (] — 1,1[,T) est un groupe

associative <:UT(yT z) = (2Ty)Tz = >, d’élément neutre 0, et tout élément x est inversible,

donc —(1 + zy) < = + y, et en divisant par 1 + zy qui est positif, on obtient —1 < . De méme, en

x
partant de —1 < z et —1 < y, on obtient +Y
14z

également remarquer que th : R —] — 1,1[ est une application bijective vérifiant th(x 4+ y) = th(z)Tth(y).
On peut en déduire immédiatement qu’il s’agit d’un isomorphisme de groupes.

Définition 2.3.13 Si G’ admet un élément neutre n, l'ensemble N des éléments de G dont l'image par f
est n s’appelle le noyau de f, noté Kerf. L'image de f est définie par Imf = f(G).

Exemple 2.3.7 Soient G = {¢o, ¢1, 2, @3, P4, 95}, G' = {¢o, ¢1} d’élément neutre ¢g, et f: G — G’ définie

par f(¢o) = oo, f(¢1) = o1, f(d2) = ¢o, f(P3) = do, f(Pa) = ¢1 et f(¢5) = ¢1. Alors, Kerf = {¢po, ¢2, ¢3}
et Imf =G’.

x
Montrer que x Tl est un endomorphisme de groupes de (R*, x). Déterminer son noyau et
x

son image. Méme question pour I’application 6 +— € (de (R,+) dans (C*, x)).
Yy x

x

Correction : Il suffit de vérifier que Va,y € R*, W X W = ﬁ, ce qui est vrai. L’image de ce morphisme
x Yy xy

est {—1,1}, et son noyau R*T.

L’application 6 — €% est un morphisme car '(0+0) = ¢i¢i? Son image est U (U est I’ensemble des nombres

dont le module est égal a 1) et son noyau 27Z = {2kw|k € Z}.

Proposition 2.3.12 Le morphisme de groupe f est injectif si et seulement si le noyau de f n’est constitué
que de élément neutre de G.

Preuve : Soient x,y € G tels que f(z) = f(y); alors f(z) * f(y)™! = f(zTy ') = n cest-a-dire que
2Ty~ ! € ker(f). Par conséquent ker(f) = {e} si et seulement si 2Ty~ ! = e c’est-a-dire que = = y. ]

Soit G un groupe et a € G. Montrer que l'application z — azxa™! est un automorphisme
de groupes de (G, X).
Correction : Comme a(zy)a~! = azalaya™', I'application est un endomorphisme de groupes. De plus, si
ara~! = e, alors ax = a, donc x = e, autrement dit le noyau de ce morphisme est réduit a 1’élément neutre,
'application est donc injective. Comme de plus un élément y a toujours un antécédent, en I'occurence a~'ya,
elle est également surjective, donc bijective. C’est donc un automorphisme de groupes, dont la réciproque

est d’ailleurs y — a " ya.
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Théoréme 2.3.7 Lorsque G est un groupe, le noyau N de f est un sous-groupe distingué de G.

Preuve : Notons e 1’élément neutre de G. n = f(e) est neutre dans f(G). Soit v un élément de N et x dans
G:
FETuTa ) = f(x) x f(u) x f) = F@) xnx f@) = [F@) %n)« fa) = fa) * f(a) =
f(eTa) = f(e) = n.
Par conséquent Tulz~! € N et donc N «G. [ |

Cela implique d’apres la section sur la construction du quotient d’un groupe qu’on peut construire un groupe
quotient G/N = G/Kerf de loi compatible avec celle de G.

On a également le résultat important ci-desssous qui permet de compléter le théoréme 2.3.6 :

Théoréme 2.3.8 Soit (G,T) un groupe et H <A G. L’application s définie par

s: (G, T) — (G/H,[T)

x = c(zr)

est un morphisme de groupes. Il est surjectif. Son noyau est égal 6 H. Le morphisme s s’appelle la surjection
(ou projection) canonique de G sur G/H. On note parfois s = sg.

Preuve : s est une application puisque tout élément de G appartient & une et une seule classe d’équivalence ;
pour tout z,y € G on a s(xTy) = HxTy = Ha:Hy = s(x)s(y) c’est-a-dire que s est un morphisme. s
est surjective puisqu’aucune classe d’équivalence n’est vide. [ |

Le théoréme suivant et qui utlise les résultats précédents est di & Emmy NOETHER (1882-1935)

Théoréme 2.3.9 (Premier théoréeme d’isomorphisme ou théoréme de décomposition canonique)

Soient (G, T) et (G',*) deuz groupes et ¢ un homomorphisme de G dans G'. Il existe alors un isomorphisme
v de G/Ker(p) sur o(G) tel que ¢ = vos ou s est la surjection canonique de G sur G/Ker(p). On a donc
G/Ker(p) ~ ¢(G).

Preuve : Montrons que 'application v : G/Ker(y) — ¢(G) = Im(G) est un homorphisme bijectif.

1. v est bien définie. En effet, VHz, Hy € G/H tels que Hx = Hy, il vient que 2Ty~ ! € H = Ker(yp)
donc p(aTy~") = p(x) % p(y) ™" = n dou p(z) = ¢(y) soit v(Hz) = v(Hy).

2. v est un morphisme, pour tout Hz, Hy € G/H on a

v(Ha T|Hy) = v(HaTy) = p(2Ty) = ¢(z)  p(y) = v(Hz) x v(Hy).

3. v est surjective par définition, il reste a prouver que v est injective. Pour tout Hz, Hy € G/H tels
que v(Hz) = v(Hy) on a p(x) = ¢(y). On en déduit que o(zTy~!) = n d'ou 2Ty~ ' € Ker(yp) et
Hx = Hy. [ |

Corollaire 2.3.1 Si ¢ est un homorphisme surjectif alors G/Ker(p) ~ G du fait que Im(p) = G'.

(non corrigé) Soit (A,+,0) un groupe abélien (commutatif) et soit H C A un sous-groupe

de A. Pour tout a € A, la classe de a modulo H est définie par le sous-ensemble de A suivant
a+H={a+hhe Ht CA

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux classes soient égales (a + H = b+ H).
On note A/H Densemble des classes modulo H :
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A/H ={a+H,ac A}

2. Montrer que ’ensemble des classes modulo H forme une partition de A. Si, en outre, A est fini, montrer
que toutes les classes ont le méme cardinal. Combien y a-t-il de classes différentes dans ce cas?

On définit la loi de composition interne suivante entre deux classes :
(ec+H)®s(b+H)=(a+b)+H={a+b+hhecH}

3. Montrer que (A/H,®,0+ H) est un groupe abélien. Ce groupe est appelé le groupe quotient de A par
H.

(non corrige)

1. Soit n € Z, montrer que nZ = {nk,k € Z} est un sous-groupe de (Z,+,0).
2. Montrer que tous les sous-groupes de Z sont de cette forme.

On note (Z/nZ,®,0 + nZ) le groupe abélien des classes modulo n. Pour tout k € Z, on notera k la classe
k 4+ nZ de k modulo n.

3. Que vaut 137 & 212 dans Z/13Z7

4. “Arithmétique horlogeére” [Gauss| : “Je dois partir demain pour San Francisco a 9 heures. Le train
mettra 126 heures pour relier Nice a Vladivostok. Il faudra ensuite 358 heures au bateau pour franchir
le Golden Gate Bridge. En arrivant vais-je pouvoir manger mes pancakes favoris dans un café du port
dont les horaires d’ouverture sont 7 heures - 11 heures?

2.3.5 Les groupes finis et I’exemple du groupe symétrique

Définition 2.3.14 Un groupe (ou sous-groupe) est dit fini si le nombre de ses éléments, appelé alors ordre
du groupe (ou sous-groupe), est fini. On notera |G| l'ordre du groupe G.

Définition 2.3.15 L’ordre d’un élément (on dit parfois période) a d’un groupe est le plus petit nombre
entier positif m tel que o' = e (ou e désigne l’élément neutre ou identité du groupe, et a™ désigne le produit
de m copies de a). Si aucun m de la sorte n’existe, on dit que a est d’ordre infini.

Proposition 2.3.13 Si H est un sous-groupe fini de G et si x et y sont deux éléments de G alors les classes
d’équivalence (4 gauche ou a droite) de x et y pour la relation R ont méme nombre d’éléments et ce nombre
est égal au cardinal de H.

Preuve : Soit T la loi de composition interne de G et x un élément de G. Posons f: H — xH,h — f(h) =
xTh; Vapplication f est injective car si h et h' sont des éléments de H tels que f(h) = f(R') alors on a
légalité xTh = xTh' < h = h' car x est régulier. f est aussi surjective car si y est un élément de xH, alors
il existe h € H tel que y = 2Th et donc y = f(h). f étant a la fois injective et surjective, est bijective. Ceci
prouve que H et xH ont méme nombre d’éléments. Mais si y est un élément de GG, yH et H auront aussi
méme nombre d’éléments. Donc xH et yH ont méme cardinal.

De méme on montrerait que toutes les classes a droite pour une relation R, issue d’un sous groupe H de
cardinal fini dans G, ont méme nombre d’éléments, ce nombre étant égal a |H|. ]

Le théoréme qui vient maintenant et qui résulte en partie de la proposition précédente est fondamental en
algebre.

Théoréme 2.3.10 (Lagrange) Soit G un groupe fini. Si H est un sous-groupe de G, alors le cardinal de H
divise celui de G. On notera |G/H| ou [G : H] le nombre |G|/|H|. [G : H] s’appelle I'indice de H dans G.
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Preuve : Soit donc H un sous-groupe de G. On considére la relation d’équivalence R associée & H. Elle nous
permet de définir une partition de G par des sous-ensembles de la forme zH ou x € G. On peut donc trouver,
G étant fini, un nombre n € N et 1,...,2, € G tels que {x1H,...,x,H} forme une partition de G. Mais
les sous-ensembles x; H ont tous, d’aprés la proposition précédente, le méme nombre d’éléments. De plus, ce
nombre est égal a |[H|. Donc le cardinal de G s’écrit |G| = n|H|. ]

On donne maintenant un corollaire du théoréeme de Lagrange qui est absolument fondamental dans la théorie
des groupes finis.

Corollaire 2.3.2 Soit G un groupe. Soit g un élément de G d’ordre fini. Alors l’ordre de g divise l'ordre de
G.

Preuve : Soient G et g comme dans I’énoncé et soit n I'ordre de g. Alors {g, g2, ..., ¢" = e} est un sous groupe
de G. Cette affirmation est triviale & vérifier. De plus, par définition de ’ordre d’un élément dans un groupe, ce
sous-groupe est de cardinal n. Par application du théoréme de Lagrange, n est un diviseur du cardinal de G.l

Remarque 2.3.5 On peut se poser le probléme réciproque, & savoir : Si p est un diviseur de ’ordre du
groupe alors existe-t-il un élément d’ordre p dans G ou encore, existe-t-il un sous groupe d’ordre p dans G 7
La réponse est donnée par le théoréeme de Cauchy pour les éléments d’ordre p et sous certaines conditions
sur p, et par le théoréme de Ludwig SYLOW (1832-1918), pour les sous-groupes d’ordre p, sous certaines
conditions sur p et sur G.

Définition 2.3.16 Un groupe, noté ici multiplicativement, est dit monogéne s’il contient un élément g tel
que tout élément de G s’écrive sous la forme g". On dit que le groupe est engendré par g. Un groupe
monogéne fint (possédant un nombre fini d’éléments) est dit cyclique.

Exemple 2.3.8 Dans C, ensemble des nombres complexes contenant le célébre nombre i tel que 2 = —1,
considérons G = {1,7,—1, —i} muni de la multiplication usuelle des nombres complexes : (G, x) est un
groupe commutatif; on peut établir sa table de Pythagore (ci-dessous).

X 1 ) -1 | —2

1 1 v | =1 | —2

7 v | =1 =2 | 1

1| -1 - 1 1

-1 || =2 | 1 i | =1

Un tel groupe est monogene (il est engendré par les puissances d'un de ses éléments : i (ou bien -i)). Ce
groupe monogeéne de 4 éléments est fini et donc cyclique.

Plus généralement un groupe (G,7T') d’élément neutre e, non réduit a {e} sera monogene s'il existe un
élément a de G distinct de e tel que G = {e,a,aTa,aTaTa,...,a™, ...} en désignant par a(™ le composé
de n éléments égaux a a (n non nul). Un tel groupe sera cyclique, s’il existe un entier n non nul pour lequel
a(™) = e. Le plus petit entier non nul vérifiant cette égalité est alors 'ordre du groupe.

Proposition 2.3.14 Soit |G| = p premier. Alors G est isomorphe a Z/pZ (en particulier, G est commutatif).

Preuve : Soit x # 1 dans G, et soit H =< x > le sous-groupe engendré par z. Alors |H||G/H| = p, et comme
|H| > 1, |[H| = p, et H = G. Or < z > est toujours un groupe cyclique; en fait, si < x > est fini, comme
c’est le cas ici, < x >=7Z/dZ, on d > 0 est le cardinal de < x >. Donc on a bien G =< x >~ Z/pZ. [ |
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Exemple 2.3.9

— Le groupe additif (Z,+) des entiers relatifs est monogéne (engendré par 1) mais il est infini donc non
cyclique.

— Dans (Q, x), 'ensemble des puissances entiéres d’un nombre non nul a est un groupe monogeéne infini,
isomorphe & (Z,+) vu que a™™ = a™ x a™. 1l suffit pour s’en convaincre de considérer I’ensemble des
puissances de 2.

— Le groupe (Z/nZ,+) est monogeéne (engendré par la classe de 1) et fini : c’est un groupe cyclique.

— Dans C, les racines n-iémes de I'unité constituent un groupe cyclique multiplicatif (pour la multiplica-
tion).

Remarque 2.3.6 Par définition, un groupe cyclique est fini mais un groupe fini n’est pas nécessairement
cyclique : on pourra considérer le cas du groupe symétrique ci-aprés ou encore le groupe de Klein.

On peut énoncer que, & un isomorphisme prés, (Z,+) est le seul groupe monogéne infini. Et, & un isomor-
phisme prés encore, (Z/nZ,+) est le seul groupe monogene fini. Il suit que :

Proposition 2.3.15 Tout groupe monogéne (donc tout groupe cyclique) est abélien (commutatif)

On introduit ensuite un théoréme de Cauchy sur les groupes finis : ce théoréme fut également énoncé au-
paravant par Euler et Lagrange dans une formulation équivalente sans le secours de la notion algébrique de
groupe :

Théoréme 2.3.11 Dans un groupe fini E d’ordre n (c’est-a-dire ayant n éléments), si k est ordre d’un
sous-groupe F' de E, alors k divise n.

Preuve : utilisons la notation additive pour simplifier les écritures. Soit R la relation définie dans F par :
aRb = a —b € F. Il est clair que R est une relation d’équivalence dont les classes sont en nombre fini
(puisque E est fini). Dans E, b est en relation avec a si et seulement si b = a+wu, u € F. Par suite, le cardinal
de toute classe est le cardinal k de F'. Et puisque les classes forment une partition de F, il s’ensuit que si p
est le nombre de classes, alors n = pk. [ |

On a en corollaire 'important résultat suivant :

Corollaire 2.3.3 Si G est un groupe fini d’ordre n d’élément neutre e, alors pour tout élément a de G :
(n) _
a\ =e.

Intéressons nous maintenant au groupe symétrique c’est-a-dire le groupe des permutations d’un ensemble
fini. Muni de la loi de composition des applications (loi “0”), 'ensemble des bijections d’un ensemble E
dans lui-méme, est un groupe, non commutatif si E possede plus de 2 éléments. L’application identique
1 est I’élément neutre du groupe. Lorsque E est fini et posséde n éléments, ces bijections s’appellent des
permutations (autrefois appelées substitutions) et leur groupe en posséde n! (factorielle n) : c’est un groupe
fini, appelé groupe symétrique de E souvent noté S,, (S comme substitution). Il n’est pas cyclique.

Exemple 2.3.10 Lorsque E = {a,b,c}, le groupe symétrique de E, soit S3, posséde donc 6 éléments.
Désignons par xyz la permutation a — =, b — y, ¢ — z, on peut alors les écrire : ¢ = abc, ach, bac, bea,
cab, cba. Par exemple, par composition, on voit que bca est la permutation inverse de cab (symétrique de cab
pour la loi o) :

.cab:a—c,b—a,c—b

.bca:a—bb—c,c—a

. beapcab :a —a,b—b,c—c
C’est dire que beaycab = i, soit bea™ = cab. On a la table suivante



2.4. LES ANNEAUX 45

o abc | cab | bea | cba | acb | bac

abe || abc | cab | bea | cba | acb | bac

cab || cab | bea | abc | bac | cba | acb

bea || bea | abe | cab | acb | bac | cba

cba || c¢ba | acb | bac | abc | cab | beca

acb || acb | bac | cba | beca | abc | cab

bac || bac | cba | acb | cab | bca | abc

ach, bac et cha étant leur propre symétrique, ils ne peuvent engendrer le groupe. On vérifiera que bea(®) =
cab® =i :le groupe n’est donc pas cyclique. Mais on peut noter que H = {abc, cab, bca} est un sous-groupe
cyclique de S3. A un isomorphisme prés, H est le seul groupe fini d’ordre 3; on peut U'identifier a Z/3Z.

Théoréme 2.3.12 (Arthur CAYLEY (1821-1895)) Tout groupe fini d’ordre n est isomorphe a un sous-
groupe du groupe symétrique Sy, (lequel posséde n! =1x 2...(n —1) x n éléments).

Définition 2.3.17 Une permutation opérant sur (x,y,z,...,t,u) est dite circulaire pour signifier que
(z,y,2,...,t,u) est transformé en (y, z,...,u,x) : tout est décalé d’un rang et le dernier terme prend la place
du premier.

2.4 Les anneaux

Le terme est de David HILBERT (1862-1943).

2.4.1 Les anneaux

L’étude des anneaux trouve sa source dans la théorie des polyndmes et la théorie des entiers algébriques.
Richard Dedekind fut le premier & introduire le concept d’anneau mais le terme “anneau” (ou plus précisément
le terme allemand Zahlring) a été utilisé en premier par David Hilbert en 1897. La premiére définition
axiomatique d’un anneau fut donnée par Abraham Adolf FRAENKEL (1891-1965) en 1914 et Emmy Noether
donna quant-a elle la premiére fondation axiomatique de la théorie des anneaux commutatifs dans son
remarquable article “Ideal Theory in Rings” en 1921.

Définition 2.4.1 On appelle ainsi un groupe abélien (A,+) muni d’une seconde loi, souvent appelée multi-
plication, notée ici “x”, associative et distributive sur ou par rapport a la loi de groupe (addition), c’est-a-dire
que pour tout triplet (a,b,c) d’éléments de A :

o (axb)xc=ax(bxc) (associativité)

sax(b+c)=axbt+axcet(a+b)xc=axc+bxc (distributivité)

Par conséquent, un anneau est un triplet (A4, +, X) tel que :
e A est un ensemble;
e + est une loi de composition interne telle que (A, +) soit un groupe commutatif; ce qui implique que
la loi + est associative;
— A contient au moins un élément : I’élément neutre pour la loi 4, noté 0;
— tout élément a de A a un opposé, noté —a;
— la loi + est commutative (a +b=b+a);
e X est une loi de composition interne associative et distributive par rapport a +;
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Remarque 2.4.1 Si seule est vérifiée I’égalité a x (b+c¢) = a x b+ a X ¢, on parle de distributivité a gauche.
Si seule est vérifiée 'égalité (a+b) x ¢ = a x c+b X ¢, on parle de distributivité a droite. Mais pour un anneau,
on doit avoir la distributivité a gauche et & droite : on parle d’ailleurs parfois de double distributivité.

Définition 2.4.2 L’anneau est dit unifére (ou unitaire) si sa multiplication admet un élément neutre. Cet
élément est dit unité. 1l est dit commutatif si sa multiplication est commutative. L’élément neutre du groupe
est dit nul et souvent appelé zéro par analogie avec 'anneau (Z,+, X).

Exemple 2.4.1

L’ensemble des entiers relatifs, Z, muni de l’addition (la loi +) et de la multiplication (la loi x) est un
anneau.

L’ensemble des entiers congruents modulo un nombre entier donné n est un anneau pour la loi provenant
de la congruence; il est noté Z/nZ.

Ainsi Z /27 pour les lois + et x est un anneau. 0 correspond aux nombres pairs et 1 aux nombres
impairs. On retrouve alors les résultats suivants :

— Un pair plus un pair est pair (0+ 0 = 0).

— Un impair plus un pair est impair (0+1=1+0=1).

— Un impair plus un impair est pair (1 +1 =0).

— Un pair fois un entier quelconque est pair (0 x x = 0).

— Un impair fois un impair est impair (1 x 1 =1).

Un corps (voir plus loin) est un cas particulier d’anneau. En particulier, 'ensemble des nombres ra-
tionnels muni de 1’addition et de la multiplication usuelles est un anneau.

L’ensemble des réels s’écrivant a + bv/2, oil a et b sont des entiers relatifs, muni de I’addition et de la
multiplication usuelles est un anneau.

Les endomorphismes d’un espace vectoriel (applications linéaires de l'espace vers lui-méme) forment
un anneau, avec l’addition de fonction pour la loi 4, et la composition pour la loi x. L’identité est un
élément neutre pour X, donc c’est un anneau unifére. Il n’est pas commutatif en général. C’est une
grande source de contre-exemples & des affirmations fausses sur les anneaux.

e Plus généralement les endomorphismes d’un groupe abélien forment un anneau.
e En particulier, 'ensemble des matrices 2 X 2 muni de ’addition et de la multiplication est aussi un

anneau non commutatif unifére.

e L’ensemble des polynomes & coefficients dans un anneau est aussi un anneau.
e L’ensemble des fonctions d'un ensemble dans un anneau muni des lois héritées de ’anneau (c’est-a-dire

(f+9)(z)=f(z)+g(x) et (f x g)(x) = f(x) x g(z)) forme un anneau.

(non corrigé) Soit (A,+,x) un anneau et h un homomorphisme de A vers un ensemble

muni de deux lois de composition internes (E, @, ®). Prouver que I'image homomorphe (h(A), ®,®) est un
anneau.

Un élément x d’un anneau A est dit nilpotent s’il existe un entier n > 1 tel que 2" = 0. On
suppose que A est commutatif, et on fixe x, y deux éléments nilpotents.

1.
2.
3.
4.

Montrer que xy est nilpotent.
Montrer que x + y est nilpotent.
Montrer que 14 — x est inversible.

Soient u, v € A tels que uv est nilpotent. Montrer que vu est nilpotent.

Correction : Soient n, m tels que z" = 0 et y™ = 0.

1.

Puisque z et y commutent, on a (zy)" = 2"y" =0 x y" = 0.
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2. Remarquons d’abord que pour p > n, on a 2P = zP7"z"™ = (0. D’aprés la formule du binome, (z +

n+m

y) "t = Z ( n—]i;m ) 2yt m=F Mais, pour k > n, zF = 0 = 2¥y"T™~F = 0. D’autre part, pour
k=0

kE<mn,onan+m—k>metdoncy™™F =0= zFy"t™F = 0. Ainsi, (x4 y)"™™ = 0. On pourrait

méme se contenter de prendre la puissance n +m — 1.

3. L’idée est d’utiliser I'identité remarquable (toujours valable dans un anneau)
l—a?=(1—-2)1+z+...+2P7h).
Si on I’applique pour p = n, alors on obtient 1 — 2" =1 = (1—z)(1+z+...+ 2" 1) ce qui implique
que 1 — z est inversible d’inverse 1 + 2 + ... 4+ 2" 1.

4. Soit n > 1 tel que (uv)™ = 0. Alors (vu)" ™! = v(uv)"u = v x 0 x u = 0. Ainsi, vu est nilpotent.

Soit A un anneau non nécessairement commutatif et soient a,b € A tels que 1 — ab soit

inversible. Montrer qu’alors 1 — ba est également inversible.
Correction : Soit ¢ 'inverse de 1 — ab. On a

(1 +bca)(1 —ba) =1 —ba+ bca — bcaba = 1 — ba + bc(1 — ab)a =1 —ba + ba = 1
(1 —=ba)(1+ bca) =1—ba+ bca — babca =1 —ba+ b(1 —ab)ca =1 —ba + ba =1

Ainsi 1 — ba est inversible d’inverse 1 + bca.

Soit A un anneau commutatif. On appelle élément idempotent tout élément x € A vérifiant

.'132256.

1. Si A est le produit de deux anneaux B et C, montrer qu’il existe des éléments idempotents de A
distincts de 0 et de 1.

2. Supposons qu’il existe un élément b € A idempotent distinct de 0 et de 1. On pose c=1—b, B = bA
et C'= cA.

(a) Montrer que c est idempotent et que be = 0.

(b) Montrer que B et C' sont stables pour ’addition et la multiplication de A. En déduire que B et
C sont des anneaux non nuls.

(¢) Montrer que I'application

p:A — BxC
x —  (bz,cx)

est un isomorphisme d’anneaux (qui permet d’identifier A avec B x C).
(d) Les anneaux B et C sont-ils des sous-anneaux de A?
Correction :

1. Les éléments 04 = (0p,0¢) et 14 = (1B, 1¢) sont des éléments idempotents, mais il en est de méme
des éléments (0p,1¢) et (15,00).
2. (a) On a
A=01-b2=1-2b+b?*=1-2b+b=1-b=c
be=b(1—b)=b—b2=b—b=0
ainsi ¢ est un élément idempotent de A et bc = 0.
(b) Soient x,y € B, il existe 2/, y' € A tels que x = b’ et y = by’. Alors z+y = bz’ +by = b(2'+y') €
B et xy = bx'by’ = b(2'by’) € B. Ainsi B est stable pour 'addition et la multiplication et donc

leurs restrictions sont des lois de composition interne dans B. Comme ces lois sont commutatives,
associatives et I'une distributive sur autre dans A, il en est de méme de leurs restrictions a B. Et
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0 étant I’élément neutre pour l'addition dans A et appartenant & B, c’est I’élément neutre pour
I’addition dans B. Soit x € B, il existe b’ € A tel que x = b’ et bx = bba’ = bx’ = x donc b est
I’élément neutre pour la multiplication dans B. Ainsi B est un anneau commutatif non nul. De
méme C' est un anneau commutatif non nul.

(c) Soient z,y € A. On a
ox+y) = bz +y),clx+y)) = (bx+ by, cx + cy) = (bx, cx) + (by, cy) = p(x) + o(y)
o(zy) = (bay, cxy) = (baby, cxey) = (bx, cx)(by, cy) = (x)¢(y)

Et (1) = (b,¢), qui est ’élément neutre de B x C'. Ainsi ¢ est un morphisme d’anneaux.
Soit x € A, on a

o) =0= (br,cx) =0=>br=cx=0=>2x=(b+c)x=0
Donc ¢ est injective.
Soit (z,y) € B x C, il existe 2/,y’ € A tels que x = bz’ et y = cy’. Alors
oz +y) = (b(bx' + cy'), c(bx’ + cy')) = (b?z' + bey', cba’ + 2y') = (b2, cy) = (z,y)
Donc ¢ est surjective. Ainsi ¢ est un isomorphisme d’anneaux de A sur B x C.

(d) Les anneaux B et C ne sont pas des sous-anneaux de A car ils n’ont pas les mémes éléments unités
(voir section suivante).

2.4.2 Sous-anneau

Définition 2.4.3 Une partie B de A est un sous-anneau de A si, muni des opérations de A, B est lui-méme
un anneau. Pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que :

e B soit un sous-groupe de A,

e pour tout couple (u,v) d’éléments de B, u X v soit élément de B.

Exemple 2.4.2

(Z,+, x), anneau des entiers relatifs, est un sous-anneau de (Q, 4, x), anneau des nombres rationnels.
Tout sous-groupe de Z contenant 1 est Z lui-méme. On en déduit que le seul sous-anneau de Z est Z
lui-méme.

Montrer que I’ensemble Z[iv/2] = {a + ibv/2/(a,b) € Z*} est un sous-anneau de C.

Correction : Tout est trés simple, il ne faut juste oublier aucune vérification : Z[lﬂ] contient 0 et 1, est
stable par somme et par produit, et par opposé, c’est un sous-anneau de C.

On consideére Z[v2] = {a + bv/2;a,b € Z}.

1.

Montrer que (Z[v/2], 4, X) est un anneau.

2. On note N(a + bv/2) = a® — 2b?. Montrer que, pour tous z,y de Z[v/2], on a N(xy) = N(z)N(y).
3. En déduire que les éléments inversibles de Z[v/2] sont ceux s’écrivant a + bv/2 avec a? — 2b% = +1.

Correction :

1.

1l suffit de prouver que Z[v/2] un sous-anneau de (R, +, x). Z[/2] est

— stable par la loi + : (@ +bv/2) + (a/ +V'V2) = (a +a’) + (b + V' )V2.

— stable par la loi x : (a4 bv/2) x (a’ +'v/2) = (aa’ + 2bV') + (ab’ + a’b)V/2.

— stable par passage a 'opposé —(a + bv/2) = —a + (—b)v/2.

De plus, 0 et 1 € Z[v/2], ce qui achéve la preuve.

Posons « = a + bv/2 et y = a/ + b'v/2. En tenant compte de la formule pour le produit obtenue & la
question précédente, on a N(zy) = (aa’ + 2b0')? — 2(ab’ + a’'b)? = (aa’)? — 2(ab')? — 2(a'b)? + (4bV')2.
D’autre part, N(z) x N(y) = (a? — 2b%)(a'2 — 2b?) = (aa’)? — 2(ab’)? — 2(a’b)? + (4bV')2.
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3. Soit # = a + bv/2. Supposons d’abord que z est inversible, d’inverse y. Alors N(zy) = N(1) = 1,
et donc N(z)N(y) = 1. Puisque N(x) et N(y) sont tous les deux des entiers, on a nécessairement

N(x) = £1. Réciproquement, si N(z) = %1, alors, en utilisant la quantité conjuguée : ——— =

a+bv2
a—bv2 . . . )
o +(a — bV/2) ce qui montre que a + by/2 est inversible, d’inverse %(a — bv/2).

Montrer que ’ensemble des suites réelles, muni de la somme et du produit terme par terme,
est un anneau. Quels sont ses éléments inversibles (pour le produit) ? Parmi les ensembles suivants, lesquels

en sont des sous-groupes ou des sous-anneaux :
1. suites bornées
2. suites monotones
3. suites convergentes
4. suites périodiques
5. suites divergeant vers 400

Correction : Le fait que I’ensemble des suites soit un anneau ne pose aucun probléme. L’associativité et
la commutativité des deux lois découlent de celles des opérations similaires sur les réels, puisqu’on fait les
sommes et produits terme & terme. L’élément neutre pour la somme est la suite nulle, et celui pour le produit
est la suite constante égale a 1. Enfin, ’opposé d’une suite (uy,) est la suite (—uy,). Les suites inversibles sont
celles qui ne s’annulent jamais, on peut alors inverser terme & terme.

1. Les suites bornées forment un sous-anneau de cet anneau : le sous-anneau contient les neutres, il
est stable par opposition (si m < u, < M) pour tout n, on a (—M < u, < —m), par somme (il
suffit de prendre la somme des bornes) et méme par produit (c’est un peu plus compliqué & cause
des changements de signes, mais en prenant le plus gros produit parmi les valeurs absolues des quatre
possibles, ¢’est un majorant du produit des deux suites).

2. Les suites monotones ne forment pas un sous-anneau, ce n’est pas stable par somme (une croissante
plus une décroissante, cela peut donner n’importe quoi).

3. Pour les suites convergentes, aucun probléme, les stabilités découlent des propriétés sur les limites de
suites.

4. Les suites périodiques forment aussi un sous-anneau : il contient les neutres (une suite constante est
périodique de période 1), stable par opposition (méme période) et par somme et produit (le produit
des deux périodes, par exemple, est alors une période).

5. Les suites divergeant vers +o00 ne forment pas un sous-anneau, ce n’est pas stable par passage & 'opposé.

2.4.3 Anneau intégre, diviseur de zéro

Définition 2.4.4 Un anneau est dit intégre si un produit nul nécessite que l'un des facteurs soit nul (égal
a l’élément neutre pour l’addition). Lorsqu’un produit a.b est nul alors que ni a, ni b le sont, on dit que a et
b sont des diviseurs de zéro.

Justifions cette appellation par un exemple fondamental :

Exemple 2.4.3 L’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 & termes réels muni de 'addition et de la multi-
plication usuelles (M32(R), +, X) est un anneau unitaire non commutatif et non intégre.
On a ce résultat étonnant puisqu’on est habitué & rencontrer un produit nul si et seulement si I'un des

facteurs est nul :
2 1 o 2 -1\ _ (00
-2 -1 —4 2 )
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Le produit de deux matrices non nulles peut étre nul!

Exemple 2.4.4
— L’ensemble Z des entiers relatifs est un anneau integre.
— L’anneau des congruences modulo 6 noté Z/6Z n’est pas intégre car on peut y écrire 3 x 2 =6 = 0.
— L’anneau Z/nZ x Z/nZ n’est pas intégre, (1,0) et (0,1) sont deux éléments non nuls dont le produit
est nul.

Ce dernier exemple découle de la proposition suivante :

Proposition 2.4.1 L’anneau des congruences modulo n noté Z/nZ est intégre si et seulement si n est
premzer.

Preuve : Cette proposition est une conséquence directe de I’identité de Bézout (Etienne BEZOUT 1730-1783).
Supposons n premier, alors si a est un entier premier avec n, c’est-a-dire non multiple de n, il existe deux
entiers b et ¢ tels que ab + nc =1, ce qui signifie que la classe de a est inversible d’inverse la classe de b.

Réciproquement si n n’est pas premier, il existe deux entiers a et b différents de n et de 1 tels que leur produit
est égal & n. La classe de a ainsi que la classe de b sont donc des diviseurs de zéro. [ |

Soit E un ensemble. Montrer que (P(E), A, N) est un anneau. En préciser les éléments neutres,

les éléments inversibles (et leur inverse) pour chacune des deux lois. Cet anneau est-il intégre? Si F' C E,
(P(F),A,N) est-il un sous-anneau de P(FE)?

Correction : Les deux lois A et N sont internes, commutatives, associatives et distributives I'une par rapport
a l'autre. De plus, A posséde un élément neutre qui est (), N posséde pour élément neutre E, et tout élément
A de P(E) est inversible pour A, son inverse étant lui-méme puisque AAA = (A\A) U (A\A) = (. On est
donc bien en présence d’un anneau.

Les éléments inversibles pour N sont les parties A de F telles qu’il existe B C E pour laquelle AN B = E.
Ceci ne peut se produire que si A = B = E, donc le neutre est le seul élément inversible pour N. Pour que
l’anneau soit integre, il faudrait avoir AN B =0 = A = 0 ou B = (), ce qui n’est pas le cas (il suffit de
prendre A non vide tel que A est non vide, ce qu’on peut toujours trouver dans un ensemble comportant au
moins deux éléments). Enfin, (P(F),A,N) n’est pas un sous-anneau de E car il ne contient pas ’élément
neutre pour l'intersection, bien qu’il soit lui-méme un anneau.

2.4.4 1déal d’anneau

En mathématiques, un idéal est une structure algébrique définie dans un anneau. Les idéaux généralisent
de facon féconde I'étude de la divisibilité pour les entiers. Il est ainsi possible d’énoncer des versions trés
générales de théorémes d’arithmétique tels que le théoréme des restes chinois ou le théoréme fondamental de
I’arithmétique, valables pour les idéaux. On peut aussi comparer cette notion a celle de sous-groupe distingué
pour la structure algébrique de groupe en ce sens qu’elle permet de définir la notion d’anneau quotient.

Définition 2.4.5 Un idéal d’anneau est un sous-groupe additif J d’un anneau A stable pour le produit par
un élément de A (seconde loi).

Par stabilité, on entend ici que pour tout a de A et tout x de J, les produits a X z et X a sont éléments de
J. Une telle partie est souvent qualifiée de bilatére. Un idéal & gauche (respectivement a droite) se limite &
la condition a X x (respectivement = X a) est élément de J.

Exemple 2.4.5 Un exemple élémentaire est donné par les sous-groupes additifs de Z de la forme nZ,
ensemble des multiples de ’entier relatif n.
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Remarque 2.4.2 Un idéal joue, pour les anneaux, le méme role que les sous-groupes distingués pour les
groupes.

— Soient A et B deux anneaux et f un morphisme de A dans B, alors le noyau de f est un idéal bilatére.

— Soient A un anneau et I un idéal bilatére de A, alors le groupe quotient A/I peut étre muni d’une unique
structure d’anneau telle que la surjection canonique de A dans A/I soit un morphisme d’anneaux.

— Soient A et B deux anneaux, ¢ un morphisme d’anneau de A dans B. Notons s I'application canonique
de A dans I'anneau quotient A/I et i le morphisme de f(A) dans B qui & b associe b. Alors, i est une
injection, s une surjection et il existe une bijection b telle que ¢ = i,b,s (on a utilisé le théoréme de
décomposition canonique avec v = i,b ou v est un isomorphisme de A/I sur ¢(A)).

Définition 2.4.6 Soient A un anneau commutatif unitaire, a un élément de A et I un idéal de A. Un idéal
I de A est dit premier si et seulement si le quotient de A par I est intégre et qu’il est différent de 'anneau
réduit a l’élément nul.

On peut exprimer cette définition & 1’aide de la condition suivante :

Proposition 2.4.2 Un idéal I de A est premier si et seulement si c¢’est un idéal propre (différent de A) et
St

Ve,yec A,zyel=xe€louyel

Cette proposition est I’équivalent du lemme d’Euclide : “si un nombre premier divise le produit ab alors il
divise soit a soit b”.

Exemple 2.4.6 Si n est un nombre premier, I = nZ est un idéal premier. En effet, d’aprés la proposition
2.4.1, Z/nZ est intégre ssi n est premier.

Définition 2.4.7 Soit A un anneau. Soit I un idéal de A.
o [ est dit principal a gauche s’il existe un élément a € I tel que, pour tout x € I, il existe un élément
ye€Atel quex=yxa:I={xxa/xe A}. On note I = Aa.
e [ est dit principal a droite s’il existe un élément a € I tel que, pour tout x € I, il existe un élément
yeltelquer=axy:I={axz/xeA}. On note I = aA.
o [ est dit principal s’il est principal o la fois a gauche et a droite (ce qui est toujours le cas si A est
commutatif). Dans ce cas, on peut noter I = aA et I est forcément le plus petit idéal contenant a.

Exemple 2.4.7

— Pour tout entier relatif k, kZ = {kx/x € Z} est un idéal principal de Z.

— Un idéal n’est pas forcément principal. Par exemple, si A = C[X,Y], Panneau commutatif des poly-
nomes & deux indéterminées a coeflicients complexes, ’ensemble des polyndémes ayant un terme constant
nul, noté (X,Y) car engendré par ces deux variables, est un idéal de C[X, Y], mais il n’est pas princi-
pal : si P engendrait (X,Y), X et Y seraient divisibles par P, ce qui est impossible, sauf si P est un
polynoéme constant non nul, ce qui est contradictoire.

Définition 2.4.8 Un anneau intégre dont tous les idéauz sont principaux est dit anneau principal.

Les anneaux principaux forment un type d’anneaux important dans la théorie mathématique de la divisibi-
lité. Ce sont les anneaux intégres (commutatifs unitaires non nuls) auxquels on peut étendre deux théorémes
qui, au sens strict, concernent I'anneau des entiers relatifs : le théoréme de Bachet-Bézout et le théoréme
fondamental de 'arithmétique qu’on rappelle :

Théoréme de Bachet-Bézout : Si a et b sont deux éléments de A n’ayant pas d’autres diviseurs communs que
les éléments du groupe des unités de ’anneau, alors il existe u et v éléments du groupe tel que a X u+bxv = 1.
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Théoréeme fondamental de [’arithmétique : Un anneau principal est un anneau factoriel, c’est-a-dire que
tout élément de ’anneau se décompose de maniére unique en un produit de facteurs irréductibles et d’une
unité (& un facteur inversible pres).

Exemple 2.4.8 Z ou 'anneau K[X] des polynomes sur un corps K sont des anneaux principaux.

Définition 2.4.9 Un anneau euclidien est un anneau disposant d’une division euclidienne. Un tel anneau
est toujours principal.

Exemple 2.4.9 Des exemples de cette nature sont donnés par
— l’ensemble des entiers relatifs Z,
— l'ensemble des polynomes a coefficients dans un corps, par exemple celui des rationnels, réels ou com-
plexes.

Remarque 2.4.3 Tous les anneaux principaux ne sont pas euclidiens

2.4.5 Intersection, somme et produit d’idéaux

Proposition 2.4.3 Dans un anneau A, l'intersection de deux idéauz est un idéal. Et toute intersection
d’idéaux de A est un idéal de A. Un idéal est dit irréductible s’il ne peut s’écrire comme intersection de
deur idéaux de A.

Définition 2.4.10 Comme pour un sous-espace vectoriel, on définit la somme K = I + J de deux idéaux
I et J d’un anneau commutatif A comme étant l’ensemble des éléments z de A s’écrivant x + y ol © est
élément de I et y élément de J.

Définition 2.4.11 Dans un anneau A, le produit de deuz idéauzr I et J est l’ensemble des sommes finies
d’éléments de la forme x;y; ot x; est dans I et y; dans J.

On  vérifie  facilement que l'ensemble [IJ  ainsi  défini  est un idéal de  A.

(non corrigé) Verifier la chaine d’inclusion : IJ C (INJ)C (IUJ) CI+J.
(non corrige)

1. Justifier que l'intersection de deux idéaux est un idéal.

2. Montrer par un exemple que la réunion de deux idéaux n’en est pas toujours un!

3. Montrer que la somme de deux idéaux contient leur intersection. Etudier I'inclusion inverse.
4. Dans Z, quel est I'idéal défini par 18Z + 247,27 + 47,27 + 3Z7? (mot clé : pged)

Exercice 65| Le théoreme chinois dans un anneau commutatif

Soient I et J deux idéaux d’un anneau commutatif A tels que I + J = A.
1. Etablir que INJ = 1.J.

2. On considére application ¢ : A — A/I x A/J qui & x € A associe le couple de ses classes modulo I
et J. Montrer que ¢ est un morphisme d’anneaux et déterminer son noyau.

3. Montrer que les anneaux A/IJ et A/I x A/J sont isomorphes.
Correction :

1. Soient x € I et y € J. Puisque I et J sont des idéaux, on a xy € [ et zy € J, dou zy € I N J.
Puisque IJ est I'idéal engendré par les produits xy, x € I et y € J, et puisque I N J est un idéal, on a
IJc(IndJ).

Réciproquement, puisque [ + J = A, il existe u € I et v € J tels que u + v = 1 (élément neutre de A
pour la seconde loi). Soit x € INJ,onaalorsx =a2u+av e lJcarz e Jyuecletx el vel.
Donc (INJ)CIJ. Ainsi INJ =1J.
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2. Soient 7y et my les surjections canoniques de A sur A/I et A/J respectivement. Ce sont des morphismes
d’anneaux et Vr € A,

p(x) = (m1(2), ms(2)).

Ona¢(la) = (m1(1a),7s(1a)) = (Qayr,1ayg) = Lajrxays-
Soient x,y € A, on a

ple+y) = (mr(z+y), mi(x+y) = (mr(x) + mr(y), mr(2) + 7(y) =
(mr (@), my(2)) + (71 (y), 75 (y)) = @(x) + ¢ (y)
pley) = (mr(ey), mi(zy)) = (mr(@)mr(y), mi ()7 (y) = (wr (@), 7 () (71 (y), i (y)) = e(@)e(y)

Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.
Soit x € A, on a

xEKeT(QO)@@(:r):O@(Wl(x),ﬂJ(x)):0@{ “f@):% @{ §§§ erelnlercll

Ainsi le noyau de ¢ est 'idéal I.J.

3. Puisque Ker(yp) = IJ, ¢ induit par passage au quotient un morphisme injectif d’anneaux @ : A/IJ —
AJI x AJJ qui a x € A/1J associe (m7(2'),7;(2")) ou 2’ est un représentant de x dans A. De plus
Im(®) = Im(yp), donc pour montrer que P est surjectif, il suffit de montrer que ¢ est surjectif. Soit
(x,y) € AJI x A/J. Soient o', 3/ € A tels que x = 7(a’) et y = w;(y’). Soient u € I et v € J, on a

o(@'v +y'u) = (mr(z'v + y'u), mr(x'v + y'u)) =
(mr(@)mr(v) + 7y )mr(u), 7y (@) m(v) + 75y )7y (u) = ('), 7 (y') = (z, )

car mr(u) =0 (uel), n;(v) =0 (velJ),n(v)=1et mj(v) =1 (u+v=1). Ainsi ¢ est surjectif.
En conclusion ¢ est un isomorphisme d’anneaux et les anneaux A/IJ et A/I x A/J sont isomorphes.

Exercice 66| (Théoéme des restes chinois) Soient deux nombres entiers p et ¢ premiers entre eux.

1. Montrer que Z/pqZ est isomorphe au produit Z/pZ x Z./qZ.

2. Un général chinois est parti pour une bataille avec 386 soldats. A la fin du combat, il souhaite compter
ses troupes. Il leur ordonne de se mettre en rang de p soldats et il note le nombre de soldats formant la
derniére rangée incompléte. Puis il procéde de méme mais en les faisant se mettre en rang de ¢ soldats.
Quelles valeurs de p et g doit-il prendre ?

Expliquer comment il s’y prend finalement pour compter précisement ses soldats.

3. Que peut-on dire si p n’est pas premier avec q?
Correction : On rappelle que si p et ¢ sont premiers entre-eux, ppem(p, q) = pg = n et pged(p, q) = 1.

1. On considére ’application

0:Z/pgl. — ZLJpZ x L]qZ
a — (afp],aq])

ou «[r] est le reste de la division euclidienne de « par r. Par exemple, si p =2 et ¢ = 3, ¢(15) = (1,0).
Cette application est un isomorphisme de groupes (voir exercice précédent). On remarquera que les
deux ensembles Z/pqZ et Z/pZ x Z/qZ ont le méme nombre d’éléments. On le constate en considérant
par exemple p=2et ¢q=3:2/(2%x3)Z=7/6Z ={0,1,...,5} et Z/2Z x Z/37Z = {0,1} x {0,1,2}.

2. D’aprés les données, si x désigne le nombre de soldats vivants & la fin du combat, on a :
ez =pip] & Ik € Z,x = kp + p1 ou k et p; désignent respectivement le nombre de rangées de p
soldats et le nombre de soldats formant la derniére rangée incompléte,
e =qi¢] & K € Z,x = Kq+ q1 on k' et ¢ désignent respectivement le nombre de rangées de ¢
soldats et le nombre de soldats formant la derniére rangée incompléte.
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On a alors ¢(z) = (p1,q1). ¢ étant un isomorphisme, on est assuré de l'existence et de l'unicité de
la solution recherchée pour p et ¢ donnés. p et g sont premiers entre-eux donc d’aprés le théoréme de
Bézout, on peut trouver u, v € Z tels que up+vg = 1. Ainsi, © = upzr+vgr = up(q1+k'q)+vq(p1+kp) =
upqr +vap1 + (upk’q +vqkp) = upqr +vgp1 + Kn avec K = uk’ + vk € Z. Modulo n = pq, une solution
du probléme est donnée par T = upq; + vqp;.

3. Si p et ¢ ne sont pas premiers entre-eux, le morphisme ¢ n’est qu’injectif. Il existe une solution au
probléme initial si et seulement si les données sont dans l'image, c’est-a-dire si et seulement si p; =
a1[pged(p, q)] (ou ssi pged(p, q) divise p1 — q1).

2.5 Les Corps

C’est Richard Dedekind qui définit pour la premiére fois la structure de corps (Korper en allemand) et c¢’est
la raison pour laquelle un corps quelconque est souvent nommé K ou K. La structure de corps s’insére dans
une hiérarchie comprenant le monoide, le groupe, ’anneau, et donne lieu a la définition de ’espace vectoriel,
et de l'algebre.

De maniére informelle, un corps est un ensemble dans lequel il est possible d’effectuer des additions, des
soustractions, des multiplications et des divisions.

Définition 2.5.1 Un anneau dans lequel tout élément non nul admet un symétrique pour la multiplication
(souvent appelé inverse) est un corps. En particulier, un corps est un anneau intégre. Si la multiplication
(seconde loi) est commutative, le corps est dit commutatif.

Un corps est donc un ensemble K muni de deux lois internes notées en général + et x vérifiant

(K, +) forme un groupe commutatif dont I’élément neutre est noté 0,

(K\{0}, x) forme un groupe multiplicatif,

la multiplication est distributive pour 'addition (a4 gauche comme a droite) c¢’est-a-dire que
Va,b,ce K, ax (b+c)=axb+axcet (b+c)xa=bxa+cxa

On parle alors du corps (K, +, x).

Définition 2.5.2 Un sous-corps d’un corps K est un sous-anneau K' de K tel que pour tout x de K', son
inverse soit élément de K'. On dit inversement que K est un sur-corps de K'.

Exemple 2.5.1

R et C munis de leurs opérations usuelles sont des corps commutatifs.

C est un sur-corps de R.

(Q, +, x) est un corps commutatif, sous-corps de (R, +, z)

Le corps H de quaternions n’est pas commutatif (corps gauche).

Les nombres constructibles constituent un sous-corps de R.

Si p est premier, ’anneau Z/pZ des entiers modulo p est un corps fini (ayant un nombre fini d’éléments).
(Z,+, x) est un anneau commutatif intégre mais ce n’est pas un corps : les seuls éléments inversibles
(ayant un inverse) sont 1 et - 1.

(M2(R),+, x) n’est pas un corps (voir ci-dessus). La division, on le sait dans le calcul élémentaire,
n’est autre que la multiplication par l'inverse : dans le cas des matrices, on ne parle pas de diviseur mais
d’inverse. L’inverse (sil existe) d’une matrice carrée A est une matrice notée A~! vérifiant A7! x A =
A x A7' =1, on I est la matrice unité.

Soit D T’ensemble des nombres décimaux (I’ensemble des nombres admettant un représentant de la
forme a x 10" avec (a,n) € Z2. Par exemple 3/5, —7/4 et 1,237 sont décimaux. (D,+, x) est un
anneau intégre, sous-anneau de (Q,+, x). Ce n’est pas un corps, 3 par exemple est décimal mais pas
son inverse 1/3.
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Remarque 2.5.1 L’ensemble (Z,+x) n’est pas un corps car la plupart des éléments de Z* ne sont pas
inversibles : par exemple, il n’existe pas d’entier relatif n tel que 2n = 1 donc 2 n’est pas inversible.

Proposition 2.5.1 Les seuls idéauz d’un corps sont l’idéal nul et le corps tout entier. Réciproquement si A
est un anneau n'ayant comme seuls idéaux que l’idéal nul et lui méme alors A est un corps.

Preuve :

— Supposons que K est un corps. Soit I un idéal non nul de A. Soit donc x un élément non nul de I. x
est, par définition d'un corps, inversible dans K. Soit 27! I'inverse de = dans K. 2~ !z est, par définition
d’un ideéal, élément de I. Mais 2~ 2 est égal & I'élément unité de K. Donc 1 € I et I =K.

— Reéciproquement, supposons maintenant que les seuls idéaux de I’anneau A sont 1’idéal nul et A tout
entier. Il nous suffit de montrer que tout les éléments non nuls de A sont inversibles. Soit  # 0 un
éléement de A. Soit (x) I'idéal engendré par . Comme x n’est pas nul, cet idéal n’est pas nul non plus.
Il est alors égal & A tout entier. L'unité de A est donc élément de (x). Ceci signifie qu’il existe y dans
A tel que xy = 1. z est donc inversible d’inverse y. [ |

Définition 2.5.3 Un corps fini est un corps (commutatif) dont le cardinal est fini. A un isomorphisme
pres, un corps fini est entierement déterminé par son cardinal qui est toujours de la forme p™, une puissance
d’un nombre premier. Ce nombre premier n’est autre que sa caractéristique et le corps se présente comme
Dunique extension simple du corps premier Z/pZ de dimension n.

Théoréme 2.5.1 Théoréeme de Wedderburn (Joseph WEDDERBURN 1882-1948) Tout corps fini est com-
mutatif.

Preuve : http ://www.math.mcgill.ca/chenever/PDF /Wedderburn.pdf ]

Soit A un anneau intégre de cardinal fini. Montrer que A est un corps.

Correction : Soit a € A non nul. L’application

oA — A
xr = ar

est injective. En effet, puisque A est un anneau intégre et a est non nul, pour tous x,y € A, on a p.(x) =
to(y) = ax=ay=ar—ay=0=alz—y)=0=>z—y=0=>z=y.

Et comme A est un ensemble fini, toute injection de A dans A est une bijection. Ainsi p, est bijective. Soit
b € A lantécédent de 1 par pg. Alors ab = g (b) = 1. Et puisque A est un anneau commutatif, on a ba = 1
et b est I'inverse de a. Ainsi A est un corps.

Soit SK un sous-corps d’un corps commutatif K. Soient P,Q € SK[X], P irréductible. On
suppose que P et @, considérés comme éléments de K[X], ont une racine commune. Montrer que P divise
Q.

Correction : Soit D un pged de P et Q@ dans SK[X]. L’algorithme d’Euclide est identique que ’on considére
les polynomes P et @ dans SK[X] ou dans K[X], donc D est un pged de P et Q dans K[X]. Puisque P et
@ ont une racine commune dans K, ils ne sont pas premiers entre eux et ainsi D est distinct de 1. Or P est
irréductible dans SK[X], donc il existe A € SK\{0} tel que D = AP. Ainsi P divise Q.

Autre méthode : puisque P et @ ont une racine commune dans K, il existe un idéal I de K[X] distinct
de K[X] contenant P et Q. On pose J = I/SK[X], c’est un idéal de SK[X], distinct de SK[X] (sinon 1
appartiendrait & J, donc & I et alors I serait égal a K[X]) et contenant P et Q. Puisque SK[X] est principal
et P est irréductible, J est ’idéal engendré par P, donc P divise Q).
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Chapitre 3

Algebre et arithmétique

3.1 Introduction

3.2 La division euclidienne et ses conséquences

Théoréme 3.2.1 (division euclidienne)
Soient a € Z et b € Z/{0}. Alors il existe g € Z et r € {0,1,...,]b] — 1} tels que

a=bqg+r.

En outre, q et v sont uniques. q est le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste dans la division de
a parb.

Preuve :On considére 'ensemble E formé des entiers a — pb, oul p € Z. Puisque b est non nul, I’ensemble E
contient des nombres positifs. Donc l'intersection £ NN est non vide. Elle admet donc un élément minimal.
Appelons r cet élément et définissons g par I’égalité a — ¢b = r. Montrons que r < |b|. Soit € le signe de b

(e=1sib>0ete=—1sib<0).Sinous avions r > |b|, nous pourrions enlever €b des deux cotés de
I'égalité a — gb = r pour trouver un nombre 7 — eb = a — (¢ + €)b qui appartiendrait encore & £ NN mais qui
serait strictement inférieur a r, ce qui est une contradiction. On a donc bien r € {0,1,...,|b| — 1}.

Montrons 'unicité. Si nous avons gb +r = a = ¢'b+ 1/, alors (¢ — ¢)b = r — r’. Puisque 7 et ' sont
positifs et strictement inférieurs & [b], il s’ensuit que |q — ¢'[|b| = |r — | < |b]. Comme |b| # 0, nous avons
lg —q¢'| < 1. Or, |¢g — ¢'| est un entier positif et donc |¢ — ¢’| =0 et ¢ = ¢’. Par conséquent, nous avons aussi
r=a—qgb=a—qb=r". m

(non corrigé) Le 04 septembre 2002 est un mercredi, quel jour de la semaine sera le 04

septembre 2045 7

Exemple 3.2.1
— Onalb=2x7+1 ce qui est une division euclidienne.
— On a aussi —15 = (—2) x 74 (—1) ce qui n’est pas une division euclidienne, car le reste d’une division
euclidienne est positif, par définition.
— Par contre, —15 = (—3) X 7 + 6 est bien une division euclidienne.

Proposition 3.2.1 Tout sous-groupe H de (Z,+) est de la forme H = nZ pour un n € Z unique au signe
pres.

Preuwve : Si H = {0}, alors H = 0Z et il n’y a rien a démontrer. Supposons donc que H # {0}. Alors
I'ensemble des normes |z| > 0 d’éléments de H est non-vide. Soit n € H tel que |n| est non nul et minimal.

95
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On peut affirmer que H = nZ. En effet, puisque H est un sous-groupe qui contient n, il contient nZ. Réci-
proquement, soit a € H et soit a = gn + r la division euclidienne de a par n (rappelons que n # 0). Si on
avait r # 0, alors 7 = a — gn serait un élément de H non nul et de norme strictement inférieure & celle de n.
Donc nous avons r = 0 et a = gn € nZ.

Montrons I'unicité. En effet, si nZ = n’Z, nous avons n = zn/ pour un z € Z et n’ = 2’n pour un 2’ € Z.
Donc, n = zz'n. Nous avons soit n = 0, et alors nZ = {0} et n’ = 0, soit n # 0 et alors 1 = zz’ et donc
x==1letn =+n. [

Remarque 3.2.1 Si H et H' sont deux sous-groupes de (Z,+), on pose H+H' = {z+a',2 € H et 2/ € H'}.
On vérifie aussitot que H + H' est encore un sous-groupe de (Z, +). D’apreés le théoréme, si a et b sont deux
entiers, il existe un entier ¢ unique au signe prés tel que aZ + bZ = cZ. Nous allons voir que c est en fait le
plus grand commun diviseur de a et b.

Définition 3.2.1 Soient a,b € Z. On dit que a est divisible par b s’il existe ¢ € Z tel que a = gb. Dans ce
cas, on dit aussi que a est multiple de b, que b divise a ou que b est diviseur de a. On écrit alb.

Exemple 3.2.2
— Le nombre 15 est divisible par 1, 3, 5, 15, —1, —3, —5 et —15.
— Le nombre 0 est divisible par tout entier. Par contre le nombre 1 n’est divisible que par 1 et —1. En
effet, si on a 1 = gb, alors 1/|b| est un entier non nul et < 1. Donc b = £1.
— Supposons b # 0. Alors la division euclidienne de a par b est bien définie et a est divisible par b ssi le
reste de la division euclidienne de a par b s’annule.

Définition 3.2.2 Soient a,b € Z tels que (a,b) # (0,0). Alors le module d’un diviseur commun & a et b est
borné par max(|a|, |b|) et il existe donc un plus grand diviseur commun d a et b. On le note PGCD(a,b).
Les nombres a et b sont premiers entre euz si PGCD(a,b) =1. Sia=b=0, on pose PGCD(a,b) = 0.

Théoréme 3.2.2 (Bézout) Soient a,b € Z. Alors
aZ + bZ = PGCD(a, b)Z.

En particulier, on a équivalence entre
1. Les entiers a et b sont premiers entre euz.
2. OnaaZ +VZ =7.
3. L’équation ax + by = 1 admet une solution (z,y) € Z>.

Preuve : Supposons que aZ + bZ = cZ avec c positif. Comme a € cZ et b € cZ, le nombre c est un diviseur
commun de a et b. Donc ¢ < PGCD(a,b). De l'autre c6té, PGCD(a, b) divise a et b et donc tout élément
de aZ + bZ. En particulier, PGCD(a,b) divise c. Il s’ensuit que ¢ = PGCD(a,b). Il est ainsi clair que 1.
est équivalent & 2. Il est aussi clair que 1. implique 3. Réciproquement, si 3. est vérifié et z € Z, il suffit de
multiplier I’équation az + by = 1 par z pour conclure que z = a(zx) + b(zy) appartient a aZ + bZ et donc
que Z = aZ + bZ. m

Exemple 3.2.3 L’équation ax + by = 1 est dite équation de Bézout. Si (a,b) # (0,0), elle admet toujours
des solutions (z,%) € Q2 mais pas nécessairement dans Z2. Il s’ensuit du théoréme que tout diviseur commun
c de a et b divise PGCD(a, b) (car il divise ax + by quels que soient x, y € Z).

(non corrigé) Trouver u et v tels que 17u + 48v = 1.
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Lemme 3.2.1 (Gauss)
Soient a, b, c € Z. Si a divise bc et si a et b sont premiers entre euzx, alors a divise c.

Preuve : D’aprés le lemme de Bézout, il existe x, y € Z tels que ax + by = 1. Nous multiplions cette égalité
par ¢ pour obtenir acx 4 bcy = c. Puique a divise acx et bcy, il doit diviser azc + becy = c. [ |

Définition 3.2.3 Un nombre premier est un entier > 1 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et lui-méme.

Exemple 3.2.4
— Le nombre 1 n’est pas premier.
— Les nombres 2, 3, 5 ... sont premiers.
— Un nombre premier est un entier positif qui admet exactement deux diviseurs positifs.

Lemme 3.2.2 (Euclide)
Soit p un nombre premier et a, b € Z. St p divise ab alors p divise a ou p divise b.

Preuve : Si p ne divise pas a, alors a et p sont premiers entre eux, car les seuls diviseurs de p sont 1 et
lui-méme. D’aprés le lemme de Gauss, p doit alors diviser b. De méme, si p ne divise pas b, il doit diviser .l

Exemple 3.2.5 L’affirmation de ce lemme est fausse si on omet 'hypothése que p est premier. Par exemple
le nombre 3 x 5 divise le produit (2 x 3) x (5 x 7) mais il ne divise ni 2 x 3 ni 5 x 7. Soient p et p1,..., pr
des nombres premiers.

Montrons que si p divise pj ...py, alors p = p; pour un 4. Si 7 = 1, il n’y a rien & démontrer. Si r > 1,
et que p divise le produit p; X (p2...pr), alors d’aprés le lemme d’Euclide, p divise p; ou p divise py...p;.
Dans le premier cas, nous avons p = p; et dans le second p = p; pour un ¢ > 2, d’aprés 'hypothése de
récurrence.

Théoréme 3.2.3 (Décomposition en facteurs premiers)
Soit n > 1 un entier et soit p1, pa2 ... la liste des nombres premiers (exhaustive et sans répétitions). Alors
il existe des entiers m; € N uniques et nuls sauf pour un nombre fini d’entre euz tels que

mi,ma,ms3

n=py Py "P3

Preuve : Montrons I’existence de I’écriture par un raisonnement récursif : Si » = 1, on pose m; = 0 pour tous
les 7. Si n > 1 alors soit n est premier, soit n = n’n” pour deux nombres strictement inférieurs & n. Dans
le premier cas, il existe un nombre premier p; dans la liste et un seul tel que n = p;. On pose m; = 0 pour
i # j et mj = 1. Dans le second cas, ’hypothése de récurrence nous donne les écritures

! My, Mo
n =p; Py

1" 1"

0o my My
n-=p Py

En multipliant nous trouvons
/ 1 / "
_ pmtmy matmy
n =p, D .
Montrons 'unicité de ’écriture. Supposons donc que

mi, ma My, My

n=py Py~ -..=P1 Do
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Montrons que m; = mj (la démonstration pour les autres m; est la méme). Nous procédons par récurrence.
Si my = 0, alors p ne divise pas n (sinon il serait égal a 'un des p;). Donc m} = 0. Si my > 0, alors p; divise
n. D’aprés la remarque ci-dessus, p; doit apparaitre dans I’écriture

! ’
my, Mo
P1 Do
Donc m/ > 0. En divisant par p; nous trouvons
/ !
mi—1,_mo _mi—1 mj
P1 by - =D Po
et par ’hypothése de récurrence, il s’ensuit que m; — 1 = mj — 1. Donc m; = m]. [

Remarque 3.2.2 Ce théoréme a des conséquences étonnantes. Par exemple, d’aprés l'unicité, ’application

NxNxN — N
(mq,mg, mg) +— 2™ x 3M2 x 53

est injective. Donc le cardinal de N x N x N est inférieur a celui de N. (Bien str, on sait par ailleurs que ces

deux cardinaux sont égaux).

Remarque 3.2.3 Si nous avons

mi, ma, M3

n =P P2 P3
comme dans le théoréme, alors les diviseurs positifs de n sont exactement les nombres

i ! i
oy, My Mg
n =py Py Pz

ou m, < m; pour tout i. En effet, il est clair que ces nombres divisent n. Réciproquement supposons que
n = n/n” et que nous ayons les décompositions

;o My Ty
n =P P
17 1
" o__ 1,2
n-=py P
En multipliant n’ par n” nous trouvons
! 1" i 1 ! 17
__ o Mm1,m2, m3 _ mytmy motmy  matmg
n=p; PPy ...=Pq Py P3 :

Par unicité, il s’ensuit que m; = m} +m! pour tout ¢. Donc on a bien m; > m}. On en déduit que le nombre
de diviseurs de n est égal & (m1 + 1)(mg + 1) ... Supposons que nous ayons les décompositions

— n1,m2,1M3
n=7p] Py Py ...
;o my my g
n =Py Py "P3
Alors il s’ensuit que

min(my,m}) min(mz,m})

PGCD(n,n’) = p; Do
PPCM(n,n') = py X" ppextmema)

ou PPCM(n,n’) désigne le plus petit commun multiple de n et n’. On en déduit que

n x n' = PPCM(n,n') x PGCD(n,n’)
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3.3 Congruences

Définition 3.3.1 Soient n > 1 un entier et a,b € Z. On dit que a est congru a b modulo n s’il existe un
k € Z tel que a = b+ kn. On écrit alors

a=0b(n) oua=,boua=>bmodn.

Remarque 3.3.1 On a a = b(n) si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par
n. En effet, si nous avons a =qn+1r et b=¢n+r, alors a =b+ (¢ — ¢')n et a = b(n). Réciproquement, si
a=qn+retb=q¢n+r etquea=b+kn,alorsa=b+kn=¢n+r"+kn= (¢ +kn+r =qn+ret
par l'unicité de la division euclidienne, il s’ensuit que » =1/ (et ¢ = ¢’ + k).

Exemple 3.3.1 Nous avons 6 = —15(7) car 6 = —15+ 3 x 7. Notons que —15 a effectivement le méme reste
que 6 pour la division euclidienne par 7 car —15 = (—3) x 7 + 6.

(non corrigé) 1517 et 2428 sont-ils congrus modulo 77

Lemme 3.3.1

1. La relation =, est une relation d’équivalence.

2. Sia=d(n) etb=V(n), alorsa+b=d +b(n) et ab=a'b/(n). Dans ce cas, on a aussi a™ = a'™(n)

pour tout m € N.

3. Les nombres 0,1,...,n — 1 forment un systéme de représentants des classes par rapport 4 =,.

Preuve :

1. La relation est réflexive car nous avons a = a + 0 X n pour tout a € Z. Elle est symétrique car si nous
avons a = b+ kn alors nous avons b = a + (—k)n. Elle est transitive, car si nous avons a = b + kn et
b = ¢+ In, alors nous avons a = (¢ +In) + kn = c+ (I + k)n.

2. Supposons que a = a’ +kn et que b =V +In. Alors a+b=d' +b' + (k+1)n et ab= (' +kn)(b' +1In) =
'tV +d'ln+ knb' + kinn = a'b’ + (a’l + kb’ + kln)n. La derniére affirmation s’ensuit par récurrence sur
m.

3. Tout a € Z est équivalent par =, & un et un seul des nombres 0,1,...,n—1. En effet, cette affirmation
est une reformulation de I'existence et de 'unicité du reste dans la division euclidienne de a par n.

Définition 3.3.2 On pose Z/nZ = 7] =,. On note "a ou @ (ou méme a) la classe de a € 7. Les éléments
de Z/nZ sont donc les @, a € Z. On munit Z/nZ des deuz lois

+:Z/nZ xZ/nZ — Z/nZ
(@b)
. ZInZ X Z/nZ — Z/nZ
(@b)

Exemple 3.3.2 Grace au lemme ci-dessus les deux lois sont bien définies. Par définition de la notion de
“classe d’équivalence”, nous avons "@ = "b si et seulement si @ = b(n). Par conséquent, deux classes @ et b
sont égales ssi les restes de a et b par la division euclidienne par n sont égaux. D’aprés le lemme ci-dessus,
les classes 0, 1,...,n — 1 sont distinctes deux & deux et toute classe est égale & une d’entre-elles. Ces classes
constituent donc la liste (exhaustive et sans répétitions) des éléments de Z/nZ. En particulier, Z/nZ est de
cardinal n.
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3.4 Critéres de divisibilité

3.4.1 En base décimale

Soit NV =1001001001001001001001001. Le nombre N est-il premier ?
Non. Il est divisible par 3 car la somme de ses chiffres est divisible par 3. De facon générale, on sait qu’un
nombre est divisible par 3 ssi la somme de ses chiffres 'est. De méme pour 9 au lieu de 3. On sait aussi qu'un
nombre est divisible par 11 ssi la somme alternée ¢y — ¢1 + co — ... de ses chiffres l'est (co est le chiffre des
unités, ¢; celui des dizaines,. .. ). La divisibilité par 7, par contre, ne semble étre reliée ni a la divisibilité par
7 de la somme ni & celle de la somme alternée de ses chiffres comme le montrent les exemples 7, 14, 21,... En
fait, nous allons voir qu'un nombre est divisible par 7 si et seulement si c’est le cas pour le nombre

co+3c1+2c9g —c3 —3cy —2¢5+cg+ 3¢+ 2c8 —cg—3c190— - -

Par exemple, le nombre 100100100100 est divisible par 7. Plus généralement, tout nombre dont 1’écriture
décimale est 3-périodique et comporte un nombre de chiffres divisible par 6 est divisible par 7.

Ces faits trouvent leur explication a I’aide de deux outils suivants :
1. le calcul des congruences et
2. le calcul des restes de puissances.
Le lemme suivant élucide le réle que joue le calcul des congruences.
Lemme 3.4.1 Soit n > 2 un entier et a;, 1 € N une suite d’entiers telle que
a; = 10%(n) pour tout i € N.

Soit N € N et soient cp,c1,...,¢s € {0,...,9} les chiffres de son écriture décimale (co =unités,...). Alors
nous avons N = agco + a1 + agca + ... + ascs(n). En particulier, N est divisible par n si et seulement si
agco + aic1 + ... + ascs est divisible par n.

Preuve : Par définition de ’écriture décimale, on a
N =co+c1 x10+c2 x 10> 4+ ¢3 x 103 + ... + ¢ x 10°.
Puisque 10" = a;(n), les régles du calcul des congruences nous permettent de conclure que

N = cpag + c1a1 + coag + czaz + ... + csag(n).

Exemple 3.4.1 Déduisons le critére de divisibilité par 7 que nous avons évoqué plus haut. Pour pouvoir
appliquer le lemme, il nous faut calculer une suite d’entiers a; tels que a; = 10°(7). La suite des a; vérifie
donc les congruences

apg = 1(7)
ai+1 = 10a;(7) = 3a;(7)

(car 10 = 3(7)). Pour ayg, ..., ag, nous trouvons
1,3,2,-1,-3,-2,1.

Donc ag = ag(7) et par récurrence, on trouve que a; = a;+6(7) pour tout i« € N. Pour la suite des a;, on peut
donc choisir la suite 6-périodique suivante

1,3,2,—-1,-3,-2,1,3,2,—-1,-3,-2,1,3,2, -1, -3, -2, ...
D’apreés le lemme, il s’ensuit que N est divisible par 7 ssi ¢’est le cas pour le nombre
co+3c1 4+ 2c0 —cg — 3cq4 — 2¢5 + ¢ + 3¢7 + 2¢c8 — cg — 3¢19 — - . -

ou les ¢; sont les chiffres de I’écriture décimale de N (¢ =unités, ¢; =dizaines,. .. ).
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3.4.2 Généralisation a d’autres systémes de numuération

Le fondement mathématique des systémes de numération est le lemme suivant :

Lemme 3.4.2 Soit b > 2 un entier. Pour tout entier N € N, il existe des entiers uniques ¢; € {0,...,b—1},
1 € N, nuls sauf pour un nombre fini d’entre euz, tels que

N:Co+Clb+CQb2—|—...Cibi+...
Remarque 3.4.1 Dans la situation du lemme, si N # 0 et que ¢; est le dernier coefficient non nul, nous
écrivons
N = [cs, 51, ¢1,¢0]p
et nous appelons I’expression a droite I’écriture de N en base b. Il nous arrivera d’omettre les crochets et
les virgules comme dans ’exemple suivant :
199519 = 111110010115 = 133023g.

Dans les cas b = 2,8 et 16, on parle respectivement des écritures binaire, octale et hexadécimale. Si b excede
10, les “chiffres” de 10 & b sont représentés par les premiéres lettres de ’alphabet. Par exemple, les chiffres
du systéme hexadécimal sont 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C, D, E, F. Ainsi on a

199519 = 7CBis.

Preuve du lemme : On prouve d’abord ’existence par récurrence sur n. Pour n = 0 on pose ¢; = 0 pour tout
1 € N. Supposons n > 0. Effectuons la division euclidienne de n par b

n=gqb+r.
D’aprés ’hypothése de récurrence, le nombre g s’écrit
q=ch+db+...+ bt
et donc
n=r+chpb+cib?*+ ...+ bt
On pose donc ¢y = r et ¢; = ¢;_, pour i > 0.
Montrons ensuite 'unicité. Si nous avons
n=cyo+cib+cb?>+...=dy+dib+ dob® + ...

alors ¢y = dy car les deux apparaissent comme le reste de la division euclidienne de n par b. Nous enlevons
co = dp des deux cotés et nous divisons par b pour obtenir

(n—co)/b=cr14+cob+...=dy +dab+....

L’unicité s’ensuit par récurrence sur n. [ ]

Lemme 3.4.3 Soit n > 2 un entier et a;, i € N, une suite d’entiers tels que b; = a;(n). Soit N € N et ¢;,
i € N, les chiffres de son écriture en base b (co =unités,...). Alors on a
N = agcp + ajer + agea + ... (n)

En particulier, N est divisible par n si c’est le cas pour agcg + ayjc1 + asca + .. ..

Preuve : La démonstration est analogue & celle du cas b = 10. [ |

Exemple 3.4.2
— Nous avons 8 = 1(7). Donc un nombre est divisible par 7 ssi la somme des chiffres de son écriture
octale est divisible par 7.
~ Nous avons 16 = (—1)?(16). Donc un nombre est divisible par 17 ssi la somme alternée des chiffres de
son écriture hexadécimale est divisible par 17.
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3.5 Le lemme chinois en termes de congruence

Lemme 3.5.1 (lemme chinois)
Soient ny, ne > 2 deuz entiers premiers entre eur et uiny + usne = 1 une équation de Bézout. Soient
a,ay,az € Z tels que a = ajugng + aguini(ning). Alors pour x € Z on a l’équivalence

T
T

} &z = a(ning).

Remarque 3.5.1 On peut réinterpréter le lemme en disant que la solution générale x € Z du systéme de
congruences a gauche est donnée par

r=a+ knine, k € Z.

Preuve du lemme : Vérifions d’abord que a est bien une solution du systéme de congruences. En effet, d’apreés
I’hypothése, nous avons

a = aiuang + asuiny + kning
pour un k € Z et donc
a = ajugng = aj(ugng + uing) = ay(n)
et de méme
a = aguing = ag(uing + ugng) = az(ne).

Montrons maintenant I’équivalence. Supposons que & = a(ninz). Alors = a+ kning pour un k € Z et donc
x=a=a1(n1) et x = a = az(nz). Réciproquement, supposons que z vérifie z = a1(n1) et z = az(ng). Alors
nous avons (z —a) = 0(n1) et (x—a) = 0(nz). Donc z — a est divisible par n; et par ny. Puisque les deux sont
premiers entre eux, il s’ensuit (lemme de Gauss) que z—a est divisible par ning, c’est-a-dire que = = a(ning).m

Exemple 3.5.1 Considérons le systéme

x =1 (17)
x =2 (28)
r =3 (31)

Nous avons 1’équation de Bézout 5 x 17 — 3 x 28 = 1. Le systéme formé des deux premiéres équations est
donc équivalent & la congruence x = a(17 x 28) ot a = 1 x (=3 x 28) + 2 x (5 x 17) = 86. Le systéme des
trois équations se réduit donc a

{x =86 (476)
r =3 (31)

Nous avons I’équation de Bézout (—14) x 476 + 215 x 31 = 1. Donc le systéme est équivalent & la congruence
x=0b(476x31) ou b = 86x(215x31)+3x(—14x476) = 553198. Si nous réduisons b modulo 476 x31 = 14756,

nous trouvons que le systéme des trois équations est équivalent & la congruence
x = 7226 (14756).

On vérifiera que 7226 donne les restes 1, 2 et 3 dans la division par 17, 28 et 31.
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3.6 Systémes de congruence

Soient r et ni,...,n, des entiers > 2 et ay,...,a, des entiers quelconques. Considérons le systéme
xr =a; (n1)
x =az (n2)
x =ar (n)

Supposons que = a et x = a’ sont deux solutions. Alors la différence a — a’ est divisible par tous les n;
et donc par leur plus petit commun multiple n = PPCM(nq,...,n,). Donc s’il existe une solution, sa classe
modulo n est unique. Il peut ne pas exister de solution comme le montre I’exemple du systéme

(zz1 0
(r=zre

ou encore celui du systéme

Notons que nous n’avons pas exclu ce genre de contradiction banale. L’application systématique du lemme
chinois nous permettra de réduire tout systéme de congruences soit & un systéme contradictoire soit & une
seule congruence modulo le plus petit commun multiple des modules. Nous ne développons pas ici la méthode
dans le cas général mais nous limitons & la décrire dans un exemple simple. Considérons le systéme

x =3 (18)
{:1; =c (12)

Il s’agit de déterminer tous les entiers c pour lesquels le sytéme admet des solutions et de calculer les
solutions dans ce cas. Constatons tout d’abord que les nombres 18 et 12 ne sont pas premiers entre eux de
facon que le lemme chinois ne s’applique pas immédiatement. Pour résoudre le probléme, nous allons dans
une premiére étape augmenter le nombre d’équations pour obtenir des modules qui sont des puissances de
nombres premiers. Nous avons ainsi 18 = 2 x 3% et d’aprés le lemme chinois la premiére congruence est

x
x
De méme, puisque nous avons 12 = 3 x 4, la seconde congruence est équivalente au systéme

S

équivalente au systéme

1 (2)
3 (9)

Nous avons ainsi trouvé un systéme de quatre congruences qui est équivalent au systéme de départ. Nous
le réécrivons dans un ordre ou les puissances de chaque nombre premier sont regroupées ensemble et les
puissances les plus élevées apparaissent en premier lieu :

r =c (4) (3.5.1)
z =1 (2) (35.2)
x =3 (9) (3.5.3)
r =c (3) (3.5.4)

Rappelons-nous que si nous avons a = b(n) alors nous avons aussi a = b(d) pour tout diviseur d de n (en
effet, si n = gd et a = b+ kn alors a = b+ (kq)d). L’équation (3.5.1) implique donc que x = ¢(2) de fagon
que les équations (3.5.1) et (3.5.2) sont contradictoires sauf si ¢ = 1(2). De méme, les équations (3.5.3) et
(3.5.4) sont contradictoires sauf si ¢ = 0(3). Nous avons donc les conditions
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L

qui sont nécessaires pour qu’une résolution existe. Réciproquement, ces conditions sont aussi suffisantes car
si elles sont vérifiées, la congruence (3.5.2) est une conséquence de (3.5.1), et (3.5.4) est une conséquence de
(3.5.3) de facon que le systéme tout entier est équivalent & un systéme de deux congruences

x c (4)

x 3 (9)
Nous avons I’équation de Bézout —2 x4+ 9 = 1. Donc, d’apres le lemme chinois, ce systéme est équivalent &
la congruence x = ¢ x 9+ 3 x (—8)(36) ou encore z = 3¢+ 12(36). En conclusion, le systéme de départ admet

une solution si et seulement si ¢ = 3(6) et dans ce cas ’ensemble des solutions est ’ensemble des entiers z
tels que x = 3¢ + 12(36).

1 (2)
0 (3)

3.7 Classes de congruence inversibles

Déﬁnijion 3.7.1 goit n > 2 un entier. Une classe de congruence @ € Z/nZ est inversible s’il existe une
classe b telle que @.b = 1. On note (Z/nZ)* I'ensemble des classes inversibles.

Lemme 3.7.1 Muni de la multiplication naturelle, I’ensemble des classes inversibles est un groupe d’élément
neutre 1.

Preuve : 1l s’agit d’abord de vérifier que la loi de multiplication est biegiéﬁnie, c’est-a-dire que le produit
de deux classes inversibles est encore inversible. En effet, si ab = 1 et a/b/ = 1, alors (aad’)(V’b) = 1. La loi

est associative car la multiplication de Z/nZ est associative. Elle admet I’élément 1 pour élément neutre.
Finalement, par définition, tout élément de (Z/nZ)* admet un inverse. [

Remarque 3.7.1 Le lemme implique que si la classe @ est inversible, alors la classe b telle que ab = 1 est
unique. On 'appelle la classe inverse de @.

Lemme 3.7.2 Une classe @ est inversible ssi a et n sont premiers entre eut.

Preuve : En effet, la classe @ est inversible, ssi ’équation ab = 1 4+ kn admet des solutions b, k € Z. Or cette
équation est une variante de ’équation de Bézout ab+(—n)k = 1 aux inconnues b, k. L’affirmation en résulte.m
Lemme 3.7.3 Supposons que la classe T est inversible. Alors la congruence a = b(n) est équivalente a
ax = bx(n).

Preuve : Supposons que Ty = 1. Alors zy = 1(n) et donc la congruence azy = bxy(n) implique a = b(n). =

Remarque 3.7.2 L’affirmation du lemme est fausse si la classe T n’est pas inversible.

3.8 Anneaux, groupes et lemmes chinois
Lemme 3.8.1 Soient (A1, +,-) et (Aa,+,) deuz anneauz. L’ensemble Ay X A muni des lois définies par

(a1,a2) + (af, ab) = (a1 + al, a2 + db)
(a1,az) - (a},ay) = (a1a}, azas)
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est un anneau appelé 'anneau produit de Ay par As. L’élément neutre pour l'addition de A1 x As est le
couple (0,0) et celui pour la multiplication le couple (1,1).

Remarque 3.8.1 En appliquant plusieurs fois ce résultat nous obtenons un grand nombre de nouveaux
exemples d’anneaux. Par exemple, tous les anneaux suivants sont de cardinal 24

7.)247, | 7.)37 x 7./8T. , 7./8T x L/3Z , T./2Z X /AT x Z./3Z.

Nous allons voir que certains de ces anneaux sont “isomorphes”, c’est-a-dire qu’ils ne se distinguent pas de
facon essentielle.

Preuve du lemme : 11 s’agit de vérifier les trois groupes d’axiomes pour les lois définies sur Ay x Ag. A titre
d’exemple, vérifions que la multiplication est associative. En effet, en utilisant la définition de la multiplication
sur A1 X As et associativité de la multiplication dans A; et As, nous avons

((a1, a2)(ay, a5)) (e, a3) = (ard}, azas)(af, ay) = ((ard)ay, (azas)az) = (a1(ayay), as(azay)) =
(a1, a2)(a)ay, ayay) = (a1, a2)((a, a5)(af, ag)).

On démontre facilement les autres propriétés. [ |

Lemme 3.8.2 Soient (G1,*) et (G2, ) deux groupes. L’ensemble G1 x Go muni de la loi

(91,92) * (g1, 95) = (g1 * g1, 92 * g5)

est un groupe d’élément neutre le couple (e, e).

Preuve : La démonstration est analogue a celle du lemme précédent. [ |

Lemme 3.8.3 Soient (A1,+,-) et (A2, +,-) deuz anneauz. Alors nous avons l'égalité
(A1 x Ag)* = A7 x A%
En outre la loi de groupe sur (A1 x Aa)* est celle du groupe produit A7 x A%

Preuwve : Soit (a1, a2) un couple d’éléments inversibles. Soient a/l et a’2 les inverses respectifs de a; et as. Alors
nous avons (a},ab)(a1,a2) = (1,1) = (a1, a2)(a), ab) ce qui signifie que (a1, a2) est inversible dans Ay x As
d’inverse (af,ab). Ainsi Pensemble A} x A% est inclus dans (A; x As)*. Réciproquement, soit (a1, a2) un
élément inversible de A; x Ag et soit (a}, ab) son inverse. Alors on vérifie aussitot que a} est l'inverse de a;
dans Aj et que a’2 est l'inverse de as dans As. La derniére affirmation est une conséquence immeédiate des
définitions. [ |

Définition 3.8.1 Soient (A,+,) et (B,+,) deur anneauz. Une application f : A — B est un homomor-
phisme d’anneaux si elle vérifie

fla+d') = f(a)+ f(a')
fla.d") = f(a).f(a')
f(ly) =1p

quels que soient a,a’ € A. C’est un isomorphisme d’anneauz si en plus elle est bijective. Les anneaur A
et B sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de A vers B.

Exemple 3.8.1 Soient A; et As deux anneaux. Considérons ’application
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f:A1 x Ay — Ay x Ay
(al,ag) — ((ZQ,(LQ).

Alors on vérifie que f est un isomorphisme.

Lemme 3.8.4 Soient A et B deuz anneauz et f : A — B un isomorphisme. Soit g : B — A 'application
réciproque de f. Alors g est un homomorphisme et méme un isomorphisme.

Preuve : En effet, soient b,0’ des éléments de B. Pour vérifier qu’on a égalité entre g(bb') et g(b)g(V') il suffit
de voir que les images par f de ces deux éléments coincident. Or nous avons

flg(dt)) =bb" = f(g(b)) f(g(b)) = f(g(b)g(t')).

De méme on vérifie que g(b+b') = g(b) + g(V'). Finalement, I'égalité f(14) = 1p entraine que 14 = g(15).m

Définition 3.8.2 Soient G et H deuzx groupes. Une application f : G — H est un homomorphisme de
groupes si elle vérifie

flg1xg2) = f(g1) * f(g2)

quels que soient g1,g92 € G. C’est un isomorphisme si en plus elle est bijective. Les groupes G et H sont
isomorphes s’il existe un isomorphisme de G vers H.

Exemple 3.8.2 On peut s’étonner de ne pas trouver l'axiome f(eq) = ey dans cette définition. Or cet
axiome est une conséquence de la définition. En effet, nous avons

flec) = flea x eq) = flec) x f(eq).

Si nous multiplions cette égalité des deux cotés a gauche par Uinverse de f(eq) dans H, nous trouvons
en = f(eq). Notons que cette démonstration utilise I'existence des inverses et qu’elle n’a donc pas d’analogue
pour les lois de multiplication des anneaux. Si f : G — H est un isomorphisme de groupes et que g : H — G
est 'application réciproque a f, alors g est un homomorphisme de groupes et méme un isomorphisme. On
adapte au cadre des groupes la démonstration donnée ci-dessus pour les anneaux.

Lemme 3.8.5 Soient A et B deuz anneaux et f : A — B un homomorphime d’anneauz. Alors nous avons
f(A*) C B* et lapplication

froAT - B
a — f(a)

est un homomorphisme de groupes. C’est un isomorphisme de groupes si f est un isomorphisme d’anneauz.

Preuve : Supposons que a € A est inversible d’inverse a’. Alors f(a’) est I'inverse de f(a). En effet, nous
avons

fla)f(a') = flaa) = f(14) = 15 = f(a')f(a).
Ainsi, I'application f nous fournit bien une application entre les groupes des éléments inversibles

friAY = B
a — f(a)
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Il est immédiat de constater que cette application est un homomorphisme de groupes. Supposons mainte-
nant que f est un isomorphisme d’anneaux et soit g : B — A son application réciproque. Alors g est un
homomorphisme et donc g(B*) est contenu dans A*. Ceci montre que a € A est inversible si et seulement si
f(a) est inversible dans B. Donc dans ce cas f* est bijective et ¢’est donc un isomorphisme de groupes. =

Lemme 3.8.6 (Lemme chinois en termes d’anneauz résiduels)
Soient v et s deur entiers > 2 et premiers entre euz. Alors l'application

¢:Z)rsl. — ZLJrZ X ZL]sZ
"a — ("a,%a)

est un 1somorphisme d’anneaux.

Remarque 3.8.2 Ainsi nous voyons que tous les anneaux suivants sont isomorphes
7)247 , Z]3Z X Z./8Z, Z.]8Z x 7./ 3.
Nous verrons plus tard que ces anneaux ne sont pas isomorphes a Z/6Z x Z/AZ.

Preuve du lemme : Vérifions que ¢ est un homomorphisme. En effet pour a,b € Z, nous avons

d(a+"*b) = ¢("a+b) = ("a+ba+b)=("a+"ba+*b) = ("a,*a) + ("b,*b).

De méme, on vérifie que ¢ est compatible pour la multiplication. Vérifions que ¢ est injective. En effet, si
o("a) = ¢("*b), alors nous avons ("a,*a) = ("b,*b) et donc

{ a (r)

b

b (s)
Ainsi la différence a — b est divisible par r et s et donc par le produit rs, puisque r et s sont premiers entre
eux. Donc les classes "*a et "°b sont égales. Vérifions que ¢ est surjective. En effet, soient a1, as € Z. Alors
nous cherchons a € Z tel que ("a,°a) = ("ar,*az). De facon équivalente, nous cherchons a € Z solution du
systéme

{a =a; (r)

a =ay (s)

Or, puisque r et s sont premiers entre eux, d’aprés le lemme chinois pour les congruences, il existe une
solution a € Z. m

Remarque 3.8.3 Les anneaux Z/rsZ et Z/rZ xZ/sZ ont méme cardinal (égal a rs). Dans la démonstration,
il aurait donc suffi de montrer soit la surjectivité soit I'injectivité de ’application ¢ pour conclure qu’elle est
en fait bijective.

Corollaire 3.8.1 Soient r, s des entier > 2 et premiers entre eux. Alors Uapplication

o* : (Z)rsZ)* — (Z)rZ)* x (Z/sZ)*
TSG (ra’sa)

est un 1somorphisme de groupes. En particulier, elle est bijective et les deux groupes sont donc du méme
ordre.

Preuve : Le corollaire résulte du lemme précédent et du lemme (3.8.5). ]
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Définition 3.8.3 Soit n un entier > 2. On définit ¢(n) comme le cardinal du groupe des éléments inversibles
de Uanneau Z/nZ. La fonction ¢ est lindicatrice d’Euler.

Corollaire 3.8.2 Sir et s sont deux entiers > 2 et premiers entre eux on a
P(rs) = ¢(r)d(s).

Preuve : Ceci résulte aussitot de la définition de ¢(rs) et du corollaire (3.8.1). ]

Remarque 3.8.4 Le corollaire précédent nous permet de calculer la valeur de ¢(n) pour tout entier dont
nous connaissons la décomposition en facteurs premiers. En effet, si nous avons

€1, €9

n=pypy .0
alors en appliquant le corollaire plusieurs fois nous trouvons
¢(n) = o(py")d(p3) - . (p7")
Mais on sait que pour un nombre premier p
o(p*) = p* —p .
Donc
¢(n) = (p7* =P BS =5 7) - (o — P,

Par exemple, ¢(36) = ¢(4 x 9) = p(4)$(9) = (4 —2) x (9 —3) = 12 et $(1995) = ¢(3 x 5 x 7 x 19) = 864.

3.9 Notion d’ordre d’un élément d’un groupe

Lemme 3.9.1 Soit (G,*) un groupe et g un élément de G. Alors il existe une application
exp, : Z — G
et une seule telle que

expy(1) =g
exp, (k + 1) = exp, (k) x exp, (1)

quels que soient k,l € 7.

Exemple 3.9.1 La seconde condition de la définition signifie que expy est un homomorphisme de groupes
de Z vers G. Supposons que (G, -) est un groupe dont la loi est notée multiplicativement. Alors pour tout n
entier positif, nous avons

expy(n) =gg...g
n

eng(in) = eng(’I’L)_l = (g—l)n.
Nous écrirons g" pour exp,(n) pour tout n entier. Supposons que (A, +) est un groupe dont la loi est notée

additivement. Alors pour tout n entier positif, nous avons

exp,(n) =a+a+...+a
—_———

n
exp,(—n) = —exp,(n) = —na.
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Nous écrirons na pour exp,(n) pour tout n entier.

Corollaire 3.9.1

1. Soit (G,) un groupe dont la loi est notée multiplicativement et g un élément de G. Pour k,l € Z, on a
les égalités suivantes

g =g
gk+l _ gk *gl
¢° = eq
(gk)l _ gkl

2. Soient (A,+) un groupe commutatif dont la loi est notée additivement et a un élément de A. Pour
k,l € 7Z on a les égalités suivantes

la=a
(k+1Da=ka+la
0a =04

k(la) = (kl)a

Preuve : Les deux parties sont des traductions dans la nouvelle notation de certaines propriétés de la fonction
exp. Montrons-les & l'aide des notations de 1. Les deux premiéres égalités ne font que traduire dans la
nouvelle notation les propriétés de la définition de exp,. La troisiéme propriété résulte du fait que exp, est
un homomorphisme. Pour la derniére propriété, fixons k € Z et considérons ’application

7z — G
l — gF.

Nous avons clairement f(1) = g* et f(I +1') = gFH) = ghltkl" — gkl o gkl — (1) % f(I'). Par unicité de
I"application expgr nous pouvons conclure que f(l) = exp (1) pour tout | € Z et donc que f(I) = (g*)! pour
tout [ € Z. -

Définition 3.9.1 Soit (G, *) un groupe et g un élément de G. L’ordre de g est le plus petit entier n > 1 tel
que expy(n) = eq s'il existe un tel entier. Sinon, l'ordre de g est infini. On note ordg(g) ou ord(g) l'ordre
de g dans G.

Exemple 3.9.2
— Supposons que (G, -) est un groupe dont la loi est notée multiplicativement et soit g € G. Alors nous
avons ordg(g) = inf{n € N/n > 1 et ¢" = e}.
— Supposons que (A, +) est un groupe commutatif dont la loi est notée additivement et soit a € A. Alors
nous avons ordg(a) = inf{n € N/n > 1 et na = 04}.
— Soit (G, ) un groupe dont la loi est notée multiplicativement (pour alléger les notations). Supposons que
g € G est d’ordre fini n. Alors nous avons g**" = g*¢" = g¥e = ¢* pour tout entier k et n est le plus
petit entier > 1 avec cette propriété. Autrement dit, la suite des puissances de g : ¢° = e, g, 6%, ..., g%, ...
est périodique de période n. Nous avons aussi g?T*" = g%g*" = g2(g")F = g%e¥ = ¢* pour tout entier
a € 7 et tout entier k € Z. Autrement dit la valeur de g ne dépend que de la classe de congruence de
a modulo n.

Lemme 3.9.2 Soit n un entier > 2 et soit @ une classe modulo n considérée comme élément du groupe
(A,+) = (Z/nZ,+). Alors
PPCM(a,n) n

a ~ PGCD(a,n)’

OTdZ/nZ (a) =
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Preuve : Nous avons ka = 0 ssi ka est un multiple de n, ¢’est-a-dire un multiple commun & a et n. Donc ka
doit étre un multiple de PPCM(a,n) et k un multiple de PPCM(a,n)/a. Compte tenu de I’égalité

an
PPCM(a,n) = m

nous obtenons aussi la seconde égalité. [ |

Remarque 3.9.1 Il n’existe pas de formule analogue pour ’ordre d’un élément x dans le groupe multiplicatif
(Z/nZ)*. Cependant nous verrons que cet ordre est toujours un diviseur de ¢(n), 'ordre du groupe (Z/nZ)*.

Lemme 3.9.3 Soit (G,*) un groupe et g élément de G. Alors g est d’ordre infini si et seulement si ’appli-
cation exp, : Z — G est injective. En particulier, tous les éléments d’un groupe fini sont d’ordre fini.

Prewve : Si l'application exp, est injective nous avons exp,(n) # expy(0) pour tout n > 0. Puisque
exp,(0) = e, nous avons donc exp,(n) # e pour tout n > 0 et g est d’ordre infini.

Réciproquement supposons g d’ordre infini. Soient k& < des entiers tels que exp (k) = exp,(l). Alors nous
avons exp, (I — k) = e. Puisque [ —k > 0 et que g est d’ordre infini, il s’ensuit que k = [ et donc que exp,, est
injective. [ |

Lemme 3.9.4 Soit (G,*) un groupe et g € G un élément d’ordre fini n. Alors Uapplication

Z/nZ — G
a — expy(a)

est bien définie et injective. En particulier, ’ensemble des éléments de la forme expg(a), a € 7, est de cardinal
n.

Preuve : Supposons pour alléger les notations que la loi de G est notée multiplicativement. Nous avons donc
exp,(a) = g* et g" = e pour tout a € Z. Donc exp,(a + kn) = gitkn = gaghn — ga(gm)k = goek = g2
L’application est donc bien définie. Supposons que a < b sont deux entiers dont les classes ont méme image.
Alors nous avons g% = ¢ et donc ¢®~® = e. Pour montrer que n divise b— a, effectuons la division euclidienne
b—a = qgn+r de b — a par n. Par définition, nous avons 0 < r < (n — 1). De lautre coté, nous avons

e = gb — a = gr. Puisque g est d’ordre n, il s’ensuit que n divise b — a et donc que a = b. [ |

Théoréme 3.9.1 (Lagrange)
Soit (G, *) un groupe fini. L’ordre de tout élément de G divise l'ordre de G.

Exemple 3.9.3 Considérons le groupe G = (Z/117Z)*. L’ordre de G est de 10. Voici les ordres des éléments
de G :

g |12 (34|56 | 7|81]9|10
ord(g) |[1]10|5|5|5[10[1010|5] 2

Notons que le nombre d’éléments d’ordre 10 est de 4 = ¢(10), le nombre d’éléments d’ordre 5 est de 4 = ¢(5)
et le nombre d’éléments d’ordre 2 est de 1 = ¢(2).

Preuve du théoréme : Pour alléger les notations, supposons que la loi de G est notée multiplicativement. Soit
g € G. La démonstration se fait en plusieurs étapes :
— Premiére étape : la relation définie par z = 2'(g) & 2 = 2/¢* pour un k € Z, est une relation
d’équivalence. Notons x la classe d’équivalence d’un élément x. Par définition, la classe de x est formée
de tous les éléments de la forme zg*, k € Z.
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— Seconde étape : le cardinal de la classe de e est ’ordre de g. En effet, la classe de e est formée de tous
les éléments de la forme ¢g*, k € Z. C’est donc 'image de I’application expy : Z — G. Nous avons vu
au lemme 3.9.4 qu’elle est en bijection avec Z/nZ ou n est Pordre de g.

— Troisiéme étape : toutes les classes d’équivalence ont méme cardinal que la classe de e. En effet, si x
est un élément de G, nous avons des bijections inverses 'une de 'autre entre e et x données par les
applications y — zy respectivement z — x~1z.

— Quatriéme étape : le cardinal de la classe de e divise 'ordre de G. En effet, nous savons que G est la
réunion disjointe des classes d’équivalence. L’ordre de G est donc la somme des cardinaux des classes.
Or toutes les classes ont méme cardinal que e. L’ordre de G est donc égal au cardinal de la classe de e
multiplié par le nombre de classes d’équivalence.

Conclusion : l'ordre de g, qui est égal au cardinal de la classe de e (seconde étape), divise 'ordre de G
(troisieme étape). ]

Corollaire 3.9.2 (Théoréme d’Euler)
Soit n un entier > 2 et a un entier premier avec n. Alors on a

ot ¢ est lindicatrice d’Euler.

Preuve : Comme a est premier avec n, la classe ¢ = @ appartient au groupe G = (Z/nZ)*. L’affirmation
résulte du théoreme de Lagrange car ¢(n) est I'ordre du groupe (Z/nZ)* par définition. ]

Corollaire 3.9.3 (Petit Théoréme de Fermat)
St p est un nombre premier et a un entier qui n’est pas divisible par p, on a

a’~1 =1(p).

Preuve : On applique le théoréme d’Euler en utilisant que ¢(p) = p — 1 pour un nombre premier. [ |

Remarque 3.9.2 Les théorémes de Fermat (petit) et d’Euler permettent de calculer trés rapidement certains
restes de puissances. Dans les exemples suivants, on cherche le reste r de la division euclidienne de a par b.

Exemple 3.9.4

e a = 670 b = 101 : le nombre 101 est premier et 67 n’est pas divisible par 101. D’aprés le petit
théoréme de Fermat, on a 67'%° = 1(101) et donc r = 1.

e a = 199540 b = 541 : le nombre 541 est premier et 1995 n’est pas divisible par 541. D’aprés le petit
théoréme de Fermat, on a 1995%40 = 1(541) et donc r = 1.

e a =252 b="T2:nous avons ¢(72) = #(8 x 9) = ¢(8)#(9) = 4 x 6 = 24. Les nombres 72 et 25 sont
premiers entre eux. Nous pouvons donc appliquer le théoréme d’Euler pour conclure que 2524 = 1(72).
Donc r = 1.

e a = 51%* b =72 : nous avons ¢(72) = 24. Or, les nombres 51 et 72 ne sont pas premiers entre eux
et nous ne pouvons pas appliquer le théoréme d’Euler. Cependant, soit x = 5124, D’aprés le lemme
chinois, pour connaitre la classe de x modulo 72, il suffit de connaitre les restes de z modulo 8 et
modulo 9. Or

r =51 =3%=1(8)

r =512 =62 =0(9).
Ici, nous avons appliqué le théoreme d’Euler & 3 et 8 (¢(8) = 4) et nous avons utilisé le fait que
62 = 0(9). Le lemme chinois nous permet de conclure que z = 9(72) et le reste recherché est donc
r=9.

8
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3.10 Algorithme de calcul rapide des puissances

Soit G' un groupe dont la loi est notée multiplicativement. Soit ¢ un élément de G et n un entier > 2.
Pour calculer g", on utilise I’algorithme suivant qui consiste & construire récursivement des suites xg, Yk, qk,
k>1 ouaxg,yr € Get qp €N :

1. Initialisation : on pose 1 =g, y1 = e, qx = n.
2. Passage a ’étape k : on pose xj = xifl, on prend pour g le quotient de la division de qx_1 par 2 et

Yk—1 S qp—1 est pair

on pose = . . .
P Yk { Tk—1Yk—1 Sl Qp—1 est 1mpair

3. Arrét : quand g = 1, I’algorithme s’arréte et la puissance recherchée est g™ = zpyx.

Dans la pratique, on organise les suites g, yr, qx dans un tableau. Voir les exemples ci-dessous.

Exemple 3.10.1
Calculons 2°° dans (Z/101Z)* :

k'l xg | yk | ax
112 | 1150
214 11|25
3116 4 |12
4154|416
518 4| 3
66849 | 1
100
Nous trouvons donc que 2°° = —1(101). La premiére colonne ne dépend que de g = 2 et nous pouvons la

réutiliser. Dans le tableau suivant, nous utilisons deux fois la méme premiére colonne pour calculer 3% et
329 dans (Z/101Z)* :

Tk | Yk | 4k | Y& | 9k
3 1 (50| 1 |20
9 1 125 1 1]10
8 |9 |12 ] 1 5
97 | 9 6 | 81| 2
16 | 9 3 1811
54 | 43 | 1
100 84

Lemme 3.10.1 L’algorithme décrit ci-dessus est correct.

Preuve : Nous allons montrer par récurrence que nous avons :EZkyk = ¢". Ceci entrainera ’affirmation car
pour gi = e, cette égalité se spécialise en xpyr = g".

A l'étape k = 1, I'affirmation est vraie par définition de l'initialisation de I’algorithme. Supposons qu’elle est
vraie pour I'étape k — 1 et montrons la pour I'étape k. Soit ¢*~! = 2¢* + r* 1a division euclidienne de ¢*~!
par 2. Par I’hypothése de récurrence, nous avons

dk—1
Ty Yk-1=9"
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Si nous substituons le résultat de la division euclidienne pour gi_1, nous trouvons

n 2qk+rk

g =T 1 Yk-1— (xz_ﬁqk ($7];k,1)yk—1 = xzkyk.

Pour la derniére égalité, nous avons utilisé la définition de zj et yr (le nombre g1 est pair ssi 7, =0). ®

3.11 Calcul de 'ordre d’un élément

Soit m un entier. Un diviseur positif d de n est maximal s’il est de la forme n/p ou p est un diviseur
premier de n. Soit G un groupe fini dont la loi est notée multiplicativement. Soit g un élément de G. Soit n
un entier positif.

Lemme 3.11.1
1. On a g" = e si et seulement si n est un multiple de l’ordre de g.
2. L’élément g est d’ordre n si et seulement si " = e et g% # e pour tout diviseur mazimal de n.
3. Si g est d’ordre n et d divise n, alors g@ est d’ordre n/d.

4. Plus généralement, si g est d’ordre n et a un entier quelconque, alors g* est d’ordre n/PGCD(a,n).

Preuve :
1. Ceci est clair d’apreés le lemme qui affirme que 'application

Z/ord(9)Z — G
k — gk

est injective.

2. La condition est clairement nécessaire. Supposons réciproquement qu’elle est vérifiée. Alors n est mul-
tiple de 'ordre de g d’aprés 1., mais aucun diviseur propre de n n’est multiple de l'ordre de g (tout
diviseur propre divise un diviseur maximal de n). Donc n = ord(g).

dyk — gk

3. Nous avons (g ce qui donne immeédiatement 'affirmation.

4. D’apreés le lemme 3.9.4, nous avons g* = e ssi k = 0 dans Z/nZ. Donc Pordre de g% est égal a 1’ordre
de a dans Z/nZ. Ce dernier est égal a n/PGCD(a,n) d’apres le lemme 3.9.2.

Remarque 3.11.1 Pour déterminer l'ordre de g, on calcule les puissances g¢ pour les diviseurs maximaux
d de n. Si on a g? # e pour tout diviseur maximal, alors g est d’ordre n (et G est cyclique engendré par g).
Sinon, on a g% = e pour un diviseur maximal d de n et on recommence avec n remplacé par d. Dans le calcul
des puissances gd/ pour les diviseurs maximaux d’ de d on pourra cependant omettre tous ceux qui divisent
un diviseur maximal d” de n pour lequel g% # e. Voir 'exemple suivant.

Exemple 3.11.1 Calculons l'ordre de 2 dans (Z/113Z)*. Ce groupe est d’ordre n = 112 = 7 x 16. Les
diviseurs maximaux de n sont 16 et 56. Calculons donc 2°¢ et 216,

Tk Yk qk | Yk | 9k
2 1 |56 |1 |16
4 1 128118
16 1 |14 1| 4
30 1 7112
109 30 | 3 |1 |1
16 | 106 | 1
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Ainsi 26 #£ e et 2°0 = ¢. Les diviseurs maximaux de 56 sont 8 et 28. Puisque 2'® # e nous avons 28 # e et il
suffit de calculer 22, On trouve 228 = 1. Les diviseurs maximaux de 28 sont 4 et 14. Puisque 2® # 1, nous
avons 2% # 1 et il suffit de calculer 2!, On trouve 2!* = —1 et I'ordre de 2 dans (Z/113Z)* est donc de 28.
Déterminons les ordres des éléments de (Z/11Z)*. Calculons l'ordre de 2. Nous avons 2!° = 1(11) par le petit
théoréme de Fermat. Les diviseurs maximaux de 10 sont 2 et 5. Nous avons

22 =4 ,2=2x4x4=-1(11).

Donc 2 est d’ordre 10 et tout élément de (Z/117)* est une puissance de 2 d’apres le lemme 3.9.4. Calculons
ces puissances

El0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
211 2 4 8 5 10 9 7 3 6

Maintenant, on calcule facilement les ordres de tous les éléments & ’aide des parties 2. et 3. du lemme. Par
exemple, on a

10

_ 8y _ _
ord(3) = ord(2°) = PGCD(10,8) 5
ord(4) = ord(2?) = ? =5.

On trouve la table ci-dessous (et on retrouve les résultats de 'exemple 3.9.3)

5 6 7 8 9 10
5 10 10 10 &5 2

=
[\

g
ord(g) | 1 10




Chapitre 4

Les espaces vectoriels

4.1 Introduction

La structure d’espace vectoriel intervient dans une grande partie des mathématiques : elle réalise un lien
fondamental entre l’algébre et la géométrie. On l'utilisera en algébre linéaire, en analyse et en géométrie. Un
espace vectoriel est un ensemble muni d’une loi interne + et d’une loi externe X, vérifiant des conditions
précises. Dans ce chapitre, K désignera un corps commutatif, en pratique K =R ou C.

4.2 Structure d’espace vectoriel

Définition 4.2.1 On appelle K-espace vectoriel tout ensemble E muni d’une loi interne notée + et d’une
loi externe définie par

KxFE — FE
(A\z) — Axzx
telles que :
1. (E,+) est un groupe abélien,
2. Y\, u) € K2, Vo € E, (A + p)r = Az + puz,
3. YA€ K, Y(z,y) € E%, Mx+y) =z + Ny,
4. V(\p) € K2, Vo € E, Mpux) = (M)
5. Vre E, lx ==.

On abrégera espace vectoriel en « ev » et K-espace vectoriel en « K-ev ».

Définition 4.2.2 Les éléments d’un K-ev seront appelés vecteurs, les éléments de K seront appelés sca-
laires.

Exemple 4.2.1

1. Le corps K est un K-ev, en prenant pour loi interne K x K — K et pour loi externe la
(z,y) — x+y
multiplication dans K : K x K — K . Ici les éléments de K sont simultanément considérés

Nzx) = Axz
comme des vecteurs et comme des scalaires.
2. Plus généralement, soit L un corps tel que K soit un sous-corps de L. Alors L est un K-ev, pour les
lois interne L x L — L et externe K xL — L (multiplication dans L).
(x,y) — x4y (A\z) = Axzx
En particulier, C est un R-ev pour les lois usuelles.

75
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n
3. Soient n € N*, Eq,..., E, des K-ev. Le produit £ = H E; est alors un K-ev pour la loi interne et la
i=1
loi externe définies respectivement par :

~V((x1, . xn), (W1, Yn)) € B2 (w1, 2n) + (Y1, Yn) = (@1 YL, T Yn)
- VAe K, Y(x1,...,zn) € E, XNz1,...,2n) = (Az1,..., A\xp).
En particulier, pour tout n € N*, K™ est un K-ev pour les lois usuelles.

4. Soient X un ensemble non vide. E est un K-ev. L’ensemble EX des applications de X dans E est un
K-ev pour les lois interne et externe définies respectivement par

- V(f,9) € (BY)?, Yo e X, (f +g)(z) = f(z) + g(2),
- VAeK,VfeEX VxeX, (\f)(z)=\f(x).
Par exemple, I’ensemble RY des suites réelles est un R-ev pour les lois usuelles.

5. L’ensemble K[X] des polynémes & une indéterminée et a coefficients dans K est un K-ev pour ’addition
et la multiplication externe.

Proposition 4.2.1 Soit E un K-ev. On a, pour tous A\, u de K et tous x,y de E :
1. =0 A=0o0uz=0),
2. (A= p)xr = \x — px,
3. Mz —y) = — \y.

Preuve :
1.

0z = (0+0)z = 0x + 0z d’ou 0z =0 ,

e A0 =A(040) = A0+ A0 d’ou A0 = 0.

si Az = 0 et si A # 0 alors, en notant A~! I'inverse de A dans le corps K on a z = 1o = (A" '\)z =
At x) = A"to=0.

22 =((A—p)+pr=N—pz+pxr doa (A—p)z = (Az) — (uz) ce qui est noté Ax — ux.

B =AN(z—y)+y) =AMz —y)+ Ay dou ANz —y) = Az — \y. ]

La proposition suivante est immédiate par récurrence :

Proposition 4.2.2 Soient E un K-ev, n,p € N*, x,x;,y;, x;; des éléments de E, X\, \;,... des éléments de
K. Ona:

1. <Z$Z> + ( Z a:z> :Zm (sip>n+1),
i=1

1=n-+1 =1
n n n
2. Z(mi + i) = Zﬂfz +Zyz
i=1 i=1 i=1
n P P n
3. Z Ti; | = Z (Z xij) ,
i=1 \j=1 j=1 \i=1

4. Yo € Sy, (groupe des permutations d’indice n), ng(i) = ZCL‘Z',
i=1 i=1
i=1 i=1
i=1

i=1
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Définition 4.2.3 On appelle K-algébre tout ensemble A muni d’une loi interne notée +, d’une loi externe
KxA — A | etdune loiinterne (appelée 3°™¢ loi) notée ici x, telles que :
(\z) — Az
o (A +,x) est un K-ev,
o * est distributive sur +,
e VAeE K, V(x,y) € A%, Naxy) = (\z)xy =z * (\y).

Une K-algebre est dite
— associative si x est associative,
— commutative si x est commutative,
— unifére (ou unitaire) si et seulement si A admet un élément neutre pour *.

Exemple 4.2.2

— Tout corps commutatif K est une K-algébre associative, commutative, unifére en prenant pour 3°m¢
loi la multiplication.

— Plus généralement, si L est un surcorps de K, L est une K-algébre associative et unifére en prenant
pour 3°™€ loi la multiplication dans L. Par exemple, C est une R-algébre associative, commutative,
unifére pour les lois usuelles.

— Soit X un sous-ensemble non vide. KX est un K-ev pour les lois usuelles. En munissant K~ d’une
3¢me Joi, notée par I'absence de symbole, définie par

Vo € X, (fg)(@) = f(x)g(a),
KX est une K-algébre associative, commutative, unifére, le neutre pour la 3™ loi étant I'application
constante égale & 1.
— K[X] est une K-algebre associative, commutative et unifére.

Souvent on montrera que A est une algébre en montrant que A est une sous-algébre d’une algébre connue.

4.3 Les sous-espaces vectoriels

Définition 4.3.1 Soient E un K-ev, F' € P(E). On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si :

1. F#0,
2. V(z,y) € F2, x+y€F,
3. VAe K, Vx e F, \x € F.

On abrégera sous-espace vectoriel en « sev ». Pour rappeler le corps K utilisé, on dit parfois sous-K-ev au
lieu de sev.

Proposition 4.3.1 Soient E un K-ev, F' € P(E). Si F est un sev de E alors F' est un K-ev pour les lois
+:FxXF — F et externe X : K X F — F  induites par celles de E.
(x,y) — x4y ANz) — Az

Exemple 4.3.1
— R x {0} est un sev du R-ev R2.
— Pour tout n € N, K,,[X] est un sev du K-ev K[X].

Remarque 4.3.1
~ {0} et E sont des sev du K-ev E.
— Si F est un sev de ’'ev F et si G est un sev de F' alors G est un sev de E, on dit qu’il y a transitivité
de la notion de sev.
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Proposition 4.3.2 Soient E un K-ev et (F;);cr une famille de sev de E alors ﬂ F; est un sev de E.
i€l

Preuve : Notons F' = mFl
el
~ F #0; en effet, 0 € F puisque Vi € I, 0 € F}.
— Soit (z,y) € F2. OnaVicl,z€ Fjety€ FydoncViel,z+yc F,donx+ycF.
— Soit (\,z) e K x F.OnaViel, x € F;doncViel, \x € F; doa \x € F. ]

Proposition 4.3.3 Soient £ un K-ev, Fi, F> deux sev de E. On note
Fy + Fy = {{L‘ S E,E(xl,:m) e F x Fy,x =x +.’L‘2} = {$1 + x2, (1’1,.%'2) e Fy x Fg}

la somme de Fy et Fy alors F1 + Fy est un sev de E.

Preuve : Montrons que F| 4+ F5 est un sev de FE :
— F1+Fg7é@car0:0+O€F1+F2.
— Soit (z,y) € (F1 + F»)2. 1l existe (z1,22) € Fi x Fy, (y1,92) € F1 x Iy tels que : = 21 + a9 et
y=vy1+y2 Onaalors x +y = (x1 +22) + (y1 + v2) = (x1 + 1) + (x2 + y2) € F1 + Fo.
— Soit (A, z) € K x (F1+F5). Il existe (z1,22) € F1 X F5 tel que x = x1+22. On a alors Ax = A(z1+x2) =
AT1 + Azo € F1 + Fh. ]

Proposition 4.3.4 Soit E un K-ev. On a pour tous sev Fy, Fy, F5 de E :

Fi+F=FK+F FiNFkF=FKRNK
Fi C Fi+ F FiCFiNF
Fi CFy & Fi+F, CFj FiCFy; ©F3sCFNFE
F>, C F3 F> C F3
Fi CFy= I+ F3C Fy+ F FirCcF=FRNF;CFNF;
P+ =n FINF =F
Fl—l—{O}:Fl Flﬁ{O}:Fl
P+ E=F FiFNE=F
(F1+F2)—|—F3:F1+(F2—|—F3) (FlﬂFg)ﬂngFlﬂ(FgﬂFg)

Preuve : les démonstrations sont presque immeédiates. Par exemple, pour démontrer qu Fy; C F} + Fb, on
remarquera que Vx € FY, on peut écrire x =x +0ou z € Fy et 0 € F, donc x € Fy + F5. [ ]

Exercice 72| Parmi les espaces suivants, quels sont ceux qui sont des espaces vectoriels ?

1. A:{( Z > eRQ,aer:l}
a
2. B= b | €R%2a—5b+c=0,b+c=0
C
a
3. C = ZC) eERYa+c—2d=-1,2a—b+3c=0
d
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4, D:{(Z)eRz,a2+b:0}

Correction : On utilisera la caractérisation des sev d’un ev.

1. L’ensemble A est inclus dans R? qui est un ev mais il ne contient pas 0 (I’élément nul de R?) car
0+ 0= 1 donc A n’est pas un ev.

2. B est inclus dans R? qui est un ev. B n’est pas vide car il contient 0 (I’élément nul de R?), en effet,
2x0—5x0+0 = 0et 0+0 = 0. Qu’en est-il de la stabilité par combinaison linéaire ? Soient X = (z,y, 2)
et X' = (2/,9/,2') deux éléments de B ainsi que deux réels A et p. Montrons que AX + X’ € B soit

2r—-5y+z = 0
y+z = 0 200z 4+ pa’) = 5Az+ py') + Nz +p2’) = 0
20 =5y +2 = 0 :>{ Az +py)+Ne+pz’) = 0
y+72 =0

Pour cela, on développe puis on regroupe les termes en A et les termes en g : on a

2\x 4+ pa’) = 5(Ay + py') + Az +p2’) = A2z —5y+2)+pu2e =5y +2)=Ax04+pux0=0
Ay +py)+ Az +pz) = My+2)+uy +2)=Ax0+px0=0

ce qui montre que C est stable par combinaison linéaire. Par conséquent, I’ensemble B est un ev.

3. C est inclus dans R* qui est un ev mais il ne contient pas 0 (I’élément nul de R*) car 0+0—2x 0 # —1
donc C n’est pas un ev.

4. D est inclus dans R? qui est un ev. D n’est pas vide car il contient 0 (0> + 0 = 0).
Si D est un ev, D est stable par combinaison linéaire. Considérons le vecteur X = (1,—1) € D, on a
2X = (2,-2) ¢ D car 22 + (—=2) = 2 # 0 donc D n’est pas un ev.

Déterminer lesquels des ensembles Ey, E2, E3 et Ey sont des sev de R3.

1. By ={(z,9,2) eR} o +y—z2=a+y+2=0},

(
2. By = {(z,y,2) € R3 22 — 22 = 0},
3. E3 = {(377,%2) S Rgaexey = 0}7
4. E4 - {(xayvz) € R37Z($2 + y2) = 0}

Correction :
1. E; est un sev de R3. En effet :
(a) (0,0,0) € Fj.

(b) Soient (z,y,z) et (2/,y,2") deux éléments de Ey. On adonc 2 +y — 2 =z +y+2 = 0 et
¥4y -2 =24y +2 =0.Donc (z+2")+(y+y)—(z+2)=(x+2)+y+vy)+(2+2) =0
et (z,y,2) + (2., 2) = ((z +2'), (y + ), (2 + &) € En.

(c) Soient A € R et (x,y,2z) € Ep. Alors la relation z +y — 2z =  + y + z = 0 implique que
A+ Ay — Az = Ax + Ay + Az = 0 donc que A(z,y, 2) = (Ax, Ay, A\z) € Fj.

2. By = {(v,y,2) € R} 22 — 22 = 0} clest-a-dire By = {(x,y,2) € R}, 2 = 2z ou z = —z}. Donc (1,0, 1)
et (1,0,1) appartiennent & E9 mais (1,0,—1) + (1,0,1) = (2,0,0) n’appartient pas & Eo qui n’est en
conséquence pas un sev de R3.

3. (0,0,0) ¢ E3 donc E3 n’est pas un sev de R3.

4. Les vecteurs (1,0,0) et (1,0,0) appartiennent a F4 mais leur somme (1,0,0) + (0,0,1) = (1,0,1) ne
lui appartient pas donc Ej n’est pas un sev de R3.
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(non corrigé) Soit E l'ensemble des applications f : R — R telles qu'il existe A € R} et
g,h : R — R croissantes telles que : Vz € R, (|z| > A= f(z) = g(z) — h(x)).

Montrer que E est un R-ev pour les lois usuelles.

Exercice 75| Déterminer parmi les ensembles suivants ceux qui sont des sev :

1. By ={(z,y,2) ER3 2 +y+a=0et z+3az =0},
2. By ={f € F(R,R), f(1) = 0},
3. B3 ={f € F(R,R), f(0) = 1},
4. By ={P e R,[X], P' = 3},
5. Bs = {(z,y) € R:, 2z +ay +1 >0}
Correction :

1. Ej n’est pas un sev si a # 0 car alors, 0 ¢ F4. Par contre, si a = 0, E} est bien un ev car dans ce cas,
I'intersection des sev {(z,y,2) € R}, z +y =0} et {(z,y,2) € R}, 2 =0}.

Es est un sev de F(R,R).
FE3 n’est pas un ev car la fonction nulle n’appartient pas a Ej3.

FE, n’est pas un ev car le polynéme nul n’appartient pas a Ej.

ARl B

E5 n’est pas un ev, en fait ce n’est méme pas un sous-groupe de (R?, +) car (2,0) € E5 mais —(2,0) =
(—2,0) ¢ Es.

Soit E un ev (sur R ou C).

1. Soient F' et GG deux sev de E. Montrer que
FUGestunsevde FE< F CGouGCF.
2. Soient H un troisiéme sev de F. Prouver que
GCF=FN(G+H)=G+(FNH).

Correction :
1. (a) Sens «=. Si F' C G alors F UG = G donc F' UG est un sev. De méme si G C F.

(b) Sens =. On suppose que F'U G est un sev. Par ’absurde supposons que F' n’est pas inclus dans
G et que G n’est pas inclus dans F. Alors il existe z € F\G et y € G\F. Mais alors z € F UG,
ye FUGdoncx+y € FUG (car FUG est un sev). Comme z+y € FUG alors ¢ +y € F ou
r+yed.
~ Siz+ye€ F alors, comme z € F, (x+y) + (—z) € F donc y € F ce qui est absurde.

- Siz+y e G alors, comme y € G, (r+y) + (—y) € G donc x € G ce qui est absurde.
Dans les deux cas on obtient une contradiction donc F' est inclus dans G ou G est inclus dans F.

2. Supposons G C F.

— Inclusion D. Soit x € G+ (FNH). Alors il existe a € G, b € FNH tels que x = a+b. Comme G C F
alorsa € F',deplusb e Fdoncx=a+be F. Dautre part a € G, b€ H doncx =a+be G+ H.
Doncz € FnN(G+ H).

— Inclusion C. Soit z € FFN (G + H). Alors il existe a € G, b € H tels que x = a + b. Maintenant
b=x—aavecr€ Fetac GC Fdoncbe Fetbe FNH.Doncxz=a+be G+ (FNH).

Définition 4.3.2 Soient E un K-ev, Fi, Fs deuz sev de E. On dit que Fy et F> sont en somme directe si
et seulement si Fy N Fy = {0}.
Lorsque Fy et F5 sont deux sev en somme directe, on note F'y @ Fy au lieu de Fy + F5.
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Exemple 4.3.2 Pour K =R, E = R3, les sev [} = R x {0} x {0} et I, = {0} x R x {0} sont en somme
directe.

Proposition 4.3.5 Pour que deux sev F1 et Fy d’un K-ev soient en somme directe, il faut et il suffit que
tout élément de F1 + Fy se décompose d’une fagon unique en somme d’un élément de Fy et d’un élément de
.

Preuve :

1. Supposons que F} et F5 soient en somme directe, et soit x € F| + Fb.
— Par définition de Fy 4+ F3, il existe (z1,z2) € F1 x Fy tel que © = 21 + x2.
— Soient (z1,22) € F1 X Fy, (y1,y2) € F1 X Fy tels que z = x1 + x2 = y1 + 2.
Alors 1 — y1 = z2 — y2. Comme (x1 —y1 € Fi,29 —y2 € Fy, F1 N Fy, = {0}), on en déduit que
x1—Yy1 = x2—yo = 0 donc x1 = y1 et xo = yo. Ainsi, x se décompose d’une facon unique sur F} et Fs.

2. Réciproquement, supposons que tout élément de F; + F5 se décompose de facon unique sur I et Fs.
Soit x € F1 N Fy, on dispose de deux décompositions de 0 sur Fj et F5 : 0=0+0et 0 = 2+ (—z) d’on
x =0. Ainsi F1 N Fy = {0} et F} et F5 sont en somme directe. ]

Définition 4.3.3 Deux sev Fy et F5 d’'un K-ev sont dits supplémentaires dans E si et seulement si
FiNnF,={0} et 1+ F,=F.

Exemple 4.3.3
~ Soient K =R, E =R? F; =R x {0} et Fy = {0} x R. F} et Fy sont deux sev supplémentaires dans
E.
— Soient K = Ret £ = R®, Fy (respectivement Fb) est 'ensemble des applications paires (respectivement
impaires) de R dans R. Fj et F, sont deux sev de E supplémentaires dans E. En effet :
. si f € F1 N F, alors f est paire et impaire donc Vz € R, f(z) = —f(x) d’ou f =0,
. tout f de I se décompose en f =g+ h ou g € F} et h € F; sont définies par

Vi € R, gla) = 3(/(2) + (=) et hx) = 5((2) = (~))

Remarque 4.3.2

1. Un sev F de E peut admettre plusieurs supplémentaires dans E. Par exemple, si K = R et £ = R?, le
sev F' =R x {0} de E admet une infinité de supplémentaires dans E, qui sont tous les Rz, z € E — F..

2. On montrera plus loin que si E est de dimension finie, alors tout sev de E admet au moins un supplé-
mentaire dans F.

Soit A € R[X] un polynéme non nul et F' = {P € R[X]; A divise P}. Montrer que F' est un

sous-espace vectoriel de R[X] et trouver un supplémentaire a F.

Correction : Remarquons que F' = {AQ;Q € R[X]}, ce qui permet facilement de prouver que F est un
sous-espace vectoriel de R[X]. D’autre part, prenons maintenant B € R[X]. D’aprés la division euclidienne,
il s’écrit de fagon unique sous la forme B = AQ + R, ou @ € R[X] et R € Rz_1[X], ou d est le degré de B,
c’est-a-dire de fagon unique comme la somme d'un élément de F' et d’un élément de Ry_1[X]. Ceci signifie
exactement que F' et Ry_1[X] sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R[X].

Soit E l'espace vectoriel des fonctions de R dans R.

1. Soit @ € R. On désigne par F' le sous-espace des fonctions constantes et par G, le sous-espace des
fonctions qui s’annulent en a. Montrer que F' et GG, sont supplémentaires dans E.
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2. Plus généralement, soient ag, . ..,ayn des éléments distincts de Ret G = {f € E; f(ag) = ... = f(an) =
0}. Trouver un supplémentaire a G.

Correction :

1. On remarque d’abord que F'NG, = {0} (une fonction constante qui s’annule en un point est forcément
identiquement nulle). Ensuite, prenons h € E, on doit prouver que h se décompose sous la forme
h =g+ C, ou C est une constante et g(a) = 0. Admettons que ce soit le cas. Alors, nécessairement,
h(a) = C et g(x) = h(z) —C = h(z) —h(a). On pose donc C = f(a) et g(x) = h(z) —h(a). Clairement,
h =g+ C et g(a) =0 ce qui prouve que g € Gj,.

2. On va prouver que G et Ry[X] sont en somme directe. Pour cela, il suffit de prouver que toute fonction
h € E se décompose uniquement sous la forme h = g + P, avec g € G et P € Ry[X].
Unicité. Si h = g + P, alors, pour tout ¢ € {1,...,N}, on a P(a;) = h(a;). Or, par la théorie
des polynomes interpolateurs de Lagrange (par exemple), on sait qu’il existe un unique polynome
P € Ry[X] qui vérifie cette propriété. D’ou I'unicité de P et par suite celle de g puisque g = h — P.
Existence. Considérons P 1'unique polynome de Ry [X] tel que P(a;) = h(a;) pour tout i € {1,..., N}
(un tel polynoéme existe). De plus, on pose g = h — P. Alors g(a;) = P(a;) — h(a;) = 0 et donc g € G,
et bien str h = g+ P.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E tels que F + G = E.
Soit F’ un supplémentaire de F' NG dans F. Montrer que F' & G = E.

Correction : Prouvons d’abord que F’ et G sont en somme directe, ¢’est-a-dire que F' NG = {0}. Prenons
x € GNF'. Alors, puisque F NG et F' sont en somme directe, et que x € F NG (x est dans G et dans
F’ C F), on en déduit x = 0. D’autre part, il faut montrer que F'+G = E. Soit z € E. On sait que z = f+g,
avec f € F et g € G (car F + G = E). D’autre part, on peut décomposer f en ¢ + f', avec ¢ € FNG et
/' € F'. Ainsi, on obtient z =¢'+ f'+g=f'+(9+¢) avec f' € Flet g+¢ € G: F'+ G = E ce qui
acheéve la preuve que F’ et G sont supplémentaires.

Soit E = A'(R,R) et F = {f € E/f(0) = f'(0) = 0}. Montrer que F est un sev de F
et déterminer un supplémentaire de F' dans E.
Correction : Les fonctions de F qui ne sont pas dans F sont les fonctions h qui vérifient 2(0) # 0 ou h'(0) # 0.
Par exemple les fonctions constantes x +— b, (b € R), ou les homothéties x — ax, (a € R) n’appartiennent
pas a F'. Posons

G = {x~ azx +b,(a,b) € R?}.

Montrons que G est un supplémentaire de F' dans E. Soit f € F NG alors f(z) = ax + b (car f € G) et
f(0)=bet f/(0) =a. Mais f € F donc f(0) =0 soit b=0et f/(0) =0 c’est-a-dire a = 0. Maintenant f est
la fonction nulle : FF'N G = {0}. Soit h € FE, on remarque que pour f(z) = h(z) — h(0) — h’(0)x la fonction
f verifie f(0) =0 et f/(0) =0 donc f € F. Si on écrit I’égalité differemment, on obtient

h(z) = f(x) + h(0) + h'(0)x.

On pose g(z) = h(0) + A'(0)z alors la fonction g € G et h = f + g. Cela prouve que toute fonction de F
s’écrit comme somme d’une fonction de F' et d’une fonction de G : E = F'+ G. Conclusion, on a montré que
E=Fa&d.

Définition 4.3.4 Soit A une K-algébre, de 3™ loi notée x, B € P(A). On dit que B est une sous-algébre
de A si et seulement si :

B est un sev du KevA
V(x,y) € B?, xxy € B

Autrement dit, une partie B d’une algébre A est une sous-algébre de A si et seulement si
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4.4

4.4.1
1.

B #10,

V(x,y) € B?, x+y € B,

V(A z) € K x B, \x € B,
V(x,y) € B?, x%y € B.

Dépendance et indépendance linéaires

Familles liées, familles libres

Combinaisons linéaires

Définition 4.4.1 Soient E un K-ev, n € N*, (z1,...,2,) € E". On appelle combinaison linéaire
de x1,...,x, tout élément x de E tel qu’il existe (A1,..., ) € K™ tel que

n
T=MNx1+...+\xpn :Z)\sz
=1

Plus généralement, si (;);er est une famille (éventuellement infinie) d’éléments d’'un K-ev E, on appelle
combinaison linéaire de la famille (z;);es tout élément x de E tel qu’il existe une partie finie J de I et

une famille (\;);cs d’éléments de K telles que x = Z \ix;. Par convention Z z; = 0.
ied €0

Proposition 4.4.1 Soient E un K-ev, F € P(E). Pour que F soit un sev de E, il faut et il suffit que
F' soit non vide et que F' soit stable par combinaison linéaire, ¢’est-a-dire :

Y\ p) € K%, Y(x,y) € F2, \e + uy € F.

Preuve :

(a) Si F est un sev de E alors F # ) et, pour tous (A, ) de K2 et (z,y) de F2, Az et uy sont dans
F, puis Az + py € F.

(b) Réciproquement, supposons que F # () et V(\, u) € F2, Az 4 py € F. En choisissant p = 0 puis
A= =1, on conclut que F est un sev de F. [ |

Remarque 4.4.1 Pour qu’une partie F' d’un ev F soit un sev de FE, il faut et il suffit que :

F#0
VA€ K,¥(z,y) € F?, A\ +y € F.

. Familles liées, familles libres

Définition 4.4.2 Soient E un K-ev, n € N*, (z1,...,z,) € E™.

(a) On dit que la famille finie (z1,...,xy,) est liée si et seulement si :
n
AL, An) € K™= {(0,...,00}, > Ny = 0.
i=1
(b) On dit que la famille (z1,...,xy,) est libre si et seulement si elle n’est pas liée ¢’est-a-dire :
n
YA, ... ) € K™, (ZAm =0=(Vie{l,...,n},\ = 0)).
i=1
Plus généralement soit (z;);e; une famille éventuellement infinie d’éléments de E.

(a) On dit que (z;)ier est liée si et seulement s'il existe une sous-famille de (z;)icr qui soit liée,
c’est-a-dire si et seulement si’il existe une partie finie J de I telle que (z;);ecs soit liée.
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(b) On dit que (z;);er est libre si et seulement si elle n’est pas liée, c’est-a-dire si et seulement si toute
sous-famille finie de (z;);cr est libre.

Pour rappeler le corps K utilisé, on utilise parfois 'expression K-libre (respectivement K-li¢) au lieu
de libre (respectivement lié).

Remarque 4.4.2
(a) Deux vecteurs x,y € E — {0} sont colinéaires si et seulement si (x,y) est lié, c’est-a-dire si et
seulement §’il existe A € K tel que y = Ax.
(b) Pour qu’une famille (z) & un seul élément soit liée, il faut et il suffit que : x = 0.
(¢) Pour tout x de E, la famille (x, z) est liée puisque 1z + (—1)x = 0 avec (1,—1) # (0,0).

(d) Si une famille (z;);e; d’éléments de E est liée, alors toute sur-famille de (z;);er (c’est-a-dire
toute famille éléments de E dont (z;);er est une sous-famille) est liée. Par exemple, toute famille
contenant 0 est liée.

(e) Si une famille (z;);er d’éléments de E est libre, alors toute sous-famille de (x;);cr est libre.

(f) Si une famille (x;);e;r d’éléments de E est libre, alors les x; (i € I) sont deux a deux distincts. En
effet, soit (i,5) € I? tel que i # j. D’aprés le point précédent, la famille (2, ;) & deux éléments
est libre donc z; # ;.

(g) La liaison ou la liberté d’une famille (x;);c; ne dépend pas de 'ordre des éléments x;. Autrement
dit, si o : I — I est une permutation de I, la famille (z4(;))ics est liée (respectivement libre) si et
seulement si la famille (z;);er est liée (respectivement libre).

La derniére remarque permet la définition suivante :

Définition 4.4.3 Une partie A de E est libre si et seulement si la famille (x)zca est libre.
Exemple 4.4.1

(a) E=R3 n=2 z;=(1,0,1), 23 = (2,1,—1). La famille (z1, x2) est libre.
b) E=R3 n=3 21 = (1,1), 20 = (2,1), 23 = (—1,0). La famille (z1,x2,23) est libre puisque
Tl — Ty — X9 = 0.

(c) E=RRetpoura €R, fo:R — R | lafamille (f4)acr est libre.
x = e

Soit « € Ret fo, : R — R . Montrer que la famille (fq)acr est

1 siz=aq,
xr

0 sinon
libre.
Correction : A partir de la famille (fa)aer on considére une combinaison linéaire (qui ne correspond
qu’a un nombre fini de termes). Soient oy, ...,y des réels distincts, on considére la famille (finie) :

n
(fa)i=1,..n- Supposons qu’il existe des réels Ai,..., A, tels que Z)‘ifozi = 0. Cela siginfie que, quel
i=1

n
que soit x € R, Z Ai fa; () = 0. En particulier, pour = «, I'égalité devient A\; = 0 car fq, (o) vaut
i=1
0sii=jetlsii=j En appliquant le raisonnement ci-dessus pour j = 1 jusque j = n on obtient
Aj=0,7=1,...,n. Donc la famille (fo)q est une famille libre.
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4.4.2 Sous-espace engendré par une partie

Définition 4.4.4 Soient E un K-ev, A € P(E). On appelle sev engendré par A, et on note Vect(A),
lintersection de tous les sev de E contenant A :

Vect(A) = ﬂ F.
FeV(E)
FDA

Proposition 4.4.2 Soient E un K-ev, A € P(E).
1. Vect(A) est le plus petit sev (au sens de linclusion) de E contenant A.

2. - Si A#0, alors Vect(A) est l'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A.

- Vect(0) = {0}.

Preuve :

1. — D’apres la proposition (4.3.2), Vect(A) est un sev de E en tant qu’intersection de sev de E.
— Par la défintion de Vect(A) on a A C Vect(A).
— Soit F un sev de F contenant A, et il est inclus dans tout sev de E contenant A.

2. Le singleton {0} est a I’évidence le plus petit sev contenant (.
Supposons que A # () et notons C I’ensemble des combinaisons linéaires d’élements de A :

n
C= {x € E,3neN"3(ay,...,an) € A% IN,..., \) € K", = inai}.
i=1
Montrons que C' est le plus petit sev de F¥ contenant A.
(a) Tl est clair que C' # ().

n
Soit (x,y) € C?. Tl existe n € N*, (ay,...,a,) € A", (A1,...,\n) € K" tels que Z)‘iai et p € N*,
i=1
{ ar sil<k<n

P
p p = 05 =
(bi,...,bp) € AP, (p1, ..., pp) € KP telsquey Z,ujbj.Ennotantck b, sintl<k<n-+p

j=1
VkEe{l,...,n+p}, cr € A
ot o — A sil<k<n on a n P n+p donc
k= Piepm sSin+1<k<n+p’ :E‘i‘y:Z)\iai‘i‘Zﬂjbj:ZVka
i=1 j=1 k=1

x4y € C. On montre de méme VA € K, Ve € C, Ax € C. Ainsi C est un sev de E_

(b) Comme tout élément de A est combinaison linéaire d’éléments de A (il suffit d’écrire a = la), C
contient A.

(¢) Soient G un sev de E contenant A et x € C. Il existe n € N*, (ay,...,a,) € A", (A1,...,\p) € K"

n
tels que z = Z Aia;. Comme G contient A et que G est un sev, on déduit = € G, ce qui montre

=1
C Cad@G.

Ceci établit que C est le plus petit sev de E contenant A, et finalement C' = Vect(A). [ |

En particulier, le sev engendré par un singleton {x} (on x € E) est Kz, c’est-a-dire {Az, A € K}.

Définition 4.4.5 Soient E un K-ev, (z;)icr une famille d’éléments de E. On appelle sev engendré par
(zi)ier et on note Vect((x;)icr) le sev engendré par la partie {x;;i € I} de E.
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n
En particulier, le sev de F engendré par une famille finie non vide (x1, ..., z,) d’éléments de E est {Z iy (AL, oy Ay

i=1
c’est-a-dire I’ensemble des combinaisons linéaires de x1, ..., x,.

Proposition 4.4.3 Soient E un K-ev, A,B € P(E). On a :
1. AC B=Vect(A) C Vect(B),
2. A est un sev de E si et seulement si Vect(A) = A,
3. Vect(Vect(A)) = Vect(A),
4. Vect(AU B) = Vect(A) + Vect(B).

Preuve : Les démonstrations de 1., 2. et 3. sont immédiates. Montrons 4.

ACAUB Vect(A) C Vect(AU B)
{ Bc AUB { Vect(B) C Vect(AU B) = Vect(A) + Vect(B) C Vect(AU B).

Réciproquement soit © € Vect(A U B). 1l existe n € N*| (¢1,...,¢n) € (AU B)", (A1,...,A\n) € K" tels
n

que x = Z Aic;. En groupant les termes de A d’une part, ceux de B d’autre part, on en déduit qu’il existe
i=1
a € Vect(A), b € Vect(B) tels que x = a + b. Ceci montre Vect(AU B) C Vect(A) + Vect(B). ]

Soient dans R?* les vecteurs ¢i(1,2,3,4) et é3 = (1,—2,3,—4). Peut-on déterminer z et y
pour que (z,1,y,1) € Vect{eéi, é3} ? Et pour que (x,1,1,y) € Vect{éi,éez}?
Correction :

1. (z,1,y,1) € Vect{er, ea}
< El)‘? 1 € R? (:I:v 1a Y, 1) = )\(17 27 37 4) + ,U(l, _27 37 _4)
S INpeR, (x,1,y,1) = (N 2X, 3N, 4N) + (@, —2u, 3p, —4pu)
g El)‘nu’ € R? (Iv]-ay7 1) = ()‘+/‘Lv2>‘ - 2/"”3)\+3M74A_4M)

1
=3INpeR, 1=2A—p)et 1 =4\ —p) @EI)\,MER/\—uziet A—p=
ce qui est impossible (quels que soient x et y). Donc on ne peut pas trouver de tels = et y.

2. (z,1,1,y) € Vect{er,e2}
e El)‘?/J’ € R? (:L‘?la]-ay) = ()‘+M’2)\ - 2”33)\+3N34>‘ —4,&)
1 1
=3NpeR 1=20—petl=3A+pu) =INpeR A—u= 3 et A+ p = 3 ce qui implique

> =

5 1 1
nécessairement que \ = D et u = 15 et donc (z,y) = <3, 2).

Peut-on déterminer des réels = et y pour que le vecteur v = (—2,x,y,3) appartienne au

sev engendré dans R* par le systéme (e1,es) ot e; = (1,—1,1,2) et e3 = (—1,2,3,1)?
Correction : u € Vect(e,ez) est équivalent & Uexistence de deux réels A\, p tels que v = Aej + pes. Alors
(=2,z,9,3) = A\(1,-1,1,2) + pu(—1,2,3,1) est équivalent a

2 = A-yu A= 1/3
xr = —A+2u w = 7/3
y = A+3u r = 13/3
3 = 2\ 4pu y = 22/3

Le couple qui convient est donc (z,y) = (13/3,22/3).
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4.4.3 Familles génératrices, bases

Définition 4.4.6 Soient E un K-ev, G une famille d’éléments de E. On dit que G est une famille géné-
ratrice de E (ou que G engendre E) si et seulement si Vect(G) = E.

Proposition 4.4.4 Si G = (x1,...,x,) est une famille finie d’éléments d’un K-ev, G engendre E si et
seulement si

Vo€ B, A(A,. . ) €K™z =) Az
i=1

Une partie G d’'un K-ev est dite génératrice de E si et seulement si Vect(G) = E. Ceci revient a ce que la
famille (z)zec des éléments de G engendre E au sens de la définition (4.4.6).

Définition 4.4.7 On dit qu’une famille B d’éléments d’un K-ev est une base de E si et seulement si B est
libre et génératrice de E.

La proposition suivante est immédiate :

Proposition 4.4.5 Une famille finie B = (e1,...,e,) d’éléments d'un K-ev E est une base de E si et
seulement si :

n
Ve e E, Wxy,...,z,) € K", & = Zmiei.
i=1

Si E admet une base finie B = (e1,...,e,), pour tout x de E, les éléments x1,...,x, définis ci-dessus
s’appellent les coordonnées (ou composantes) de v dans (ou sur) la base B. x; s’appelle la i-éme
coordonnée (ou composante) de x dans (ou sur la base B).

1. Montrer que les vecteurs x1 = (0,1,1) ,z2 = (1,0,1) et x3 = (1,1,0) forment une base de R3. Trouver
dans cette base les composantes du vecteur x = (1,1, 1).

2. Donner, dans R3, un exemple de famille libre, qui n’est pas génératrice.
3. Donner, dans R?, un exemple de famille génératrice, mais qui n’est pas libre.
Correction :
1. 11 est tres simple de montrer que la famille (z1,z2,23) est libre et génératrice. Le vecteur x vérifie
T =511 + %:L‘Q + %1‘3. Donc, dans la base (1, z2,z3), les coordonnées de z sont (2, %, ;)
2. Par exemple la famille {(1,0,0), (0,1,0)} est libre dans R? mais pas génératrice.
3. La famille {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} est génératrice dans R? mais pas libre.

Déterminer pour quelles valeurs de ¢t € R les vecteurs (1,0,¢), (1,1,%) et (¢,0,1) forment

une base de R3.

Correction : C’est une base pour ¢t # +1.

4.5 Théorie de la dimension

E désigne dans ce chapitre un K-ev.
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4.5.1 Espaces vectoriels de dimension finie

Proposition 4.5.1 Soient (n,p) € N*2, (z1,...,Tp4p) € E"TP,

F=(x1,....0p), Fl'=(T1,...,%p, Tpi1,-- -, Trp)-

1. Si F' est libre, alors F est libre.

2. Si F est génératrice de E alors F' est génératrice de E.

Preuve :

1. On rappelle (remarque (4.4.2)) que si une famille (z;);e; d’éléments de E est libre alors toute sous-
famille de (x;);cs est libre.

P
2. Soit # € E. Puisque F engendre E, il existe (A1,...,\,) € KP tel que z = ZAle En notant

i=1
n-+p

Apt1 = ... = Aqp =0, on a alors z = Z Xix;. Ceci montre que F’ engendre E. ]
i=1
La proposition précédente se généralise a des familles quelconques (non nécessairement finies) :
1. Si F C F' et si I est libre, alors F est libre.

2. Si F C F' et si F est génératrice de E alors F’ est génératrice de E (ou F' C F’ signifie que F est une
sous-famille de F”.)

Proposition 4.5.2 Soient n € N*, (z1,...,0p41) € E", F = (21,...,2,), F' = (T1,...,%n, Tnt1).
1. Si F est libre et si xyp1 & Vect(F) alors F' est libre.
2. Si F' est génératrice de E et si xp41 € Vect(F) alors F est génératrice de E.

Preuve :
n+1 n
1. Soit (A1,..., Any1) € K™ tel que Z Aix; = 0. Si A\py1 # 0 alors on déduit 2,41 = Z (—)\;Lil)\i) T; €
i=1 . i=1
Vect(F) d’on une contradiction. Donc Ap41 = 0 d’ou Z Aix; = 0 puis Ay = ... = A\, = 0 puisque F
i=1
est libre.
n+1
2. Soit x € E. Puisque F’ est génératrice de E, il existe (A1,..., \pr1) € K™t tel que o = Z)"x’
i=1

n
Comme 41 € Vect(F), il existe (u1,...,pun) € K" tel que 41 = Zum On en déduit x =
i=1

n n
(Z )\ixi) + At 1Tnt1 = Z()\z + Anyipi)x; € Vect(F), ce qui montre que F' est génératrice de E.1
i=1 i=1
La proposition précédente de généralise a des familles quelconques (non nécesairement finies) :

1. Si F est libre et si @ ¢ Vect(F) alors F U {z} est libre.

2. Si FU{z} est génératrice de E et si x € Vect(F) alors F est génératrice de E.

Théoréme 4.5.1 Théoréme de l’échange
Sotent G = (x1,...,2p), L = (y1,...,yr) deuz familles finies d’éléments de E. Si G est génératrice de E et
st L est libre alors
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1. » < p.

2. On peut remplacer d’au moins une fagon r des vecteurs de G par ceux de L pour obtenir une famille
génératrice de F.

Preuve :

P
— Puisque G engendre E. il existe (A11,...,A1p) € KP tel que Z)\Lj:vj. On a (A11,..., 1p) #
j=1
(0,...,0), carsinon y; = 0, ce qui contredit la liberté de L. Quitte & permuter x1, ..., 2y (€t A11,...,A1p),

P
on peut se ramener a A1 # 0. Alors, en notant G = (y1,2,...,2p), on a 1 = )\1_% — Z )\1_&)\17]‘1']‘ €
j=2
Vect(Gy). Puisque G engendre E, (y1,x2,...,%,) engendre E (d’aprés 2. dans la proposition (4.5.1)),
puis, comme z1 € Vect(G1), G engendre E (d’aprés 2. dans la proposition (4.5.2)). On a ainsi remplacé
un des vecteurs de G par y; pour obtenir une famille génératrice G1 = (y1, 22, ..., Zp).
— Soit s € N* tel que s < min(p — 1,7 — 1). Supposons (aprés une éventuelle permutation de z1, ..., xp)

que la famille G = (y1,...,Ys, Ts+1,...,Tp) soit génératrice de E. Il existe (Ast1,541, Ast1p) €
s p

K? tel que ys41 = Z)\s-i—l,jyj + Z As+1,jT5- St (Ast1s41 -+ Ast1p) = (0,...,0) alors ysi1 =
=1 j=st1

S
Z)“S“:jyj’ ce qui contredit la liberté de (y1,...,¥s+1) (donc de L). Quitte a permuter z4i1,...,Zp
j=1
(€t Ag41,541,-- -5 As+1,p) ON peut se ramener & Agy1 441 7# 0. Alors, en notant
GS+1 = (y17 s Ysy Ys+1, Ts2y - - - ’xp)a
la méme argumentation que précédemment montre que Gs4+1 est génératrice de E. On a ainsi remplacé
des vecteurs de G par des vecteurs de L pour obtenir une famille génératrice.

— Supposons que r > p. Avec les notations précedentes, G, = (y1,...,Yyp) est génératrice de E, donc
Yp+1 € Vect(Gp) ce qui contredit la liberté de (y1,...,yp+1) donc de L. Donc r < p et G, =
(Y1y -y Yry Tyg1, ..., Tp) est génératrice de E. [

Définition 4.5.1 Un K-ev E est dit de dimension finie si et seulement si E admet au moins une famille
génératrice finie.

Exemple 4.5.1

1. {0} et K™(n € N*) sont des K-ev de dimension finie.

2. K[X] est un K-ev qui n’est pas de dimension finie car si K[X] admettait une famille génératrice finie
(P,...,P,) alors pour tout P de K[X], on aurait deg(P) < max (deg(P;)) ce qui est impossible.
<i<n

Théoréme 4.5.2 Soit £ un K-ev de dimension finie alors :
1. E admet au moins une base finie.
2. Toutes les bases de E sont finies et ont le méme cardinal.

Le cardinal d’une base de E est appelé la dimension de E et est notée dimi (E) ou plus simplement dim(E).

Preuve :
1. Puisque E est de dimension finie, F admet au moins une famille génératrice G = (z1,...,2p). Si G est
libre alors GG est une base finie de E.

p
Supposons que G soit liée, il existe (A1,...,A,) € KP —{(0,...,0)} tel que Z)‘ixi = 0. Quitte a
i=1
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permuter z1,...,Zp et (A1,...,Ap), on peut se ramener a A\, # 0 d’ou, en notant G1 = (21,...,2p—1)
p—1
onax,= Z )\;1/\2.3;2. € Vect(Gy). D’apreés la proposition (4.5.2), Gy est génératrice de E.
i=1
On réiteére le procédé. Sil existe r € {1,...,p} tel que la famille génératrice G, = (z1,...,Zp—,) soit
libre alors G, est une base de E. Sinon G1 = (z1) est liée et génératrice d’ou E = {0} et () est une base
finie de F.

2. D’aprés 1., F admet au moins une base finie B, notons n le nombre d’é¢léments de B. Soit B’ une
autre base de E. Si B’ est infinie ou finie de cardinal > n alors B’ contient au moins une famille finie
libre L ayant n 4+ 1 éléments. Mais B est génératrice & n éléments et L libre & n 4 1 éléments, ce qui
contredit le résultat 1. du théoréme de 1’échange. Donc B’ est finie de cardinal < n. De méme, B’ étant
libre & n éléments et B’ génératrice, le résultat 1. du théoréme de I’échange montre que n < Card(B’).
Finalement B’ est finie et admet n éléments. [ ]

Remarque 4.5.1

— La preuve précédente établit plus précisément que toute famille génératrice finie d'un K-ev de dimension

finie contient au moins une base.

On dit qu'un sev F d’un ev E est de dimension finie si et seulement si I’ev F' est de dimension finie.

On dit parfois qu'un ev qui n’est pas de dimension finie est de dimension infinie.

— Pour tout ev E de dimension finie, dim(E) =0 < E = {0}.

— La dimension d'un K-ev de dimension finie dépend du corps K. Par exemple, dimc(C?) = 2 mais
dZ"ITLR (C2) = 4.

Soient €;(0,1,-2,1), €3(1,0,2, —1), €3(3,2,2,—1), €1(0,0,1,0) et €(0,0,0,1) des vecteurs

de R*. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Jusitifer les réponses.
1. Vect{ei,és, €3, €1,65} = Vect{(1,1,0,0), (1,1, —4,2)}.
2. (1,1,0,0) € Vect{ei, e} N Vect{és, e3,€4}.
3. dim(Vect{ei,és} N Vect{és, é3,e1}) = 1.
4

. Vect{éi,é3} + Vect{és, e3,¢1} = R* Vect{él, €3} est un sous-espace vectoriel de supplémentaire
Vect{ei, €3, €3} dans R%.
Correction : Faisons d’abord une remarque qui va simplifier les calculs : on a €3 = 261 4+ 3¢3. Donc

Vect{ei,é3, e} = Vect{ei, €3} qui est un espace de dimension 2 puisque €1 et €3 ne sont pas colinéaires. On
a également Vect{€l, é3, 3} = Vect{és, ez}
1. VRAL Vect{(1,1,0,0),(—1,1,4,2)} est inclus dans Vect{éi, é3, €3} car (1,1,0,0) = é1+éz et (—1,1,—4,2) =
—e1 + 3. Comme ils sont de méme dimension, ils sont égaux.
2. VRAIL On a (1,1,0,0) = €1 + é3 donc (1,1,0,0) € Vect{éi,és} or Vect{éi, ez} = Vect{és, é3} C
Vect{és,é3,é1}. Donc (1,1,0,0) € Vect{éi, ez} N Vect{és,é3, €1}
3. FAUX. Toujours d’aprés la méme relation, on a Vect{ei,és} N Vect{ea, ez, éi} = Vect{ei, ez} donc
dim(Vect{éi, e} N Vect{és, é3,é1}) = 2.
4. FAUX. Encore une fois, la relation nous donne Vect{éi,és} + Vect{és,é3,é1} = Vect{ei,és, 1} or 3
vecteurs ne peuvent engendrer R* qui est de dimension 4.

5. VRAL 1l suffit de faire les calculs et montrer que U'intersection des deux sev est {0} et leur somme est
R4

On considére les vecteurs v; = (1,0,0,1) et vy = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0), vs = (0,0,0,1)

et v5 = (0,1,0,1) dans R?.
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1. Vect{vy,va} et Vect{vs} sont-ils supplémentaires dans R*?
2. Méme question pour Vect{vi,vs,vs} et Vect{ve,vs}.
Correction :

1. Non. Ces deux sous-espaces vectoriels ne peuvent engendrer R* car il n’y a pas assez de vecteurs.
Premier type de raisonnement : on montre que Vect{vi,va} + Vect{vs} = Vect{vi,ve,v3} mais 3
vecteurs ne peuvent engendrer I’espace R* de dimension 4. Autre type de raisonnement : on trouve un
vecteur de R* qui n’est pas dans Vect{vy,va} + Vect{vs}, il suffit pour s’en convaincre de faire le calcul
avec (0,0,0,1).

2. Non. Ces deux espaces ne sont pas supplémentaires car il y a trop de vecteurs. Ils engendrent tout mais
I'intersection n’est pas triviale. En effet on remarque assez vite que v5 = v3 +v4 est dans 'intersection.
On peut aussi obtenir ce résultat en résolvant un systeéme.

Théoréme 4.5.3 (théoréme de la base incompléte)
Soient E un K-ev de dimension finie, L = (y1,...,y,) une famille libre dans E.

1. Forme forte :
Soit B = (e1,...,ey,) une base de E. Il y a au moins une fagcon de compléter L par n —r vecteurs de
B pour obtenir une base de E.

2. Forme faible :
Il y a au moins une fagon de compléter L par n — r vecteurs de E pour obtenir une base de E.

Preyve : pour la forme forte, il suffit d’appliquer le théoréme de 1’échange & la famille génératrice B et a la
famille L.
La forme faible se déduit trivialement de la forme forte et de 'existence d’au moins une base finie de £. ®

Proposition 4.5.3 Soient E un K-ev de dimension finie, n = dim(E).
1. Toute famille libre de E est finie et a au plus n éléments.
2. Toute famille de E ayant au moins n + 1 éléments est liée.

3. Toute famille génératrice de E a au moins n éléments.

Preuve : D’apres le théoréme (4.5.2), E admet au moins une base B = (eq,...,ep).

1. Soit L une famille libre dans E. Si L est infinie ou finie de cardinal > n, il y a alors contradiction avec
le résultat 1. du théoréme de I’échange, puisque B est génératrice.

2. se déduit de 1. par contraposition.

3. Soit G une famille génératrice de E£. D’aprés le résultat 1. du théoréme de I’échange, et puisque B est
libre, G a au moins n éléments. [ |

Proposition 4.5.4 Soient E un K-ev de dimension finie, n = dim(E), F est une famille finie d’éléments
de E. Deuzx quelconques des trois propriétés suivantes entrainent la troisiéme :

1. F an éléments.
2. F est libre.
3. F est génératrice de E.

Preuve :
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e Montrons que (1. et 2.)= 3.
Supposons Card(F') = n et F libre. E admet au moins une base B = (eq, ..., e,). D’apres le théoréme
de I’échange, comme B est génératrice et F' est libre, on peut remplacer d’au moins une facon n
vecteurs de B par ceux de F' pour obtenir une famille génératrice. Mais comme B a n éléments, la
famille génératrice obtenue est F'.

e Montrons que (1. et 3.)= 2.
Supposons Card(F) = n et F génératrice. Raisonnons par I’absurde : supposons F' liée. Il existe

(AyoAn) € K™ —{(0,...,0)} tel que Z)‘iwi = 0. Quitte & permuter x1,...,x, (et A\i,...,\,), on
i=1

n—1
peut se ramener & A\, # 0 d’ou z, = — Z A;lAixi € Vect(zy,...,zn—1). D’apres Paffirmation 2. de la

i=1
proposition (4.5.2), (x1,...,2,—1) est génératrice de F, ce qui contredit le point 3. de la proposition
(4.5.3). Ceci prouve que F' est libre.
e Montrons que (2. et 3.)= 1.
Cela résulte simplement du théoréme (4.5.2). ]

Soit F' = R4[X] lespace vectoriel réel des polynomes réels de degré inférieur ou égal a 4.

1. Peut-on compléter la famille (2,1 + X2) en une base de F'? Si oui, donner une telle base.
2. Peut-on compléter la famille ((X + 1)2, (X — 1)2, X) en une base de F ? Si oui, donner une telle base.
Correction :

1. OUL La famille est bien libre (le lemme des degrés nous dit que quand on a une famille finie de
polynomes de degrés 2 a 2 distincts, cette famille est libre). On peut alors compléter en choisissant
des vecteurs dans un systéme générateur, par exemple la base canonique (1, X2, X3, X4). D’aprés le
lemme des degrés, le systéme a 5 vecteurs (2, X, 1+ X2, X3 X*4) est libre, dans F qui est de dimension
5, donc c’est une base.

2. NON. En effet (X +1)? — (X — 1)? = 4X donc la famille ((X + 1)2, (X — 1)2, X) n’est pas libre et ne
peut étre complétée en une base.

Pour E = R dire si les familles de vecteurs suivantes peuvent étre complétées en une
base de E. Si oui, le faire.

1. (u,v,w) avec u=(1,2,—-1,0), v =(0,1,—4,1) et w = (2,5, —6,1);
2. (u,v,w) avec u = (1,0,2,3), v =1(0,1,2,3) et w=(1,2,0,3);
3. (u,v) avecu = (1,—-1,1,-1) et v = (1,1,1,1).

Correction :

1. On remarque que w = 2u + v. La famille (u, v, w) est liée. On ne peut pas la compléter en une base de
E.

2. On va d’abord vérifier que la famille (u,v,w) est libre. Une équation du type au + bv + cw = 0 est
équivalente au systéme

a+c =
b+ 2c
2a + 2b
a+b+c = 0

Il
oo o

La premiére et la derniére équations donnent immeédiatement b = 0, d’ou on tire a = 0 et ¢ = 0. La
famille (u,v,w) est libre. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut la compléter en une base



4.5. THEORIE DE LA DIMENSION 93

de R* & l'aide de vecteurs de n’importe quelle famille génératrice de R*. Ici, il suffit d’un vecteur (la
famille compte déja 3 éléments, et on travaille dans un espace de dimension 4), et on va choisir la
famille génératrice la plus simple, la base canonique notée (eq,...,es). Montrons que (u,v,w,es) est
libre. En effet, si au 4 bv + cw 4 dez = 0, on obtient le systéme

a+c = 0
b+2c+d = 0
2a+2b = 0

a+b+c = 0

Comme précédemment, la premiére et la derniére équations donnent b = 0, d’ott @ = 0 d’apreés la
deuxiéme, puis ¢ = 0 et d = 0. La famille (u, v, w, e3) est donc une famille libre de 4 éléments dans un
espace de dimension 4. C’est une base de R3. Remarquons que le choix de ey n’est pas fait au hasard :
on I’a choisi plutot que e; afin de ne pas perturber la premiére et la derniére équations du systéme, et
donc d’obtenir facilement b = 0.

3. Les vecteurs u et v sont non proportionnels. La famille (u,v) est donc libre et on peut la compléter a
'aide de deux (cette fois) vecteurs de la base canonique. On vérifie d’abord que (u, v, e;) est libre. En
effet, si au + bv 4 ce; = 0, on trouve le systéme

a+b+c =
—a—+b

a+b =
—a+b =

o O O O

De la premiére et la troisiéme équations, on trouve ¢ = 0, d’ou I'on tire facilement a = b = ¢ = 0.
Expliquons maintenant le choix du deuxiéme vecteur pour compléter. La deuxiéme et la quatriéme
équations sont identiques. Elles apportent donc la méme information. Pour obtenir vraiment un systéme
de quatre équations différentes, il suffit de perturber 'une des deux, par exemple la deuxiéme. C’est
pourquoi on va montrer que (u, v, €1, e2) est une famille libre. En effet, si au 4 bv + ce; + deg = 0, alors
on trouve le systeme

a+b+c = 0
—a+b+d = 0
a+b = 0
—a+b = 0

Comme précédemment, on a ¢ = 0, et les deuxiéme et quatriéme équations montrent que d = 0. On
en déduit alors facilement que a = b = ¢ = d = 0. La famille (u,v,e1,e2) est libre. Elle comporte 4
éléments dans un espace de dimension 4 : c’est une base de R*.

4.5.2 Sev d’un ev de dimension finie

Proposition 4.5.5 Soit E un K-ev de dimension finie. Tout sev F' de E est de dimension finie, et dim(F') <
dim(FE).

Preuve Le résultat est évident lorsque F' = {0}.
Supposons F' = {0}. Il existe x1 € F tel que z1 # 0. Notons Ly = (1) qui est libre. Si Ly engendre F' alors
F est de dimension finie et dim(F') = 1. Sinon, il exite zo € F tel que x2 ¢ Vect(Ly). D’apres 2. dans (4.5.2),

la famille Ly = (x1, 22) est libre et on réitére le raisonnement. Soit p € N*, supposons définis z1, ..., z, dans
F tels que L, = (x1,...,xp) soit libre. Si L, engendre F alors F est de dimension finie et dim(F') = p. Sinon
il existe x,41 € F tel que zp11 ¢ Vect(Lyp) et la famille Lyy1 = (z1,...,2p4+1) est libre dans F. En notant
n = dim(E), comme toute famille de F ayant au moins n + 1 éléments est liée, il existe p € {1,...,n} tel

que L, engendre F'. Ainsi F' est de dimension finie et dim(F) < n. ]
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Définition 4.5.2 On appelle droite vectorielle (respectivement plan vectoriel) tout ev ou sev de dimen-
ston 1 (respectivement 2). Une droite vectorielle est engendrée (on dit aussi dirigée) par n’importe lequel de
ses vecteurs 7 0.

Dans un ev de dimension finie n (n > 1), on appelle hyperplan tout sev de dimension n — 1.

Proposition 4.5.6 Soient E un K-ev de dimension finie n = dim(E), F un sev de E, p = dim(F).
1. F admet au moins un supplémentaire dans E.

2. Tout supplémentaire de F' dans E est dimension n — p.

Preuve :
1. D’apreés le théoréme (4.5.2) et la proposition précédente, E admet au moins une base B = (e1,...,ey),
F admet au moins une base C' = (f1,..., fp) et p < n. D’aprés le théoréme de la base incompléte
(forme forte), quitte a permuter dans B et dans C, la famille B’ = (f1,..., fp,eép+1,-..,€,) est une
base de E.
Notons G = Vect(epy1,...,en) et montrons que G est un supplémentaire de F' dans E.

P n
— Soit z € E. 1l existe (A1,...,A\,) € K™ tel que z = Z)‘ifi + Z Nie; Aot z € F + G. Ceci montre

i=1 i=p+1
que F+G=FE.
p n
— Soit x € FNG. Il existe (A1,...,A,) € K" tel que x = Z)‘ixi = Z Aie;. On a alors z =
i=1 i=p+1
Z)\fZ Z Ai)e; = 0 d’on, puisque B’ est libre, A\j = ..., \p = Apt1 = ... = A, = 0 s0it z = 0.

i=p+1
Cem montre que F'N G = {0}. Finalement, G est un supplémentaire de F' dans E.

2. Soit H un supplémentaire de F' dans E. D’aprés la proposition (4.5.5), H est de dimension finie. D’aprés
la proposition (4.5.2), F' (respectivement H) admet au moins une base (f1,..., fp) (respectivement
(hp+1,. .., hg)). Montrons que (fi,..., fp, bpt1,- .., hg) est une base de E.

p

q
~ Soit (Ar,...,Ag) € KT tel que z =Y Aifi+ Z Aihi = 0. AlorsZ)\ fi== Y Xhie FNH =
i=1 i=p+1 i=p+1
{0} donc Z/\fz = 0 et Z ANhi = 0 dot A = ... = Ay = M\pr1 = ... = A, = 0 puisque
i=p+1
(fl,...,fp) et (hp+1, .-, hg) sont libres. Ceci établit que (fi,..., fp, Apt1,- .., hq) est libre.
~ Soit * € E. Puisque E = F + H, il existe (f,h) € F x H tel que x = f + h. Puis il existe
P q

(Moo Ap) € KP et (Apr1,.. Ag) € K9P tels que f =3 Nfieth= >  \h

i=1 i=p+1
P q
On obtient x = Z + Z Aihi ce qui montre que (f1,..., fp, hpt1,...,hy) engendre E. [
i=1  i=p+1

Remarque 4.5.2
E est un K-ev de dimension finie

Si ¢ F,G sont deux sev de F supplémentaires dans F alors BU C est une base de E
B(respectivement C) est une base de F' (respectivement G)

Corollaire 4.5.1 Soient E un K-ev de dimension finie, F' et G deuz sev de E en somme directe. On a alors

dim(F & G) = dim(F) + dim(G).
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Preuve : il suffit d’utiliser la proposition (4.5.6), appliquée & F' & G au lieu de E. ]

Corollaire 4.5.2 Soient E un K-ev de dimension finie, F' et G deux sev de E.

| FCG
Sz{ dim(F) = dim(G) alors F = @G.

Preuve : F' admet au moins un supplémentaire H dans G, et dim(H) = dim(G) —dim(F) = 0, d’on H = {0},
G=F+H=F. u

Soient E et F les sev de R? engendrés respectivement par les vecteurs {(2,3, —1), (1, —1,2)}

et {(3,7,0),(5,0,—7)}. Montrer que E et F' sont égaux.

Correction : Pour que deux ensembles X et Y soient égaux, il faut et il suffit que X C Y et Y C X. Dans le
cas des ev de dimension finie, la situation est un peu plus simple : pour que E = F'il faut et il suffit que F' C F
et dim(E) = dim(F). Appliquons ce critére : E est engendré par deux vecteurs donc dim(E) < 2. Les deux
vecteurs (2,3,—1) et (1, —1,—2) sont linéairement indépendants donc dim(E) > 2 c’est-a-dire dim(E) = 2.
Un raisonnement identique montre que dim(F') = 2. Enfin, les égalités (3,7,0) = 2(2,3,—1) — (1, -1, -2) et
(5,0,—7) = (2,3,—1) + 3(1, —1,—2) montrent que F' C E c’est-a-dire E = F.

Théoréme 4.5.4 Formule de Grassmann (Hermann GRASSMANN 1809-1877) ou formule de la dimension
Soit B un K-ev de dimension finie. On a a pour tous sev F', G de F :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Preuve : D’apreés la proposition (4.5.6), F NG admet au moins un supplémentaire F’ dans F.

1. Montrons que F’ et G sont en somme directe et que F' & G = F + G.
. FCcFdou F'n=(F'NF)NG=FNFNG)={0}.
F+G=(F+FNG)+G=F +((FNG)+G)=F +G.
dim(F + G) = dim(F' & G) = dim(F') + dimG
dim(F) = dim(F' @ (FNG)) =dim(F') + dim(FNG)
tion voulue. [ |

2. D’apres le corollaire (4.5.1), { d’out la rela-

Autour du théoréme des quatre dimensions.

Soient F un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sev de E. Montrer que deux quelconques des
trois propriétées suivantes entrainent la troisieme :

1. FnG ={0};
2. F+G=FE;
3. dim(F) 4+ dim(G) = dim(E).

Correction : Tout repose sur la formule des quatre dimensions dim(F + G) = dim(F)+dim(G) —dim(FNG)
et sur la propriété : si H est un sev de E tel que dim(H) = dim(FE), alors H = E.
— Si 1. et 2. sont vraies, alors dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G) = dim(F) + dim(G) tandis
que E = F + G implique dim(E) = dim(F) + dim(G). 3. est donc vérifié.
— Si 1. et 3. sont vraies, alors dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(E) — 0 = dim(E).
Ainsi, F' + G est un sev de E de méme dimension que £ : F+ G = F.
— Si 2. et 3. sont vraies, alors dim(E) = dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(E) —
dim(F N G). On en déduit que dim(F NG) =0 et donc que F NG = {0}.
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Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, et F', G deux sous-espaces vectoriels de

de méme dimension p < n. Montrer que F' et G ont un supplémentaire commun, c’est-a-dire qu’il existe un
sous-espace H de E tel que F&G H=G® H =E.
Correction : On raisonne par récurrence descendante sur p € {0,...,n—1}. Traitons d’abord le cas p = n—1.
On sait que FUG # E. En effet, si ' = G ce n’est pas le cas, et si F # G, alors on n’ani F C G, ni
G C F (les deux espaces ont méme dimension, une inclusion entrainerait I’égalité), et donc F' U G n’est
pas un espace vectoriel. En particulier, il n’est pas égal & E. On peut choisir a tel que a ¢ F'U G. Alors
Fnvect(a) = {0} et GNwect(a) = {0}. F et vect(a) (respectivement G et vect(a)) sont en somme directe, et
puisque dim(F @ vect(a)) = n (respectivement dim(G @ vect(a)) = n), on a F @ vect(a) = G S vect(a) = E.
vect(a) est le supplémentaire commun recherché. Supposons maintenant le résultat prouvé pour p + 1, et
prouvons-le pour p. Comme précédemment, on peut trouver a ¢ F UG et comme précédemment, F et
vect(a) (respectivement G et vect(a)) sont en somme directe. Posons F1 = F @ vect(a) et G1 = G @ vect(a).
Alors F1 et G; ont méme dimension, égale a p + 1. D’aprés '’hypothése de récurrence, ils possédent un
supplémentaire commun que l'on note Hj. Mais alors, F' et vect(a) @ H; sont en somme directe. En effet,
siz e FNuect(a) ® H,onax=f=MXa+h,avec f € F,\€ K et h € Hi. On en déduit h = f — )\, €
Hy N F; = {0} et donc h = 0. Puisque F Nwect(a) = {0}, on obtient également f = A = 0, et par suite
x = 0. Ainsi, si on pose H = vect(a) € Hy, alors H et F sont en somme directe. De méme, H et G sont en
somme directe, et donc F' et G ont un supplémentaire commun. Ceci achéve la preuve par récurrence.

4.5.3 Produit cartésien d’ev de dimensions finies

Proposition 4.5.7 Soient E, F deur K-ev de dimension finie. Alors E X F' est de dimension finie et :
dim(E x F) = dim(E) + dim(F).

Preuve : D’aprés le théoréme (4.5.2), E et F' admettent des bases finies (e1,...,e,) et (f1,..., fp) respec-
tivement ou n = dim(E) et p = dim(F'). Montrons que B = ((e1,0),...,(en,0),(0, f1),...,(0, fp)) est une
base de E/ x F'.

n p p
1. Soit (A1y. .oy A, fi, - -y fip) € H™ P tel que Z)\i(ei,())—i—z 15(0, fj) = 0. On a alors Z Ai€i, Z,ujfj
i=1 Jj=1 J=1

n p
(0,0) d’oﬁZ)\iei:0etz,ujfj20etdonc, AM=...= Ay =p1 =...=pp =0, puisque (eq,...,ep)
i=1 j=1

et (fi,..., fp) sont libres. Ceci montre que B est libre.
2. Soit (z,y) € E x F. Puisque (ey,...,e,) et (fi,...,fp) engendrent respectivement les sev de E et

n P
F, il existe (A,..., ) € K™ et (pt1,...,1p) € KP tels que Z)‘iei et Zujfj. On a alors (z,y) =
i=1 j=1

n p n p
Z i€, Zujfj = Z Ai(ei, 0) + Z,uj(O, fj). Ceci montre que B engendre E.
=1 7=1 =1 j=1

Ainsi, B est une base de E x F donc E x F est de dimension finie et dim(E X F) = card(B) =n+p =
dim(E) + dim(F). ]

n

Corollaire 4.5.3 Soient n € N*, Ey,..., E, des K-ev de dimension finie. Alors HEz est de dimension
i=1

finie et
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1 =1

=

Preuve : récurrence immédiate & partir de la proposition précédente. ]

En particulier, pour tout n € N*, K™ est un K-ev de dimension finie et dim(K™) = n. La famille
(e1,...,epn) d’éléments de K™ définie par e; = (0,...,0,1,0,...,0) ot le « 1 »est a la i-iéme place, 1 <i<n
est une base de K™ appelée base canonique de K".

4.5.4 Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 4.5.3 Soient E un K-ev, F' une famille finie d’éléments de E. On appelle rang de F', et on note
rg(F) lentier naturel

rg(F) = dim(Vect(F))

Proposition 4.5.8 Pour toutes familles finies F, F' d’éléments de E :
1. FC F'=rg(F)<rg(F'),
2. max(rg(F),rg(F")) <rg(FUF'") <rg(F)+rg(F).

Preuve :
1. FC F'= Vect(F) C Vect(F') = dim(Vect(F)) < dim(Vect(F")).

FCFUF rg(F) <rg(FUF’) , ,
- < < .
2 { e FUF { rg(F') < rg(F U F") = max(rg(F),rg(F")) <rg(FUF')

~rg(FUF") =dim(Vect(FUF'") =dim(Vect(F) + Vect(F')) < dim(Vect(F)) + dim(Vect(F"))
rg(F) + rg(F’), en utilisant 4. de la proposition (4.4.3).

Proposition 4.5.9 Soient E un K-ev, F une famille finie d’éléments de E.
1. Le rang de F est le plus grand cardinal des sous-familles libres de F'.
2. F est libre si et seulement si Card(F) = rg(F).

Preuve :

1. — Puisque F est finie, Vect(F') est de dimension finie. D’aprés la remarque (4.5.1), il existe une sous-
famille B de F' qui soit une base de Vect(F') donc telle que Card(B) = rg(F).
— Soit L une sous-famille libre de F'. D’aprés le point 1. de la proposition (4.5.3), Card(L) < dim(Vect(F)) =
rg(F).
2. — Si F est libre, d’aprés 1., rg(F') = card(F).
— Réciproquement, si card(F') = rg(F), comme F engendre Vect(F'), d’aprés la proposition (4.5.4), F
est une base de Vect(F) et est donc libre. [

Exemple 4.5.2 Soient K =R, E =R3 F = (v;)1<i<4 011 :
v = (1,-1,1), va = (—1,1,—1), v3 = (0,1,1), vs = (1,0,2).

Comme (v1,v3) est libre et que vo = —v; et v4y = v1 +v3, on a rg(F) = 2.
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Chapitre 5

Les applications linéaires

5.1 Introduction

Apres avoir étudié dans le chapitre précédent la structure d’espace vectoriel, on envisage les applica-
tions linéaires, c’est-a-dire les applications linéaires entre espaces vectoriels qui conservent I’addition et la loi
externe. Une attention particuliére sera portée aux applications linéaires entre ev de dimension finie, interve-
nant souvent et pour lesquelles on dispose de résultats remarquables. Les applications linéaires en dimension
finie se traduiront dans le chapitre suivant par des matrices.

5.2 Généralités

5.2.1 Définitions, propriétés, exemples

Définition 5.2.1

1. Soient E,F deur K-ev, une application f : E — F est dite linéaire (ou K-linéaire ou, est un
morphisme de K-ev) si et seulement si :

{ V(z,y) € E*,  fz+y) = f(z)+ f(y)
Ve K,\Vx € E, f(Ax)=\f(x)

On note L(E, F) (ou Lk (E,F)) l'ensemble des applications linéaires de E dans F'.

2. Soient E un K-ev, f : E — E une application. On dit que f est un endomorphisme de E si et
seulement si f est linéaire.
On note L(E) (ou Kg) l’ensemble des endomorphismes de E.

On a donc L(E) = L(E, E).
Remarque 5.2.1 Pour toute fonction f € L(E, F), f(0) =0 car f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0).

Définition 5.2.2

1. Soient E, F deur K-ev, f : E — F une application. On dit que f est un isomorphisme de E sur F
st et seulement si f est linéaire et bijective.

2. Soient E un K-ev, f : E — E une application. On dit que f est un automorphisme de E si et
seulement si f est linéaire et bijective.

On note GL(E) (ou GLK(F)) l'ensemble des automorphismes de l’ev E.

Définition 5.2.3 Soit E un K-ev. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire ¢ de E dans
K. On note E* l’ensemble des formes linéaires sur E ; E* est appelé le dual de E.
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On a donc E* = L(E,K).
Proposition 5.2.1 Soient E et F' deur K-ev, f: E — F une application; f est linéaire si et seulement si
VA€ K V(z,y) € B, f(Ax +y) = Af(2) + f(y).

Preuve :
1. Si f est linéaire alors, pour tout (\,z,y) € K X E x E :

fQz+y) = f(Az) + fy) = Af(2) + f(y).

2. Réciproquement, si la condition précédente est satisfaite, alors :
— en prenant A = 1, on obtient f(z +y) = f(x) + f(y), et donc f(0) =0,
— en prenant y = 0, on obtient f(Ax) = Af(z) et donc f est linéaire. [

Proposition 5.2.2 Soient E, F deur K-ev, f € L(E,F). On a, pour tous n de N*, (A1,...,\,) de K",
(1,...,2y) de E™ :

f (Z )\ifﬁi) = Xif (x).
i1 i=1

Preuve : Récurrence sur n. La propriété est immeédiate pour n = 1; pour n = 2, f(A1x1 + Aawe) = f(Mz1) +
fQRoz2) = A f(z1) + Ao f (22).

Si la propriété est vraie pour un n de N*| alors, pour tous (A1, ..., A\pr1) de K" et (z1,...,2,41) de E"FL:

n+1 n n
f (Z /\imz) =/ (Z Aixi + )\n+1$n+1) =f (Z Aﬁ%‘) + f(An412Zn41) =
i=1 i=1 i=1
n n+1
f (Z )\ixi> + A1 f(@ng1) = Z Aif ().

i=1 i=1

|

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.1 Soient E un K-ev de dimension finie, F' un K-ev, B = (e1,...,e,) une base de E,

n
feLEF), ze€E, (x1,...,2,) les composantes de x dans la base B (c’est-a-dire : © = inei). On a
i=1
alors :

F@) = wif(es).
=1

Exemple 5.2.1

1. Homothéties. Soit F un K-ev. Pour tout a de K, on appelle homothétie (vectorielle) de rapport

a lVapplication hy : E — E . Il est clair que h, € L(E).
r = azr

En particulier : hg =0, h; = Idg.

2. Projecteurs. Soient E un K-ev, F,G deux sev de E supplémentaires dans F (E = F & G). Pour tout
x de E, il existe (2/,2”) € F x G unique tel que x = 2’ + z”. L’application p: E — FE est un

x — 2

endomorphisme de E. En effet, si A € K et (x,y) € E?, il existe (2/,2") € F x G et (y,y") € F x G
telsque x =2’ + 2" et y =9/ +y”, dour :
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Aoty = A +2") + (o +y") = (A ) + (O + )
M+, " +y") e FxG.
et donc p(Ax +y) = A2’ + v = \p(z) + p(y).
L’application p: E — FE est appelée le projecteur sur F' parallélement a G.
z —

Il est clair que Papplication ¢: E — FE est le projecteur sur GG parallélement a F.
z —
On a g =e—p, cest-a-dire Vo € E, q(z) = = — p(x).
3. Symétries. Soient E un K-ev, I, G deux sev de F supplémentaires dans £ : E = F & G. Notons p le
projecteur sur F' parallelement a G. L’application s = 2p — e définie par :
s:EF —- B
x — 2p(x)—=x
est un endomorphisme de F, appelé symétrie par rapport a F parallélement a G.
4. Inclusion canonique. Soient E un K-ev, F' un sev de E. l'inclusion (ou injection canonique)
iF,E F —» FE
A
est linéaire.
5. Projections canoniques. Soient n € N*| Ey, ..., E, des K-ev. Pour chaque i de {1,...,n} , la i-éme
projection canonique
pri:Elx...xEn — Ez
(X1, Tn) — @
est linéaire.
6. Opérateur de dérivation. Soient I un intervalle de R, non vide et non réduit & un point, D!(I,R)
le R-ev des applications de I dans R dérivables sur I. L’application
D:DYI,R) — RI
fo=f
est linéaire.

7. Intégration. Soient (a,b) € R? tel que a < b, CM le R-ev des applications de [a,b] dans R continues
par morceaux. L’application

est linéaire.

Définition 5.2.4

1. Soient A, B deux K-algébres (la Séme loi étant notée multiplicativement) ; une application f : A — B
est appelée morphisme d’algébres si et seulement si :

V(z,y) € A% fla+y)=flz)+ f(y)
Vie K,Vx e A, f(Az) = Af(z)
V(z,y) € A%, flay) = f(2)f(y).
2. Soient A une K-algébre, f : A — A une application. On dit que f est un endomorphisme de
l’algébre A si et seulement si f est un morphisme d’algébres de A dans A.

(non corrigé) Déterminer si les applications f; suivantes (de E; dans F;) sont linéaires :
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fi:(zy) ER? = (22 +y,z —y) € R?,

fo:(z,y,2) €R3 = (zy,x,y) € R3,

f3:(m,y,2) ER3— 2z +y+2,9y—2,2+y) € R,
fi: P € R[X] — P' € R[X],

f5: P € RsX] > P € R3[X],

fi: P € Ro[X] s (P(—1), P(0), P(1)) € RS,
fr:PER[X]— P — (X —2)P' € RIX].

I A T o e

5.2.2 Noyau, Image

Proposition 5.2.3 Soient E, F deuz K-ev, f € L(E, F).
1. Pour tout sev Fy de F, limage réciproque f~(Fy) est un sev de E.
2. Pour tout sev Ey de E, 'tmage directe f(E) est un sev de F'.

Preuve :

1. - f_l(Fl) £0,0€ f_l(Fl) car f(0) =0 € Fy.
~ Soient A € K, (z,y) € (f71(F1))*. On a (f(2), f(y)) € (F1)? dou: f(Az +y) = Mf(2) + f(y) € Fy
et donc Az +y € f~1(F).

2. — f(E1) #0,0€ f(E) car 0= f(0).
— Soient A € K, (2/,y') € (f(E1))?. 1l existe (z,y) € (F1)? tel que 2’ = f(z) et ¥ = f(y). On a alors
A +y = Af(2) + f(y) = f(Az +y) € f(E). u

On rappelle qu'un sev V' d’un ev est dit stable par un endomorphisme f de E si et seulement si f(V) C V.

Définition 5.2.5 Soient E, F deur K-ev, f € L(E,F). On appelle noyau de f, et on note Ker(f), le sev
de E défini par :

Ker(f) = f~'({0}) = {z € E, f(x) = 0}.
On appelle image de f, et on note Im(f), le sev de F défini par :

Im(f) = f(E) ={y € F,3z € E,y = f(z)}.

Proposition 5.2.4 Soient E, F deuz K-ev, f € L(E, F).
1. f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

2. f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Preuve :

1. — Supposons f injective, et soit z € Ker(f). Alors f(x) = 0 = f(0), d’ou puisque f est injective,
x = 0. Ainsi Ker(f) ={0}.
— Réciproquement, supposons Ker(f) = {0} et soit (x,y) € E? tel que f(z) = f(y). Alors f(z —y) =
f(z) — f(y) =0donc x —y € Ker(f) = {0} d’ou z = y. Ceci montre que f est injective.

2. fsurjective & Vye F,dr € B,y = f(z) < f(E)=F < Im(f)=F. ™

Ey et Eo étant deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies d'un espace vectoriel F,
on définit Papplication f : Ey X Es — F par f(x1,22) = x1 + x2.

1. Montrer que f est linéaire.
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2. Déterminer le noyau et 'image de f.
Correction :
1. Evident.
2. Par définition de f et ce qu’est la somme de deux sous-espaces vectoriels, 'images est Im(f) = E1+ Es.

Pour le noyau, Ker(f) = {(x1,z2), f(z1,22) =0} = {(x1,22),21 + z2 = 0} = {(x, —x),x € E1 N Ea}.
De plus, par Papplication x +— (x, —x), Kerf(f) est isomorphe a E1 N Es.

Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fog = go f. Montrer que Ker(f) et
Im(f) sont stables par g.

Correction : Montrons que g(Ker(f)) C Ker(f). Soit y € g(Ker(f)). Il existe z € Ker(f) tel que y = g(z).
Montrons que y € Ker(f) : f(y) = f(g9(z)) = fog(z) = go f(z) = g(0) = 0. On peut suivre un raisonnement
similaire pour l'image.

Donner des exemples d’applications linéaires de R? dans R? vérifiant

L. Ker(f) =Im(f),
2. Ker(f) inclus strictement dans I'm(f),
3. Im(f) inclus strictement dans Ker(f).
Correction :
1. Par exemple, si f(z,y) = (0,) alors Ker(f) =Im(f) ={0} x R={(0,y),y € R}.
2. Par exemple l'identité f(z,y) = (z,y). (Un petit exercice consiste & montrer que les seules applications
possibles sont les applications bijectives.)

3. L’application nulle : f(x,y) = (0,0) (qui est la seule possible).

Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € L(E, F). Soit G un supplémentaire de Ker(f)
dans E. Montrer que G et Im(f) sont isomorphes.

Correction : On définit g : G — Im(f) par g(z) = f(x). Alors :
— g est linéaire : c’est une conséquence directe du fait que f est linéaire.
— g est injective : si z € Ker(g) alors z € G et © € Ker(f). Comme G et Ker(f) sont supplémentaires,
onaz=0.
— g est surjective : prenons y € Im(f). Alors y = f(z) avec x € E. Décomposons z en x = u + v avec
u€ Getve Ker(f). Alors y = f(x) = f(u) + f(v) = f(u) = g(u) avec u € G, ce qui prouve bien que
g est surjective.
Ainsi, g définit un isomorphisme de G sur Im(f).

5.2.3 Applications linéaires et familles de vecteurs

Dans ce chapitre E, F' désignent deux K-ev, f € L(E, F), F = (1, ...,xy) est une famille finie d’éléments
de E.

Proposition 5.2.5 Pour toute f de L(E, F) et toute famille finie F d’éléments de E :
f(Vect(F)) = Vect(f(F)).

Preuve :

1. Soit y € f(Vect(F)). Il existe z € Vect(F) tel que y = f(z), puis il existe (A\;)i<i<n € K" tel que

r = i)\zxz On a alors y = f(x) = f Z)‘ixi = i)\zf(xz) € Vect(f(F)). Ceci montre que
i=1 i=1 i=1
F(Vect(F)) C Vect(f(F)).
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2. L’inclusion réciproque se montre de fagon analogue. [ |

Corollaire 5.2.2 Si f € L(E, F) est surjective et si F engendre E, alors f(F) engendre F.

Prewve : F = f(E) = f(Vect(F)) = Vect(f(F)). ]

Proposition 5.2.6 Soient f € L(E,F) et F une famille d’éléments de E.
1. Si F est liée alors f(F) est lice.
2. Si f(F) est libre alors F est libre.

Preuve :

n
1. Puisque F est liée, il existe (A1,...,A,) € K™ — {(0,...,0)} tel que Z)\ixi = 0. On a alors :
i=1

Z)\zf(xz) =f (Z )\iflfz‘) = f(0) =0, et donc f(F) est lice.
i=1 i=1
2. Se déduit de 1. par contraposition.

Proposition 5.2.7 Soient f € L(E, F), F une famille d’éléments de E. Si f est injective et si F est libre
alors f(F) est libre.

Preuve : Soit (A1,...,\,) € K™ tel que Z Xif(x;) = 0. Alors f (Z )\ixi> = Z)\if(a:i) = 0 d’on, puisque

=1 =1 =1

n
f est injective, Zx\ixi = 0. Enfin, comme F est libre, Vi € {1,...,n}, \; = 0. [
i=1

Proposition 5.2.8 Soient E un K-ev de dimension finie, F un K-ev, f € L(E, F). Les propriétés suivantes
sont deuz a deuzx équivalentes :

1. f est bijective.
2. Pour toute base B de E, f(B) est une base de F.
3. Il existe une base B de E telle que f(B) soit une base de F.

Preuve :

1. = 2. : On suppose f bijective. Soit B une base de E. Puisque f est surjective et BB est génératrice de F,
f(B) est génératrice de F'. Puisque f est injective et B libre, f(B) est libre d’aprés la proposition précédente.
2. = 3. : Cette implication résulte de l'existence d’une base de E (cf théoréme (4.5.2), chapitre 4 - espaces
vectoriels).

3. = 1. : Supposons qu'il existe une base B = (e1,...,e,) de E telle que f(B) = (f(e1),..., f(en)) soit une
base de F'.

— Soit x € Ker(f). Il existe (x1,...,z,) € K™ tel que x = Zaziei. Onaalors0 = f(z) = f (Z xiei> =
i=1

=1

Zwif(ei), donc, puisque f(B) est libre, Vi € {1,...,n}, x; =0 d’on z = 0.

i=1



5.3. OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES 105

~ Soit y € F. Puisque f(B) engendre F, il existe (z1,...,z,) € K" tel que y = Zav,f (e;) d’ou

n
=f (Z :c,-ei> € Im(f). Ceci montre que f est surjective. Finalement, f est bijective. [ |

Soit E un espace vectoriel et f € L(F) tel que, pour tout z € E, la famille (x, f(z)) est
liée. Montrer que f est une homothétie.
Correction : L’hypothése nous dit, que pour tout x non nul, il existe un scalaire A, tel que Ay, = A pour
tout « de E, ou encore que A\, = A, quels que soient x et y non nuls. Si la famille (x,y) est lice, c’est
clair car y = px et pryx = Ay = f(y) = pf(r) = pAzx et on peut simplifier par px # 0. Si la famille
(z, f(z)) est libre, calculons f(x +y). D’une part, f(z+y) = Apty(® +y) = Agty® + Asqyy, et d’autre part,
flz+y) = f(z) + f(y) = Az + A\yy. Puisque la famille (z,y) est libre, toute décomposition d’un vecteur
a l'aide de combinaisons linéaire de ces vecteurs est unique. On obtient donc A, = Ay, = A4y, ce qui est le
résultat voulu.

5.3 Opérations sur les applications linéaires

5.3.1 L’espace vectoriel L(FE, F)
Proposition 5.3.1 L(E, F) est un K-ev pour les lois usuelles.

Preuve : On va montrer que L(E, F) est un sev de F'F.
1. L(E,F) # 0 puisque 'application nulle 0: E — F est a I'évidence linéaire.
z = 0
2. Soient « € K, f,g € L(E,F). On a pour tous A € K et 2,y € E,

(af+g) M +y) = af(dz+y) +g(Az+y)

a((Mf(z) + f(y) + (Ag(z) + 9(y))
Maf(x) +g(z)) + (af(y) +9(y))
= Maf +g)(@)+ (af +9)(y).

Ceci montre que af + g est linéaire donc af + g € L(E, F). [ |

5.3.2 Composition
1. Généralités.
Proposition 5.3.2 Soient E, F,G trois K-ev. On a :
Vfe L(E,F),Vge L(F,G), go feL(E,G).

Prewve : VA € K, V(w,y) € E?, (go f)(Az+y) = g(f(Ax+y)) = g\ (@) + f(y) = Ag(f(x))+9(f ()
Mg o f)(@) + (g0 f)(y).

Proposition 5.3.3 Soient E, F,G trois K-ev. On a :
(a) ¥f1,fo € L(E,F), Vg€ L(F,G), go(fi+ f2) =go fi+go fa (pseudo-distributivité a gauche).
(b) Vf € L(E,F), ¥Yg1,92 € L(F,G), (g1 +g2)o f =g10 f+g20f (pseudo-distributivité a droite).
(c) Vae K, Vf e L(E,F),Vge L(F,G), (ag)o f=go(af) =algo f).

Preuve :
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(a) Vo € E, (go (fi + f2))(x) = g((f1 + f2)(x)) = g(f1(z)) + g(f2(z)) = (g0 f1)(z) + (g0 f2)(z) =
(go fi+go f2)(x).

(b) Vo € E, ((91 + g2) © f)(z) = (91 + g2)(f(x)) = g1 (f(2)) + g2(f(x)) = (910 f)(x) + (920 f)(x) =
(gro f+g20 f)(z).

((ag) o f)(z)
(c) Vz € E, { (go (af))(z) = glaf(x)
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Proposition 5.3.4 Soient E, F deuz K-ev, f € L(E,F). Si f est un isomorphisme de E sur F alors
f~1 est un isomorphisme de F sur E.

Preuve : Supposons que f soit linéaire et bijective et montrons que f~! : F — E qui est déja bijective,
est linéaire. Soient A € K, (z/,y') € F2. On a: f '\’ +¢) = f (Af(F @)+ F(F71(W) =
FHE O @)+ 7)) = AN + 1Y), et done f71 est linéaire. n

Définition 5.3.1 Deux K-ev E et F' sont dits tsomorphes si et seulement s’il existe un isomorphisme
de K-ev de E sur F.

Proposition 5.3.5

(a) Soient E,F deuzr K-ev de dimension finie. Pour que E et F' soient isomorphes, il faut et il suffit
que dim(E) = dim(F).
(b) Soit n € N*. Tout K-ev de dimension finie n est isomorphe a K™.

Preuve :

(a) Supposons que E et F' soient isomorphes, il existe donc un isomorphisme f de E sur F. L'ev E

admet au moins une base B et donc (proposition (5.2.8)), f(B) est une base de F' d’ou dim(F) =
Card(f(B)) = Card(B) = dim(FE).
Réciproquement, supposons dim(E) = dim(F') alors E (respectivement F') admet une base B =
(é1,...,6n) (respectivement C = (e},...,el)), ou n = dim(F) = dim(F) € N. Considérons
fE€L(EF), g€ L(F,E) définies par : Vi € {1,...,n}, (f(e;) = €, et g(e;) = e;). Il est clair que
go f=1Idg et fog=Idr donc f et g sont bijectives, réciproques I'une de 'autre. Ainsi, f est
un isomorphisme de K-ev de E sur F.

(b) Résulte de 1., puisque dim(E) = dim(K") = n. ]

Proposition 5.3.6 (L(E),+,.,0) est une K-algébre associative unitaire.

Preuve :
(a) On a déja vu que (L(E),+,.) est un k-ev (voir début de section).
(b) Laloi o est interne dans £(E), distributive sur + et vérifie la formule : (ag)of = go(af) = a(gof).
) La loi o est associative dans E¥ donc dans £(E).
)

(c

(d) Idg € L(E) et Idg est neutre pour o. [ ]

Remarque 5.3.1 D’aprés la proposition précédente, (L(E), +,0) est un anneau.

2. Endomorphismes nilpotents.

Définition 5.3.2 Un endomorphisme f d’un K-ev est dit nilpotent si et seulement s’il existe p € N*
tel que fP = 0.
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Si f est nilpotent, I'ensemble {k € N*, f¥ = 0} est une partie non vide de N* donc admet un plus petit
élement, noté ici v(f), et appelé indice de nilpotence de f. On a :

~ Vk e N*, (k< v(f) = f* #0), par définition de v(f).

~Vk e N, (k> uv(f) = ff*#0), car fk = fhvDo i) = fh=v(H 60 =0.

3. Projecteurs.
Soit £ un K-ev

(a)

On a vu précédemment que, pour tout couple (F,G) de sev supplémentaires dans E, on appelle

projecteur sur F' parallelement & G D'application linéaire p: E — FE ou (2/,2") € F x G est
r —

tel que x = 2’ + 2.

Avec les notations ci-dessus, ' = 2’ + 0 et (2/,0) € F x G d’on p(z’) = 2/. Autrement dit,

(pop)(z) = p(x).

Déterminons I'm(p) : Avec les notations précédentes, p(z) = o' € F d’ou Im(p) C F. D’autre

part, Vx € F,onaz =z +0et (z,0) € F x G donc x = p(x) € Im(p). Ainsi Im(p) = F.

Déterminons Ker(p) : Pour tout x de G, z = 0+ z et (0,2) € F x G donc p(z) = 0 d’on

G C Ker(p). D’autre part, pour tout  de E, on a, avec les notations précédentes, p(z) = 0 <

¥=0&12 =2"=xeqG, donc Ker(p) C G. Ainsi Ker(p) =G.

Réciproquement, soit p € L(E) tel que pop = p (on dit que p est un idempotent de ’anneau
L(E)). Montrons que I'm(p) et Ker(p) sont deux sev de E supplémentaires dans E et que p est
le projecteur sur Im(p) parallelement & Ker(p).
Soit z € Ker(p) N Im(p). Alors p(x) = 0 et il existe y € E tel que z = p(y) d’ou 0 = p(x) =
p(p(y)) = (pop)(y) = p(y) = x. Ceci montre que Im(p) N Ker(p) = {0}.
p(z) € Im(p)
x —p(x) € Ker(p)
p(z —p(z)) = p(x) — (pop)(x) = 0. Ceci montre que E = I'm(p) + Ker(p).
2 = p(z) + (z — p(2))
Puisque, pour tout z de E, { p(x) € Im(p) , p est le projecteur sur Im(p) parallélement
©— p(x) € Ker(p)

Soit « € E. On dispose de la décomposition x = p(x) + (z — p(x)) et , car

a Ker(p).

Résumons ’étude :

Proposition 5.3.7

(a) Soient F,G deux sev de E supplémentaires dans E, p le projecteur sur F parallélement o G. On

apop=p, Im(p) =F, Ker(p) =G.

(b) Réciproqguement, si p € L(E) est tel que pop = p alors Im(p) et Ker(p) sont deuxr sev supplé-

mentaires dans E, et p est le projecteur sur Im(p) parallélement a Ker(p).

De plus, pour tout x de F,

z =p(x) + (z —p(x)), p(x) € Im(p), x — p(x) € Ker(p).

5.3.3 Le groupe GL(E)

Proposition 5.3.8 Soit E un K-ev. L’ensemble GL(E) des automorphismes de E est un groupe pour o,
appelé groupe linéaire de E.

Preuve :

1. La loi o est interne dans GL(F) car, si f,g: E — E sont linéaires et bijectives, alors g o f est linéaire
et bijective.

2. Idg € GL(F) et Idg est neutre pour o.
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3. La loi o est associative dans E¥ donc dans GL(E).
4. Soit f € GL(E). D’aprés la proposition (5.3.4), f~! est un automorphisme de E, c’est-a-dire f~! €
GL(E). [ ]

Remarque 5.3.2 :
1. Le groupe GL(E) n’est pas commutatif, sauf si E est de dimension finie et dim(E) <1

2. Si E est de dimension finie et dim(E) = 1 alors (GL(E), o) est un groupe isomorphe au groupe (K —
{0},.) par l'isomorphisme de groupes K —{0} — GL(E) ou hs:E — E est 'homothétie
a —  hy T = ax
de rapport a.

3. GL(E) est aussi 'ensemble des éléments inversibles de 'anneau (L(E), +,0).

5.4 Cas de la dimension finie

5.4.1 Le théoréme du rang et ses conséquences

Définition 5.4.1 Soient E, F deuz K-ev de dimension finie, f € L(E, F). On appelle rang de f, et on note
rg(f), Uentier naturel défini par :

rg(f) = dim(Im(f)).
Remarque 5.4.1

1. Im(f) est bien de dimension finie, puisque Im(f) est un sev de F' et que F' est de dimension finie, ou
bien autrement, parce que F est de dimension finie. Plus généralement, soient E, F' deux K-ev (non
nécessairement de dimension finie), f € L(E, F'). On dit que f est de rang fini si et seulement si Im(f)
est de dimension finie, et dans ce cas, on appelle rang de f lentier naturel, noté rg(f), défini par
rg(f) = dim(Im(f)).

2. Si B est une base de E alors, pour toute base f de L(E, F) : rg(f) = dim(f(Vect(B))) = dim(Vect(f(B))) =
rg(f(B)).

3. Pour toute f de L(E, F), rg(f) < min(dim(E),dim(F)). En effet,

— E admet au moins une base B, et on a : rg(f) = rg(f(B)) et Card(f(B)) < dim(E).
= rg(f) =dim(Im(f)) < dim(F).

Théoréme 5.4.1 Soient E, F deuz K-ev, f € L(E,F). On a
rg(f) = dim(E) — dim(Ker(f)).

Preuve : On note p = dim(E), n = dim(F'). Le sev Ker(f) de E admet au moins une base (e, ..., e4) ou
q = dim(Ker(f)) € N. D’apreés le théoréme de la base incompléte, forme faible, on peut compléter (e1, ..., eq)
en une base (e1,...,€q, €441, ..,€p) de E. On va montrer que (f(eqg+1),--., f(ep)) est une base de Im(f).

1. f(eg+1),--., f(ep) sont & I’évidence dans I'm(f).

p p p
2. Soit (Agt1,--,Ap) € KP7% tel que Y Aif(e;) = 0. Alors f | D Nei | = > Aif(e;) = 0 donc
1=q+1 i=q+1 1=q+1

P P q
Z Aie; € Ker(f). 1l existe donc (1, ...,p1y) € K7 tel que Z i€ = Zuiei, d’ou pier + ...+
i=q+1 i=q+1 i=1
Hq€q — Ag+1€g+1 — - .. — Apep = 0. Comme (eq, ..., ep) est libre, on déduit (entre autres) \g41 = ... =
Ap = 0. Ceci montre que (f(eg+1),---, f(ep)) est libre.
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3. Soit y € Im(f). Il existe x € E tel que y = f(x). Puis, comme (ey,...,e,) engendre E, il existe

p p p p
(oa,...,ap) € KP tel que z = Z%’ei- Onay=f(z)=f (Z/\iei> = Z)\if(ei) = Z Aif(es),
i=1 i=1

i=1 i=q+1
puisque f(e1) = ... = f(eq) = 0. Ceci montre que (f(eg+1),...,f(ep)) engendre Im(]z). Comme
(f(eg4+1)s---, f(ep)) est une base de Im(f), on conclut rg(f) = dim(Im(f)) = p — ¢ = dim(E) —
dim(Ker(f)). ]

Remarque 5.4.2

1. La preuve précédente montre aussi que pour tout supplémentaire E; de Ker(f) dans E, lapplication

linéaire E7 — Im(f) est un isomorphisme d’ev. Ainsi, tout supplémentaire de Ker(f) dans F est
z = f(z)
isomorphe a I'm(f).

2. Bien que dim(Ker(f))+ dim(Im(f)) = dim(E), en général Ker(f) et Im(f) ne sont pas supplémen-
taires dans E. En effet, d’abord I'm(f) est un sev de F' et non de E (a priori). Et puis, méme si F' = E,
Ker(f) et Im(f) peuvent ne pas étre supplémentaires dans E, comme le montre I'exemple : K = R,
E=F=R? f:R? — R? | danslequel on a Ker(f)=Im(f)= Vect((1,0)).

(,y) — (y,0)

Proposition 5.4.1 Soient E, F deuz K-ev de dimension finie, f € L(E,F). On a :
1. finjective < rg(f) = dim(E).
2. f surjective < rg(f) = dim(F).

Preuve :
1. En utilisant le théoréme du rang, f injective < Ker(f) = {0} & dim(Ker(f)) =0 < rg(f) = dim(E).
2. f surjective & rg(f) = dim(F). ]

Définition 5.4.2 Un élément f de L(FE) est dit :
— inversible a gauche pour o dans L(E) si et seulement si :
If € L(E), f'o f = Idp
- inversible a droite pour o dans L(E) si et seulement si :
3f" € L(E), fo f' = Idp
~ tnwersible pour o dans L(F) si et seulement si :

Aff e L(E),f'of=fof =Idg.

On rappelle qu’un élément f de L(E) est dit :
— régulier a gauche pour o dans £(FE) si et seulement si :
Y(g,h) € (L(E))?, fog=foh=g=h,
— régulier a droite pour o dans L(F) si et seulement si :
Y(g,h) € (L(E))?, gof=hof=g=h,
— régulier pour o dans L(F) si et seulement si f est régulier & gauche et régulier a droite pour o dans
L(E).

Théoréme 5.4.2 Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E). Les propriétés suivantes sont deuz a
deux équivalentes :

1. f est inversible a gauche pour o dans L(E)
2. f est inversible a droite pour o dans L(E)
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. [ est inversible pour o dans L(E)

. [ est régulier a gauche pour o dans L(FE)
. [ est régulier a droite pour o dans L(E)
. [ est régulier pour o dans L(E)

f est injectif

. [ est surjectif

f est bijectif

© 2 N DY v e

Preuve : 1. = 4. : Supposons f inversible & gauche pour o dans L(FE); il existe [ € L(E) tel que f o f =e.
Alors ¥(g,h) € (L(E))?, fog=foh= f'ofog=fofoh=g=hdonc f est régulier & gauche pour o
dans £(E). On montre de méme 2. = 5. et on en déduit 3. = 6.

4. = 7.: Supposons f régulier & gauche pour o dans £(E). Le sev Ker(f) de ’ev de dimension finie £ admet
au moins un supplémentaire F; dans E. Considérons le projecteur p sur E; parallelement & Ker(f). On a
Ve € B, f(z) = f(p(z) + (z — p(x))) = f(p(z)) + f(z — p(x)) = f(p(x)) puisque = — p(z) € Ker(f). Ainsi,
foe= fopdon, puisque f est réguliere & gauche, e = p et donc E = e(E) = p(E) = Ey, Ker(f) ={0}, f
est injective.

5. = 8. : Supposons f régulier a droite pour o dans L(F). Le sev Im(f) de ’ev de dimension finie E admet
au moins un supplémentaire Fo dans E. Considérons le projecteur g sur I'm(f) parallélement & Fs. On a
Ve € E, f(z) = q(f(z)), puisque f(x) € Im(f). Ainsi eo f = go f d’ou, puisque f est régulier a droite,
e=gqet donc E =e(E)=q(E)=Im(f), f est surjective. Comme 4. = 7. et 5. = 8., on déduit 6. = 9.

7. < 8. : En utilisant le théoréme du rang, on obtient f injective & Ker(f) = {0} & dim(Ker(f)) =0 <
rg(f) = dim(E) < dim(Im(f)) = dim(E) < Im(f) = E < f surjective.

De I'équivalence 7. < 8., on déduit trivialement 7. = 9. et 8. = 9.

9. = 3.:Si f est linéaire et bijective alors f~! est linéaire donc f admet un inverse pour o dans L(E).

3. = 1. et 3. = 2. : évident. Le cycle 1. = 4. = 7. = 9. = 3. = 1. montre que les propriétés 1., 4., 7.,
9. et 3. sont deux a deux équivalentes. De méme, 2., 5., 8., 9., et 3. sont deux a deux équivalentes et 3.,
6., 9. sont deux & deux équivalentes. Finalement, les neuf propriétés envisagées sont deux a deux équivalentes.m

5.4.2 Dimension de L(E, F)
Proposition 5.4.2 Soient E, F deuzr K-ev de dimension finie. Alors, L(E, F) est de dimension finie et :
dim(L(E,F)) = dim(E).dim(F).

Preuve : Notons p = dim(E), n = dim(F), B = (e1,...,ep) une base de E, C = (e],...,e}) une base de

F. Pour chaque (4,7) € {1,...,n} x {1,...,p}, notons ¢;; l'application linéaire de E dans F' définie par
Vk € {1,...,p}, @ij(er) = Opje; ou dy; est le symbole de Kronecker, défini par :

5ol si k=]
T 0 si k#j

Montrons que la famille ¢ = (v45) | <; <, est une base de L(E, F).
1<j<p

1. On a alors pour tout k de {1,...,p} :

0= > Ageile) = D Agwile) = D Nilkei = A,

1<i<n 1<i<n 1<i<n =1
1<j<p 1<j<p 1<j<p

/

Comme (€], ...,€el) est libre, on déduit Vk € {1,...,p}, Vi € {1,...,n}, \ir = 0. Ceci montre que ¢
est libre.
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2. Soit f € L(E,F). Pour chaque j de {1,...,p}, f(e;) se décompose dans la base (€},...,e;,) de F, il

n
existe donc (Aij,...,Ap;) € K™ tel que f(e;) = Z Aije;. On a alors comme dans 1. :
i=1

Vk e {1,...,p} > Nijeig | (er) =D Nineh = flex)
i=1

1<i<n
1<j<p
d'ou f = Z Xij@ij. Ceci montre que ¢ engendre L(E, F'). Finalement ¢ est une base de L(E, F)
1<i<n
1<j<p
et dim(L(E, F)) = Card(¢) = pn = dim(E).dim(F). ]

Soit, u I'application linéaire de R? dans R* définie par
U(xa%z) = (—.T—i-y,LU —Y,—Tr+2z —y+Z>

1. Montrer que u est linéaire.

2. Soient {e1, €2, €3} la base canonique de R3 et {Fy, Fo, F3, F4} la base canonique de R*. Calculer u(ey),
u(e2) et u(es) en fonction de Fi, Fa, F3, et Fy.

3. Ecrire la matrice de u dans les bases canoniques.

4. Montrer que {Fi, Fo,u(e1),u(ez)} est une base de R*.

5. Ecrire la matrice de u dans les bases {e1, €2, €3} et {F1, Fo, u(e1), u(e)}.

Correction :

1. Soient X = (z,y,2), X' = (2/,¢/,2) et A € R. Alors on a u(X + X') = w(x+ 2,y +vy,2+2) =
(—x—2'+y+y,o+2 —y—vy,—ov—-ad+2+72,—y—y+z+2)=((~z+y)+ (-2 +9),(z —
y)+ @ —y),(—x+2)+ (2" +2), (—y+2)+ (¥ +72) =(—z+y,z—y,—x+ 2z —-y+z2)+ (-2’ +
v, =y, -2+ 2 =y + ) = w(X) + u(X).
De méme on a u(AX) = u(Az, Ay, \z) = (= Az + Ay, Az — Ay, — Az + Az, = Ay + A\z2) = AM(—z +y,xz —
Y, —x 4+ z,—y + z) = du(X).
Ainsi u est linéaire. On aurait également pu utiliser la caractérisation des applications linéaires de R?
dans R™ : chaque coordonnée de u(z,y, z) s’écrit comme combinaison linéaire de (z,y, z).

2. On a

— u(er) =u(1,0,0) = (-1,1,-1,0) = —F1 + Fo — F3,
— u(eg) =u(0,1,0) = (1,-1,0,-1) = Fy — Fa — Fu,
— U(Eg) = U(O, 0, 1) = (0, 0,1, 1) = F3+ F4.
-1 1 0
. . . o 1 -1 0
3. On verra dans le chapitre suivant que la matrice recherchée s’écrit 1 0 1
0 -1 1

4. Puisque R?* est de dimension 4 et que la famille considérée a quatre éléments, il suffit de montrer qu’il
s’agit d’une famille libre. C’est particuliérement facile ici car la famille est triangulaire par rapport a
la base canonique de R®. En effet, si on a aFy + bF2 + cu(er) + du(e2) = 0, ceci se traduit par

a—c+d = 0

btec—d =0 Sa=b=c=d=0.
—c = 0
—-d = 0
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5. Il s’agit d’exprimer chaque u(e;) en fonction des vecteurs de la nouvelle base. Pour deux des vecteurs,
c’est tres facile car u(e;) = u(er) et u(ea) = u(ez). Clest plus difficile pour u(ez), qu’il faut exprimer
dans la nouvelle base. Autrement dit, il faut trouver a, b, ¢, d de sorte que aF; +bFa+cu(er) +du(ez) =
(0,0,1,1). Ceci revient a résoudre le systéme

a—c+d = 0 a = 0
b+c—d = 0 o b = 0
—c = 1 c = —1
—-d =1 d = -1
Ainsi, on a u(e3) = —u(e1) — u(ez) et la matrice de w dans les bases {e€1, €2, €3} et {F1, Fa, u(er), u(e2)}
est donc
00 O
00 O
1 0 -1
01 -1

{Exercice 100} Soient {e1, €2, €3} la base canonique de R3, wy = (1,-2,0), wy = (—1,2,0), w3 = (0,0,2) et
u I’endomorphisme de R? défini par la donnée des images des vecteurs de la base :

u(er) = wi, u(€z) = wa, u(es) = ws.

1. (a) Exprimer wy, we, w3 en fonction de €1, €3 et €3. En déduire la matrice de u dans la base canonique.
(b) Soit W = (x,y,2) € R3. Calculer u(W).
2. (a) Trouver une base de Ker(u) et une base de Im(u).

(b) Montrer que R = Ker(u) ® Im(u).

3. Déterminer Ker(u — Id) et Im(u — Id) ot Id désigne 'identité de R®. En déduire que u — Id est un
automorphisme de R3.

Correction :
1. (a) On a w; = € — 2€2, wy = —€1 + 2¢2 et w3 = 2¢e3. On en déduit que la matrice de u est
1 -1 0
-2 2 0
0 0 2
1 -1 0 T -y
(b) On a u(W) = —2 0l |y =|—-2x+2y
2 z 2z

= 0 =0
Le vecteur (—1,1,0) est une base de Ker(u). En utilisant le théoréme du rang, la dimension de
Im(u) VéI‘lﬁe :

2
0
= 0 T = —y
2. (a) OnaW € Ker(u) —2x+2y = 0 &¢ y = y .OnadoncKer(u)=Vect(—1,1,0).
z

dim(R3) = dim(Im(u)) + dim(Ker(u)).

ce qui donne dim(Im(u)) = 2. Une famille génératrice de Im(u) est donnée par (w1, ws,ws). 11
suffit d’en extraire une famille libre & deux éléments. C’est par exemple le cas de (wy,ws). On en
déduit que (wy,w3) est une base de Im(u).

(b) Il suffit de démontrer que la réunion d’une base de Ker(u) et d’une base de Im(u) est une base de
R3. Autrement dit, avec les calculs précédents, il suffit de prouver que la famille ((—1,1,0), w1, w3)
est libre.
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-y y = 0
3. Oncalculeu—Id: (u—Id)(z,y,z) = | -2z +y |.Onadonc (u—Id)(z,y,2) =0 ¢ —2+y = 0 &
z z =0
z = 0
y = 0 .O0n a donc Ker(u — Id) = {0} donc u est injective. Grace au théoréme du rang,
z = 0

on a dim(Im(u — Id)) = 3. Comme Im(u — Id) est un sous-espace vectoriel de R3, on a en fait
Im(u — Id) = R3. u est aussi surjective. C’est donc un automorphisme de R3.

[Exercice 101} On considére I'application linéaire f de R3 dans R* définie par

f(m,y,z):($+Z,y—xaz+y7$+y+2'z)-

1. Calculer les images par f des vecteurs de la base canonique (e, 2, e3) de R3. En déduire une base de
Im(f).

2. Déterminer une base de Ker(f).
3. L’application f est-elle injective ? Surjective ?
Correction :
1. On utilise la définition de f et on a :
fler) = (1,-1,0,1),

f(eQ) = (07 L1, 1)7

f(e?)) = (17 0,1, 2)
On sait que la famille (f(e1), f(e2), f(e3)) est une famille génératrice de Im(f). Or, f(e3) = f(e1)+f(e2)
et donc f(es) est combinaison linéaire de (f(e1), f(ez2)). Ainsi, la famille (f(e1), f(e2)) est déja généra-

trice de Im(f). De plus, elle est libre car les deux vecteurs sont non nuls et ne sont pas proportionnels.
On en déduit que (f(e1), f(e2)) est une base de Im(f).

z+z = 0 y+z = 0
-rz+y = 0 y+z = 0 v
2. Ona (z,y,2) € Ker(f) & Ytz = 0 & ytz = 0 < ¢ y = —z .0On en déduit
z = z
r+y+2z = 0 y+z = 0

que le vecteur (—1,—1,1) engendre Ker(f). Comme il est non nul, c’est une base de Ker(f). En
particulier, on trouve que Ker(f) est de dimension 1, ce que l'on peut aussi obtenir en utilisant le
théoréme du rang.

3. f n’est pas injective, car son noyau n’est pas réduit a {0}. f n’est pas surjective car son image n’est
pas R? tout entier. En effet, la dimension de Im(f) est 2 et non 3.

{Exercice 102} Soit E = R3[X] lespace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou
égal & 3. On définit u application de E dans lui-méme par

w(P)=P+(1—-X)P.

1. Montrer que u est un endomorphisme de FE.
2. Déterminer une base de I'm(u).

3. Déterminer une base de Ker(u).
4.

Montrer que Ker(u) et I'm(u) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de FE.

Correction :
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1. Remarquons d’abord que si P € E, u(P) est bien un polynéme de degré inférieur ou égal a 3, et donc
u envoie bien F dans E. Pour montrer qu’il s’agit d’'un endomorphisme, on doit prouver que u est
linéaire. Mais si P,QQ € Eet A\€ Ron a:
wWP+AQ)=P+AQ)+(1-X)(P+AQ) =P+ 1Q+ (1 -X)(P'+ Q) =
P+(1-X)PP+XQ+ (1-X)Q) =u(P)+u(Q).
u est donc bien linéaire.
2. Puisque (1, X, X2, X?3) est une base de E, on sait que u(1),u(X),u(X?),u(X3) est une famille géné-
ratrice de Im(u). On va donc pouvoir en extraire une base. On a :
u(l) =1, u(X) =1, u(X?) = —X? + 2X, u(X3) = —2X3 + 3X2.
On en déduit que (u(1),u(X?),u(X?3)) est une famille libre (ce sont des polynomes de degrés différents)
et que u(X) s’écrit comme combinaison linéaire de ceux-ci (on a méme u(X) = u(1)). Ainsi, ceci prouve
que (u(1),u(X?),u(X?)) est une base de Im(u).
3. Ecrivons P(X) = aX?3 +bX? + cX +d, et calculons u(P) :
u(P) = —2aX3 + (3a — 2b) X2 + 2bX + c+ d.
On obtient donc
—2a = 0 a = 0
3a—2b = 0 b =0
w(P)=0< B — 0 Y ¢ = ¢
c+d = 0 d = —c
Ainsi, P € Ker(u) < 3¢ € R, P = ¢(X — 1). Une base de Ker(u) est donné par le polynome X — 1.
4. Laréunion des bases de I'm(u) et Ker(u) trouvées précédemment est (1, —X24+2X, —2X3+3X2% X —1).

Ces polyndmes sont tous de degrés différents. Ils forment une base de E. Ceci prouve que I'm(u) et
Ker(u) sont supplémentaires.

{Exercice 103} On note F I'ensemble des applications de R dans R qui s’écrivent sous la forme

Acos—+psin avec A, pu € R.

. Montrer que E est un espace vectoriel. En donner une base et calculer sa dimension.

Montrer que la dérivation des fonctions de la variable réelle définit une application de E dans E. On
note D cette application.

3. Rappeler les résultats permettant d’affirmer que D est un endomorphisme.

4. Donner la matrice de D dans la base trouvée en 1.

5. Montrer que D est un isomorphisme, c’est-a-dire que pour tout vecteur v de F, il existe un unique

7.

vecteur v de E tel que Du = v.

Montrer qu’on peut alors construire un isomorphisme D~! de E tel que, pour tout vecteur u de E on
a D(D7Y(u)) =u et D7Y(D(u)) = u.

Donner la matrice de D~1 dans la base trouvée en 1.

Correction :

1.

Il suffit de remarquer que E est un sous-espace vectoriel de F (R, R), I’espace vectoriel des fonctions de

R dans R. En effet,

— la fonction nulle est élément de £ : 0 = 0. cos +0. sin,

~ si f=Acos+usin et g =N cos+u'sin et a € R, alors af + g = (aA+ N)f + (ap+ p')g est élément
de E.
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On peut aussi tout simplement remarquer que E' = Vect(cos, sin). La famille (cos, sin) est, par définition
de F, une famille génératrice de E. De plus, cette famille est libre. En effet, si Acos+psin = 0, ceci
signifie que pour tout € R, on a Acos(z) + psin(x) = 0. Si on choisit x = 0, on trouve A = 0 et si
on choisit z = /2, on trouve p = 0. La famille (cos,sin) est donc une base de E qui est un espace
vectoriel de dimension 2.

2. Soit f = Acos+psin un élément de E. Utilisant les formules bien connues concernant la dérivation du
sinus et du cosinus, on a Df = f/ = pcos —Asin € E et donc Df € E.

3. On sait que, pour toutes fonctions dérivables f, g et tout réel ¢, (f +g) = f'+4 et (cf) = cf’, ce qui
se réécrit pour les fonctions de E en D(f+g) = Df + Dg et D(cf) = c¢D(f). Autrement dit, D est un
endomorphisme de F.

4. Puisque D(cos) = —sin et D(sin) = cos, la matrice de D dans la base (cos,sin) est donnée par

(o)

5. Puisque D est un endomorphisme de E qui est de dimension finie égale & deux, il suffit de prouver que
D est injectif. Mais si f = Acos+pusin et Df = 0 alors —Asin+pcos = 0 = A = p = 0 puisque la
famille (cos,sin) est libre. On en déduit que D est injective, donc bijective.

6. Soit H 'endomorphisme de E défini par I'image de la base : H(cos) = sin et H(sin) = — cos. Alors
Do H(cos) = D(sin) = cos et Do H(sin) = D(— cos) = sin. Par linéarité, on obtient que Do H = Idg.
De méme, on a H o D = Idg. Ainsi, H = D! est I"isomorphisme réciproque de D.

-1
7. On trouve par le méme raisonnement <(1) 0 )
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Chapitre 6

Les matrices

6.1 Introduction

Etant donné deux K-espaces vectoriels E et F, une base B = (ey, ..., e,) de E, une base C = (fi,..., fn)
de F, une application linéaire f de E dans F' est entiérement déterminée par la donnée de f(e1),..., f(ep)
c’est-a-dire par la donnée des coordonnées de chacun des vecteurs f(ey),..., f(ep) dans la base C de F. Ces
coordonnées peuvent étre rangées dans un tableau & n lignes et p colonnes, appelé matrice. Ceci va nous
permettre d’utiliser des algorithmes de calcul en algebre linéaire. Ainsi les matrices sont étudiées en soi (en
tant que tableau) et aussi en liaison avec les vecteurs et les applications linéaires.

6.2 Calcul matriciel

6.2.1 Notion de matrice

Soient n,p € N*,

Définition 6.2.1 On appelle matrice ¢ n lignes et p colonnes, et a éléments (ou coefficients ou
termes) dans K, toute application de {1,...,n} x {1,...,p} dans K. Une application

A:{1,...,n}x{1,...,p} — K
(i,4) — ay(oua; ;)

est notée sous la forme d’un tableau :

aip a2 ... Gip
a1 a2 ... dAzp
A=(aij) 1<i<n = (@ijhi<i<ni<i<p = (aij)ij =
1<j<p
Gnl1 Aan2 ... AQnp

Remarque 6.2.1

— Le couple (n,p) est appelé le format de la matrice A ; n est le nombre de lignes de A, p est le nombre
de colonnes de A.
Pour (i,7) € {1,...,n} x {1,...,p} le terme a;j;, situé a la i-iéme ligne et a la j-iéme colonne s’appelle
le (i, 7)-iéme élément ou coefficient ou terme de A.

— A est une matrice carrée si et seulement si n = p. On dit alors que A est une matrice carrée d’ordre
n.

— A est une matrice colonne si et seulement si p = 1.

— A est une matrice ligne si et seulement si n = 1.

117
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— Si A = (aj)1<ij<n est carrée d’ordre n, les a;; (1 < i < n) sont appelés les éléments diagonaux de
A et (a11,...,an,) est appelé la diagonale de A.

Notation 6.2.1 Pour (n,p) € (N*)?, on note M, ,(K) I'ensemble des matrices & n lignes et p colonnes, et
a éléments dans K.
Soit A = (aij)i<i<n1<j<p € Manp(K) :

— Pour i € {1,...,n}, la matrice ligne (ai;)i1<j<p = (ai1, ..., aip) de My ,(K) est appelée la i-iéme ligne
de A.
aij
— Pour j € {1,...,p}, la matrice colonne (ai;)i<j<n = : de M, 1(K) est appelée la j-iéme
anj

colonne de A.

6.2.2 Matrices et applications linéaires
Définition 6.2.2 Soient E un K-ev, n = dim(E), B = (e1,...,e,) une base de E, x € E, (x1,...,x,) les
n

composantes de x dans la base B : x = E T;€;.
i=1
€1

La matrice colonne : s’appelle la matrice colonne (des composantes) de x dans B et est notée

Tn
Matg(x).

Il est clair que lapplication Matg: E — My 1(K) est une bijection.
x — Matg(x)
Lorsque X = Matg(x), on dit que x est représenté par x dans la base B, ou que x représente x dans B.

Définition 6.2.3 Soient E un K-ev, n = dim(E), B = (e1,...,e,) une base de E, p e N*, F = (V1,...,V})
un famille finie de p éléments de E et, pour chaque j de {1,...p}, (aij,...,an;) les composantes de V; dans
B :

n
V] € {1,...,p}, VJ :Zaijei.
=1

allr ... alp
La matrice (aij)1<i<ni<j<p = : : de My, ,(K) s’appelle la matrice de la famille (Vi,...,V),)
anl ... Qpp

relativement a la base B et est notée Matp(F).

Définition 6.2.4

1. Soient E,F deuz K-ev, p = dim(E), n = dim(F), B = (e1,...,ep) une base de E, C = (f1,..., fn)
une base de F, f € L(E,F). Pour chaque j de {1,...,p}, notons (aij,...,an;) les composantes de
f(e;) dans C :

fej) = Z aijfi-
i=1

On appelle matrice de f relativement aux bases B et C, et on noteMatgc(f) la matrice de
M, p(K) définie par :

Matpc(f) = (aij)i<i<ni<j<p-
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2. Soient E un K-ev, n = dim(E), B = (e1,...,en) une base de E, f € L(E). On appelle matrice de f
relativement a la base B, et on note Matp(f), la matrice de M, (K) définie par :

Matgs(f) = Matgs(f).

Il est clair que l'application Matge : L(E,F) — M,y ,(K)  est une bijection.

f = Matgc(f)
Lorsque A = Matgc(f), on dit que f est représentée par A dans les bases B,C, ou que A représente f dans

les bases B, C.

6.2.3 L’espace vectoriel M, ,(K)

On “transporte” la structure vectorielle de L(E, F) sur M,, ,(K), grace a la bijection Matgc ou B =
(e1,...,ep) et C = (f1,..., fn) sont des bases fixées de E, F' respectivement. Soient A € K, f,g € L(E, F),
A = (a;j)ij = Matge(f), B = (bij)ij = Matgc(g). On a donc :

flej) = Zaijfi

vie{l,...,p} o

gle;) =Y bijfi
i=1

n

doit: Vj € {L,...,p}, Af+9)(e;) = >_(Aaij + bij) fi.
i=1
Ceci nous améne a la définition suivante :

Définition 6.2.5
1. On appelle addition dans M, ,(K) la loi interne, notée +, définie par :
V(aij)ij € Mup(K), V(bij)ij € Mup(K),(aiz)ij + (bij)ij = (aij + bij)ij-

2. On appelle multiplication par les scalaires la loi externe K x M,, ,(K) — M, ,(K), notée par un
point (ou par l'absence de symbole) définie par :

Va € K, Y(aij)ij € My p(K), a(aij)ij = (Qaij)ij.
Proposition 6.2.1

1. My p(K),+,.) est un K-ev.

2. Pour tous K-ev E (de dimension p) et F' (de dimension n) et pour toutes bases B de E et C de F,
Uapplication Matpc : L(E,F) — My,(K)  est un isomorphisme de K-ev.
f = Matge(f)

Preuve : L’application Matpgc est bijective et :
Va € K; v(f>g) € (‘C(E7F))27 MatB’C(Oéf + g) = aMa‘th,C(f) + Ma‘tB,C(g)'

Il en résulte aisément, par transport de structure que M, ,(K) est un K-ev et que Matgc est un isomor-
phisme de K-ev. [ |

Notation 6.2.2

1. On note Oy, ou plus simplement 0 (ou O) la matrice de M,, ,(K) dont tous les termes sont nuls.
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2. Pour (n,p) € (N*)? et (i,j) € {1,...,n} x {1,...,p}, on note E;; la matrice de M, ,(K) dont le
(i,7)-iéme terme vaut 1 et tous les autres sont nuls. Les matrices F;; sont appelées les matrices
élémentaires.

Remarque 6.2.2

1. Dans la notation F;j, on omet de rappeler le format (n,p).

1 si z=y

0 si x4y’ on a clairement : E;; =

2. En notant J le symbole de Kronecker, défini par d,, = {

(0kiGij) 1<k <n -
1<i<p

Proposition 6.2.2

1. (Eij)(ij)e{i,..n}x{1,..p} est une base de M, ,(K) appelée base canonique de M, »(K).
2. dim(My, p(K)) = np.

Preuve :
1. Il est clair que, pour toute matrice A = (a;j);j de My ,(K)ona: A= Z a;jEij, ce qui montre
1<i<n
1<j<p
que (E;;)ij engendre M, ,,(K).
2. Si (aij)q; vérifie ZaijEij = 0 alors (a;j);; = 0 ce qui montre que (E;;);; est libre. [}

,L'7j

{Exercice 104J Soient A = <_1 2> et f lapplication de M3(R) dans M2 (RR) définie par f(M) = AM.

1 0

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer sa matrice dans la base canonique de M (R).
Correction :
1. Evident.
2. On rappelle que la base canonique de M3 (R) est la base (E1 1, E12, E2 1, E22) avec

10 0 1 0 0 0 0
E“‘(o 0>’E1’2_<0 0>’E2’1_<1 0)’E2’2_<0 1)'

11 suffit de calculer I'image par f de ces matrices, et de les exprimer dans la base canonique. On a

-1 0
f(E1) = < 1 O> =—1F11+0E12+1Fy1 +0F> 9,
0 -1
f(Ei2) = <0 1 ) =0F11 —1E1 2+ 0E 1 + 1E5 9,
20
f(E21) = (0 O) =2F11+0E12+0E ;1 + 0E; 9,

0 2
f(Eap) = (0 O) =0F11 +2F1 2 +0E 1 + 0F2 5.

La matrice de f dans la base canonique de M3 (R) est donc

oS = O
)

O O O N

S O N O
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6.2.4 Multiplication des matrices

Soient E, F,G trois K-ev de dimensions respectives ¢,p,n, B = (e1,...,¢eq), C = (f1,...,fp), D =
(91,---,9n) des bases de E, F,G respectivement, f € L(E,F), g € L(F,G), A = (aji)jx = Matgc(f),
B = (bij)ij = Matcp(g). On va déterminer la matrice de g o f relativement aux bases B et D. Soit

P
ke {1,...,q}. On a par définition de A, f(ey) Za]kfj Do (go f)(ex) =g Zajkfj :Zajkg(fj).
j=1 7=1 j

Par définition de B, Vj € {1,...,p}, g(fj) Zb,]gl Donc (g o Zaﬂk (Zb”gz> =

=1

P n n [ p
Zzbijajkgi = Z Zbijajk gi. Donc Matgp(go f) = (cig)i ou Y(i,k) € {1,...,n} x {1,...,q},
Jj=171

i—1 i=1 \j=1

Cik = E bijaji. Ceci nous améne a la définition suivante, aprés échange de A et B.
=1

Définition 6.2.6 Soient A = (a;j)ij € Mup(K), B = (bji)jx € Mpq(K). On appelle produit de A par
B, et on note AB la matrice de My, ,(K) définie par AB = (cit,)i, oU

p
V(i k) € {L,...,n} x {1,....q}, cix. = Y _ aijbj-

j=1
L’application My, ,(K) X My 4(K) — M, 4(K) s’appelle la multiplication des matrices. Nous avons

(A,B) — AB

montreé le résultat suivant :

Proposition 6.2.3 Soient E, F, G trois K-ev, B,C,D des bases de E, F,G respectivement, f € L(E,F),x €
E. Ona:

Matgp(go f) = Matep(g)Matpe(f).

Proposition 6.2.4 Soient E, F deux K-ev, B,C des bases de E, F respectivement, f € L(E,F),z € E. On

a:
Mate(f(x)) = Matge(f)Matg(x).
I
Preuve:NotonsB:(el,...,ep),C:(fl,...,fn),X:MatB(x)z : ,AZMatB,C(f):(aij) 1<i<n -
T I1<j<p
P
On a
P P P n P n P
S IO DETITIED 91 (5 S B 9) oS of D S8 12
j=1 j=1 j=1 i=1 j=11i=1 i=1 \ j=1
d’ou Mate(f Z ai;T; = AX. En pratique, pour effectuer le produit AB de deux matrices,

1<i<n
on utilise la dlsposmon suivante :
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k-iéme colonne

b1k
t-ieme ligne — il ... QG o... Qg : -
bk
by
k-iéme colonne
n .
E aijbj| ... | «— i-iéme ligne
=1

Remarque 6.2.3 Si A € M,, ,(K) et B € M, 4(K) alors AB € M,, 4(K). Ainsi le format (n,q) de AB est
obtenu a partir des formats (n,p) de A et (p,q) de B “comme par la relation de Chasles”.

Proposition 6.2.5

1. Pseudo-distributivité o gauche :

VA e M, ,(K), VB,C € M, ((K), A(B+C)=AB + AC,
2. Pseudo-distributivité a droite :

VA, B € My, ,(K), VC € M, ((K), (A+ B)C = AC + BC,
3. VAe K, VAe M, ,(K), VB € M, 4(K)
(AM)B = A\(AB) = A(AB),
4. Pseudo-associativité :

VA e My, (K), VB € My 4(K), VC € My, (K), (AB)C = A(BC).
Proposition 6.2.6

1. (Mu(K),+,., X) est une K-algébre associative et unitaire.
2. Pour tout K-ev E de dimension n et toute base B de E, lapplication Matp : L(E)

est un tsomorphisme de K-algébres unitaires.

Preuwve : On a déja vu que (M, (K),+) est un K-ev et que la multiplication est interne dans M,,(K). Comme
Matp est bijective, que Y(f,g) € (L(E))?, Matg(go f) = Matg(g)Matg(f), et que (L(E),+,.,0) est une
K-algebre associative et unitaire, par transport de structure, (M,,(K),+,.,0) est aussi une K-algébre asso-

ciative et unitaire, et Matp est un isomorphisme de K-algébres unitaires. ]
1 0

Notation 6.2.3 On note I,, = [ : . | € M,(K), qui est I’élément neutre de la multiplication dans
0 1

M, (K).
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Remarque 6.2.4

1. Sin > 2, l'algebre M,,(K) n’est pas commutative, comme le montre (pour n = 2) ’exemple :

0 1\ /0 0\ (1 0\ [0 0\/0 1\ (0 0

0 0 1 0/ \0o o0/ \1 0/\0O 0/ \o 1)
2. Sin > 2,1l se peut que le produit de deux matrices de M, (K) soit nul sans qu’aucune des deux
matrices ne soit nulle, comme le montre (pour n = 2) ’exemple :

1 0\ /0 0\ [0 0
0 o0J\o 1/ \0o 0/
3. On confond souvent un élément = de K et la matrice (z) de M;(K).

— Soit A € My, 1(K), on a A(z) = zA, mais (x)A n'est pas définie (si n > 2).
— Soit B € My ,(K), on a (x)B = xB, mais B(z) n’est pas définie (si n > 2).

Définition 6.2.7 Une matrice carrée A de M, (K) est dite nilpotente si et seulement s’il existe k € N* tel
k
que AF = 0.

Exemple 6.2.1
0 01
1. A=[0 0 0] € M3(R) est nilpotente car A% = 0.
0 00
-9 7 3
2. B=|-13 10 4 | € M3(R) est nilpotente car A% = 0.
4 -3 -1

Proposition 6.2.7 Soit A € M, (K) nilpotente. L’ensemble {k € N*, A¥ = 0} admet un plus petit élément
v(A) appelé indice de nilpotence de A et on a :

Vk e N*, k> v(A) = AF = 0.

Preuve :

— {k € N*, A¥ = 0} est une partie non vide de N* donc admet un plus petit éléement v(A).
— Pour tout k tel que k > v(A) : AF = Ak=v(4) gv(4) = ¢, -

Définition 6.2.8 Soit A € M, ,(K).
1. On appelle noyau de A le sev de My, 1(K) noté Ker(A), défini par :
Ker(A) ={X e M,1(K),AX =0}
2. On appelle image de A le sev de My, 1(K) noté Im(A) défini par :
Im(A) ={Y e Mp1(K),3X e Mp1(K),Y = AX} = {AX, X € M,1(K)}.
Soit A € My, ,(K). Ennotant f: Mp1(K) — My1(K) , f estlinéaire et Ker(f) = Ker(A) et Im(f) =

X = AX
Im(A). Les notations Ker(A) et Im(A) incitent & considérer A comme une application linéaire.

(Exercice 105} On considére ’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 1
-1 2 -2
0 3 -1
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Donner une base de Ker(f) et de Im(f).
Correction : Le noyau de f est ’ensemble des triplets (x,y, ) tels que

z+y+z = 0 T = —4y
flr,y,2) =01 —x+2y—2z = 0 ¢y =y
3y—z = 0 z = 3y

Le noyau de f est donc la droite vectorielle de vecteur directeur (—4, 1, 3). Déterminer Ker(A) revient donc
a trouver X = (x,y,2) # 0 tel que AX = 0.

Par le théoreme du rang, Im(f) est de dimension 2. De plus, f(e;) = (1,—1,0) et f(e2) = (1,2,3) sont
clairement indépendants. Donc (f(e1), f(e2)) est une base de Im(f) = Im(A).

{Exercice 106J On considére ’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 -1
-3 -3 3
-2 -2 2

Donner une base de Ker(f) et de Im(f). En déduire que M™ = 0 pour tout n > 2.
Correction : On a

r = x
flz,y,z) =0 z+y—2=0< y =y
z = 4y

Ker(f) est donc un plan vectoriel de base (u,v) avec u = (1,0,1) et v = (0,1,1). D’apres le théoréme du
rang, on sait que I'm(u) est de dimension 1. Il est engendré par exemple par le vecteur non nul w = f(ey) =
(1,-3,-2).

On remarque que w = u — 3v est élément de Ker(f). Ainsi, Im(f) C Ker(f) et donc f? = 0. Ensuite,
f™ = 0 pour tout n > 2 et la matrice de f dans la base canonique de R? est elle aussi nulle. Donc M™ = 0
pour tout n > 2.

6.2.5 Le groupe GL,(K)

Soit n € N*,

Définition 6.2.9 Une matrice A de M, (K) est dite inversible si et seulement s’il existe A" € M, (K)
telle que AA' = A’A = 1I,.

Si A est inversible alors A’ est unique et appelée inverse de A et est notée AL

On note GL,(K) l'ensemble des matrices inversibles de M, (K).

Proposition 6.2.8

1. La multiplication est interne dans GL,(K) et (GL,(K),.) est un groupe appelé groupe linéaire.

2. Pour tout K-ev E de dimension n et toute base B de E, lapplication f — Matg(f) est un isomorphisme
du groupe (GL(E), o) sur le groupe (GL,(K),.).

Preuve :
1. — Pour tout (A4, B) de (GL,(K))?, (A, B)(B~'A™Y) = I, et (B~1A71)(AB) = I,, donc AB € GL,(K).
- I, € GLy(K).
2. — Pour toute f de GL(E) comme Matg(f)Matg(f~') = Matg(f~Y)Mats(f) = Matg(Idg) = I, on
a Matp(f) € GL,(K).
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— Réciproquement, pour toute matrice A € G L, (K), il existe (f, g) € (L(F))? unique tel que Matg(f) =
Aet Matg(g)=Aletona

Matg(go f) =

Matg(f o g)

donc go f = fog=1Idg dou f € GL(

- Enfin, V(f,9) € (GL(E))?, Matps(g o f)

Matg(g)Matg(f) = A™1A = I,,
Matg( YMatp(g) = AA™ = I,,,

I \_/ll

MatB( )Matlg(f) |

Remarque 6.2.5 Pour n > 2 le groupe GL,(K) n’est pas commutatif, comme le montre (pour n = 2)

I’exemple suivant :
1 1\ /1 0y (2 1 1 0y /1 1y (1 1
0 1)\1 1) \1 1)7\1 1/\0 1/ \1 2

Du théoréeme 5.4.2 (Chapitre 5 - Applications linéaires), on déduit le théoréme suivant :
Théoréme 6.2.1 Soient A € M, (K) et f un endomorphisme représenté par A dans une base. Les propriétés
suivantes sont deuz a deuz équivalentes :
1. f est bijective,
A est inversible a gauche,
A est inversible a droite,
A est inversible,

A est réguliére a gauche,

S v o e

A est réguliere a droite,

7. A est régquliére.

Rappelons que A est dite :
— réguliére a gauche si et seulement si :
Y(B,C) € (M,(K))?, AB=AC = B =C,
— réguliére a droite si et seulement si :
Y(B,C) € (My(K))?, BA=CA= B=C,

— réguliére si et seulement si A est réguliére a gauche et réguliére a droite.

Remarque 6.2.6 Une matrice A de M,,(K) est inversible si et seulement si :
VX eM,1(K),AX=0=X=0

On verra plus loin (plus tard) d’autres caractérisations de I'inversibilité d’une matrice carrée faisant intervenir
le rang, le déterminant, les valeurs propres.

Le calcul pratique de A~! se fait de la maniére suivante : en notant AX =Y ou X,Y € M,,1(K), on exprime
X en fonction de Y par résolution d’un systéme linéaire (car si A est inversible, AX =Y & X = A71Y).
Cependant, pour des matrices carrées de grande taille, on utilisera un logiciel de calcul d’inverse des matrices
inversibles (Matlab, Mathematica, Maple, Scilab, Octave,. . .)

6.2.6 Rang d’une matrice

Définition 6.2.10 Soit A € M, ,(K). On appelle rang de A et on note rg(A) le rang de la famille des
colonnes de A dans My, 1(K).

alr ... alp all alp
Ainsi en notant A = : : et C1 = youry Cp = : les colonnes de A, on a rg(A) =

apl ... Qnp [07°% ] Anp

rg(Ch,...,Cp).
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Proposition 6.2.9 Soient E, F deur K-ev, B et C des bases de E et F respectivement, f € L(E,F),
A= Matgc(f). On arg(f) =rg(A).

alj
Preuve : Notons B = (e1,...,¢en), C = (f1,..., fn), A = (aij)ij, Cj = : pour 1 < j <p OnaVje
an]’
I n
{1,...,p}, f(ej) Zawfz Puisque 6 : M, 1(K) = F, | : | — infi est un isomorphisme de K-ev, on
=1 T =1

arg(A) =dim(Vect(Ch,...,Cp)) = dim(Vect(0(Ch),...,0(Cp))) = dim(Vect(f(er),...,f(ep))) =rg(f). m

Ainsi,

— le rang d’une matrice A est le rang de n’importe quelle application linéaire représentée par A,

— le rang d’une application linéaire f est le rang de n’importe quelle matrice représentant f,

— le rang d’une famille finie F de vecteurs d’'un K-ev E est le rang de F dans n’importe quelle base de
E.

Proposition 6.2.10 VA € M, ,(K), rg(A) < min(n, p)

Preuve : Avec les notations précédentes :
- Tg(A) = Tg(cla e 7Cp) S D,
- rg(A) = dim(Vect(Ch,...,Cp)) < dim(M,1(K)) = n. [ ]

Proposition 6.2.11 VA € M, (K), rg(A) =n A e GL,(K).

Preuve : Soit f 'endomorphisme de M,, 1 (K) représenté par A dans la base canonique de M,, 1(K). Comme
(C1,...,Cy) est une base de My, 1(K) si et seulement si f est bijective, on conclut que rg(A) =n < A €
GL,(K). ]

VP e GL,(K) rg(AP)=1rg(A)

Proposition 6.2.12 VA € M,, ,(K), { VQ € GLn(K) rg(QA) = rg(A)

Preuve :
1. T est clair que Im(AP) C Im(A) d’ott 7g(AP) < rg(A). En remplacant (A, P) par (AP,P~1), on
déduit rg(A) = rg((AP)P~1) < rg(AP).
2. Tl est clair que Ker(A) C Ker(QA) d’ou, d’apres le théoréme du rang, rg(A) = p—dim(Ker(A)) >
dim(Ker(Q(A)) = rg(QA). En remplacant (4, Q) par (QA, Q™ 1), on déduit rg(QA) > rg(Q~1(QA)
rg(A).

p-
)

Remarque 6.2.7 On montre de fagon analogue : V(A, B, C) € M,, ,(K)x My, 4(K)x My (K), rg(ABC) <
rg(B).

6.2.7 Transposition

aip ... Q1p

Définition 6.2.11 Pour toute matrice A = (ai) 1<;<p, = : ; de My(K), on appelle

l<jsp pl ... Qpp

transposée de A la matrice, notée 'A, de My, ,(K) définie par :
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ail] ... Qpi

tA — (.. _

A=(aji) 1<j<p =
1<1<n
== Alp .. Qpp

Exemple 6.2.2 Si A = <Z g

En particulier, la transposée d’une matrice ligne est une matrice colonne et réciproquement :

. a «
> alors A= |b B
gl ¢~

t
T T

Ny, ... zn) = | =w), M@ x) = | = ().
T L,
Proposition 6.2.13
1. VA € My y(K), A=A,
2. Ya € K, V¥(A,B) € (M ,(K))?, (aA+ B)=a!A+ 'B.
3. VA € M, ,(K), VB € M, ,(K), (AB) = 'B'A.
4. VA€ GL,(K), '"A € GL,(K) et ('A)~! = {(471).
Preuve :
1. Immédiat.
2. En notant A = (aij)ij, B = (bij)ij7 onaaA+ B = (aaij + bij)ij donc t(OéA—{— B) = (aaij + bij)ji et
a'A+ B = a(aij)ji + (bij)ji = (aaij + bij)ji; d’ou t(CVA + B) =a'A+ 'B.
3. En notant A= (aij)ij, B = (bjk)jka on a tA = (Oéji)ji, tB = (/Bkj)kj ou Qi = Qjj et ,Bkj = 0jk, et
p P
AB = (cit)in, ‘B'A = (Yi)ri o0t cix = Y _ Brjoji = Y bjrai; = ci. Ainsi, 'B'A = (AB).
j=1 J=1
4. Soit A € GLp(K). Puisque ‘A(A™Y) = YA~1A) = I, = I, 'A est inversible et (‘A)"t = (A~1). m

6.2.8 Trace d’une matrice carrée

Définition 6.2.12 Pour toute matrice carrée A = (a;;)ij € My(K), on définit la trace de A, notée tr(A)
n

par : tr(A) = Z ;.
i=1

Proposition 6.2.14

1. L’application tr: M,(K) — K est une forme linéaire.
A — tr(A)

2. VA € M, ,(K), VB € M, ,(K), (AB) = (BA).
Preuve :
1. En notant A = (ai]’)i]’, B = (bij)ija aA + B Zaau + Zb“ = OétA + tB

2. On remarque tout d’abord que AB et BA sont carrées. En notant A = (aij)ij, B = (bjk)jk, on a

(AB) =) D ayby | = Z (Z bwam> (BA). n

i=1 \j=1 j=1 \i=1
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6.3 Changement de bases

6.3.1 Matrices de passage

Définition 6.3.1 Soient E un K-ev de dimension n, B et B deur bases de E. On appelle matrice de
passage de B a B', qu’on note Pass(B,B') la matrice de M, (K) dont les colonnes sont formées des
composantes des vecteurs de B' exprimés dans la base B c’est-a-dire :

Pass(B,B') = Matp(B').

Exemple 6.3.1 Soient B = (ej,e2) la base canonique de K2 c’est-a-dire e; = (1,0) et ea = (0,1), et

2
u=(2,4),v=(3,—1). Alors B’ = (u,v) est une base de K2 et la matrice de passage de B a B’ est <4 _31),

puisque u = 2e; + 4eg et v = 3e; — ea.
Proposition 6.3.1 Pour toutes bases B, B’ de E, Pass(B,B') = Matg p (IdEg).

Preuve : Notons B’ = (e}, ..., e;,). Pour chaque j € {1,...,n}, la j-iéme colonne de Matp g(Idg) est formée

par les composantes de Idg(e}), c’est-a-dire e} dans la base B. [ ]

Proposition 6.3.2 Soient E un K-ev, B,B',B" des bases de E. On a :
1. Pass(B,B') = Pass(B,B')Pass(B',B").
2. Pass(B,B) = I,.
3. Pass(B,B') est inversible et (Pass(B,B'))~! = Pass(B', B).
Preuve
1. Pass(B,B") = Matpr g(Idg) = Matp g(Idg)Matgr p(Idg) = Pass(B,B')Pass(B', B").
2. Pass(B,B) = Patgp(ldg) = I,
3. Pass(B,B')Pass(B',B) = Pass(B,B) = I,. ]

Remarque 6.3.1 Soient F un K-ev de dimension n, B une base de E. L’application B’ — Pass(B,B’) est
clairement une bijection de ’ensemble des bases de E sur GL,(K). Ainsi :

— Toute matrice de passage est inversible.

— Toute matrice inversible peut étre considérée comme matrice de passage.

6.3.2 Changement de base pour un vecteur

Proposition 6.3.3 Soient E un K-ev, B,B' deuz bases de E, P = Pass(B,B'), © € E, X = Mat,(x),
X' = Matg (z), alors :

X = PX'.
Prewve : X = Matg(zx) = Matg g(Idg)Matp (x) = PX'. ]

Exemple 6.3.2 Dans K2, soient (ey,e2) la base canonique, u1 = (=2,1), uz = (3,-2), = (21, 22) € K2,
Il est clair que (u1,uz) est une base de K2. En notant X1, X5 les composantes de x dans la base (u1, uz), on

a .
T1\ -2 3 X1 B —2X1 43X
i) - 1 —2 X2 o X1 — 2X2 '
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Remarque 6.3.2 Dans un changement de base pour un vecteur, on exprime donc naturellement les an-
ciennes coordonnées (coordonnées de x dans B) en fonction des nouvelles coordonnées (coordonnées de x
dans B’). Si on veut exprimer les nouvelles coordonnées de z en fonction des anciennes coordonnées de x, on

dispose de la formule X’ = P71 X dont I'emploi nécessite le calcul (souvent implicite) de I'inverse de P.

6.3.3 Changement de bases pour une application linéaire

1. Formule de changement de bases.

Proposition 6.3.4 Soient E, F deur K-ev, B,B' deuz bases de E, P = Pass(B,B’), C,C’ deuz bases
de F, Q = Pass(C,C"), f € L(E,F), A= Matgc(f), A= Matg ¢/(f). Alors :

Preuve : A/ = Matglyc/(f) = Mat3/7c/(IdF o foldg) = Matcyc/(IdF)MCLtB,C(f)MatB/ﬁ(IdE)

Q- 1AP.

2. Matrices équivalentes.

Définition 6.3.2 Soient A, B € M,,,(K). On dit que A est équivalente a B, et on note A ~ B,

et seulement si :

A= QTAP.

3(P,Q) € GL,(K) x GLn(K), B=Q AP,

Proposition 6.3.5 La relation ~ est une relation d’équivalence dans My, ,(K).

Preuve :

(a) Réflexivité : VA € My ,(K), A= 1,AL,

(b) Symétrie : S'il existe (P, Q) € GL,(K) x GL,(K) tel que B =Q 'AP, alors A= (Q~!)"'BP™!

et (P71,Q71) € GL,(K) x GL,(K) donc B ~ A.

(c) Transitivité : Supposons A ~ B et B ~ C. Il existe P € GL,(K), Q € GL,(K), R € GL,(K),
S € GL,(K) telles que B = Q 'AP et C = ST'BR. Alors C = S7'1Q 'APR = (QS)"'A(PR

et (PR,QS) € GL,(K) x GL,(K), dou A~ C.

Proposition 6.3.6 Soient A € M, ,(K), r =rg(A). Alors A est équivalente a la matrice Jp, ,, définie

par :

1
0

Jn7p7r = 0

(En particulier, Jy, po = 0.)

0

0

)

0

0

{

I,
On—r,r

Orp—r

On—r,p—r

)

Preuve : Soient E, F' deux K-ev de dimensions respectives p,n (il en existe), B et C des bases de E et
F, respectivement (il en existe), f € L(E, F') représentée par A dans les bases B et C : Matgc(f) = A.
D’apres le théoréme du rang, le sev Ker(f) de E est de dimension p — r donc admet au moins une

base (ert1,...,

E tels que B = (e1,...,er,€r41,...€p) soit une base de E. Notons fi = f(e1),...

ep). D’apres le théoréme de la base incomplete (forme faible), il existe ey, ..

afr = f(er)' La

.,er de
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' T
famille (f1,..., fr) est libre; en effet si (A1,...,A,) € K" est tel que ZAif,- = 0 alors Z)‘iei €
i=1 i=1
Ker(f)NnVect(ey,...,e,) = {0}, donc A\ = ... = X\, = 0. D’apreés le théoréme de la base incompléte
(forme faible), il existe fri1,...,fn € F tels que C' = (f1,..., fry fr41,- -+, fn) sOit une base de F.
Puisque f(e1) = fi1,..., f(er) = fr, f(er+1) =0,..., f(ep) = 0, la matrice de f dans B’ et C' est Jp, ,,
et donc A ~ Jp pr. [ ]

Corollaire 6.3.1 V(A, B) € (M, ,(K))?, (A~ B < rg(A) =1rg(B)).

Preuve :

(a) Si A~ B, alors A et B représentent une méme application linéaire (dans des bases) donc ont le
meéme rang.

b) Réciproquement, si rg(A) = rg(B) alors A et B sont équivalentes & J,,, donc sont équivalentes
7p’
entre elles. ]

Exercice 107J Soit u l'application linéaire de R? dans R?® dont la matrice dans les bases canoniques res-

2 -1 1
3 9 3>. On appelle (eq, ez, e3) la base canonique de R? et (f1, f2) celle de R?. On

pectives est A = <

pose

1 1
el =extes eh=e3+e, ey =e teget fl = §(f1 + f2), fo = §(f1 — f2).

1. Montrer que (€}, e}, e5) est une base de R? puis que (f{, f3) est une base de R2.
2. Quelle est la matrice de u dans ces nouvelles bases ?
Correction :

1. Puisqu’on a des familles de 3 (respectivement 2) vecteurs dans un espace de dimension 3 (respectivement
2), il suffit de prouver qu’on a des familles libres. Pour (f], f4), c’est clair puisque les vecteurs ne sont
pas colinéaires. Pour (€], €5, €4), si on a une égalité du type ae} + bel, + cef = 0, alors on obtient

b+c = 0
(b+cer+(a+c)ea+(a+bles=0<<¢ a+c = 0 ©a=b=c=0.
a+b = 0

Donc la famille (e}, e}, e}) est une base de R3.

2. Notons P la matrice de passage de (eq,ez,e3) a (€], ¢h,e4) et @ la matrice de passage de (f1, f2) a
(f1, f5)- On a alors

0 1 1
1/1 1
P=11 01 etQ-(1 _1>.

110 2
Si B est la matrice de v dans les nouvelles bases, alors la formule du changement de bases affirme que
1 1 -1 3 6
_ -1 -1 _ _
B=Q "AP.Or, Q —<1 _1>desortequeB—(1 3 _4>.

[Exercice 108} Soient u : R? — R3 et v : R? — R? définies par u(z,y) = (z + 2y,2x — y,2x + 3y) et
v(z,y,2) = (x — 2y + 2z,2x +y — 32).
1. Montrer que u et v sont linéaires et donner les matrices de u,v,uov et vowu dans les bases canoniques
de leurs espaces de définition respectifs. En déduire les expressions de u o v(z,y, 2) et v o u(z,y).
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2. Soient By = {e1, €2} et By = {F1, Fa, F3} les bases canoniques de R? et R? respectivement. Montrer que
By = {€}, ey} et By = {F;, Fb, F}} sont des bases de R? et R? respectivement, ot €] = €1, €, = €1 — €2,
./T{ = Fi, ./Té =F1+ Faet fé =F1+ F2+ Fs.

3. Donner la matrice de passage P de la base Ba a la base B, puis la matrice de passage @ de la base Bs
a la base Bj.

4. Ecrire la matrice de u dans les bases B et Bs puis dans les bases Bj et B} et enfin celle de v dans les
bases Bj et B.

Correction :

1. Remarquons d’abord que u et v sont linéaires. Notons A (respectivement B) la matrice de u (respec-
tivement v) dans sa base canonique. On a :

1 2
A=(2 -1 etB:G _12 _13)
2 3

wo v est une application linéaire de R? dans R®. Sa matrice est donnée par le produit matriciel AB.
v ou est un endomorphisme de R2. Sa matrice est donnée par le produit matriciel BA. On trouve

5 0 -5 s
AB=|0 -5 5 etBA:<_2 _6).
8§ -1 -7

On en déduit que uowv(z,y,z) = (5bx — 5z, =5y + 52,8z —y — 7z) et vou(x,y) = (—x + Ty, —2x — 6y).

2. Il suffit de vérifier que les deux familles sont libres, puisqu’elles comptent le méme nombre de vecteurs
que la dimension de I’espace. Pour Bj, c’est clair puisque les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Pour
Bi, on traduit une égalité du type aF] + bF) + ¢F5 = 0 par

at+b+c = 0
(a+b+c)Fi+(b+co)Fa+cF3=0< b+c = 0 ©a=b=c=0.
c = 0

3. La matrice de passage est la matrice des coordonnées des nouveaux vecteurs exprimés en fonction des
anciens vecteurs. On a donc :

111
P:(é _11>etQ: 01 1
00 1

4. Notons C'la matrice de u dans les bases B et B3. Comme on ne change la base qu’au départ, la formule

1 -1
de changement de base donne C' = AP = (2 3
2 -1

Notons D la matrice de u dans les bases B5 et Bj. Cette fois, on change de base a la fois au départ et
a l’arrivée. La formule de changement de base donne D = Q' AP. Aprés calculs, on trouve

1 -1 0 —1 —4
Q'=[(0 1 —-1|etD=|0 4
0 0 1 2 -1

Notons enfin E la matrice de v dans les nouvelles bases. La formule de changement de base donne
E = P~'BQ. On obtient aprés calculs :

3 -4 -1
-1 _ _
P —PetE—<_2 1 4).
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6.3.4 Changement de base pour un endomorphisme

Proposition 6.3.7 Soient E un K-ev de dimension n, B et B’ deuz bases de E, P = Pass(B,B'), f € L(E),
A= Matg(f), A= Matp(f). Alors

A= P71AP.
Cette proposition est un cas particulier de la proposition 6.3.4.

Définition 6.3.3 Soient A, B € M,,(K). On dit que A est semblable a B, et on note A ~ B si et seulement
s’il existe P € GL,(K) telle que B = P~1AP.

Proposition 6.3.8 La relation ~ est une relation d’équivalence dans My (K).

Preuve :
1. Réflexivité : VA € M, (K), A = I,,Al,.
2. Symétrie : Sil existe P € GL,(K) telle que B = P~YAP alors A= (P~1)"1BP~ et P7! € GL,(K)

donc B ~ A.
3. Transitivité : Supposons A ~ B et B ~ C. Il existe P,Q € GL,(K) telles que B = P 1AP et
C=Q 'BQ. Alors C = Q7 'P71APQ = (PQ) ' A(PQ) et PQ € GL,(K) donc A ~ C. ]

Proposition 6.3.9 V(4,B) € (M,(K))?, A~ B = tr(A) =tr(B).

Preuve : Supposons A ~ B. Il existe P € GL,n(K) telle que B = P"*AP d’ou tr(B) = tr(P~1(AP)) =
tr((AP)P~Y) = tr(A). ]

Remarque 6.3.3

— II est clair que si deux matrices carrées sont semblables alors elles sont équivalentes.
— Mais, si n > 2, deux matrices équivalentes peuvent ne pas étre semblables. Par exemple, pour n = 2,

: 0 00 . . .
les matrices t < ) sont équivalentes puisqu’elles sont de méme rang 1, mais ne sont pas

1

00"\ o
semblables puisqu’elles n’ont pas la méme trace.

— Soit A € M, (K). Sl existe a € K tel que A ~ oI, alors A = al,. En effet, pour toute matrice P de
GL,(K), P(al,)P~! = al,.

— Si n > 2, deux matrices carrées peuvent avoir la méme trace, mais ne sont pas semblables puisqu’elles
ne sont pas équivalentes (la premiére est de rang 0, la seconde est de rang 1).

Définition 6.3.4 Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E). On appelle trace de f, et on note tr(f),
la trace de n’importe quelle matrice représentant I’endomorphisme f.

Proposition 6.3.10 Soit E un K-ev.

1. L’application tr: L(E) — K est une forme linéaire.

fo= tr(f)
2. Y(f,9) € (L(E))?, tr(go f) =tr(fog).
3. Vf € L(E), Yh € GL(E), tr(h=" o f o h) = tr(f).



