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Chapitre 3

Valeurs propres et vecteurs propres

3.1 Définitions et exemples

Définition 3.1.1 Soit A une matrice carrée. Une valeur propre de A est un nombre \ qui, quand il est
sosutrait a chaque élément de la diagonale principale de A, transforme A en une matrice singuliére.

Remarque 3.1.1 Soustraire un scalaire A & chaque élément de la diagonale principale de A est identique

a soustraire A fois la matrice identité & A. Par conséquent A\ est une valeur propre de A si et seulement si

A — A est une matrice singuliére.

3 11

1 3 1
11 3

principale, la matrice A devient une matrice singuliére. Par conséquent, 2 est une valeur propre de A.

Exemple 3.1.1 Soit la matrice A = . En soustrayant 2 & chaque élément de la diagonale

0

2
Exemple 3.1.2 Soit la matrice diagonale < 0 3 > En soustrayant soit 2 soit 3 & la matrice diagonale

o . . . . 0 0 -1 0 .
principale, on aboutit aux matrices singuliéres < 0 1 ) et < 0 0 ) respectivement. Donc 2 et 3 sont

des valeurs propres de A.
Cet exemple illustre un principe général concernant les valeurs propres d’une matrice diagonale.

Théoréme 3.1.1 Les éléments diagonauz principauz d’une matrice diagonale D sont les valeurs propres de
D.

Le théoréme suivant est une autre conséquence directe de la définition d’une valeur propre.

Théoréme 3.1.2 Une matrice carrée est singuliére si et seulement si 0 est une valeur propre de A.

1 -1
-1 1
Réponse : “0” car B est singuliére ((L1) = —(L9)) et “2” car B — 21 est singuliére.

Exemple 3.1.3 Trouver, en étudiant simplement la structure de B = ( ), ses valeurs propres.

Exemple 3.1.4 Une matrice M dont les éléments sont positifs et dont la somme des éléments de chaque
1/4 3/4
2/3 1/3
systémes économiques dynamiques. On remarque que M — 1.1 est singuliére donc 1 est une valeur propre de

M.

ligne est égale a 1, telle que < ) est appelée matrice de Markov et joue un réle essentiel dans les

31



32 CHAPITRE 3. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

Pour la plupart des matrices il n’est pas possible de trouver par intuition les valeurs propres, une démarche
plus générale est alors nécessaire.
On sait que A est une valeur propre de A, c’est-a-dire que A — Al est une matrice singuliére, si et seulement
si

det(A—AI)=0 (3.1)
Pour une matrice carrée d’ordre n, le membre de gauche de I'équation (3.1) est un polynome de degré n,
fonction de la variable A, appelé polynéme caractéristique de A. Donc A est une valeur propre de A si et
seulement si A annule le polynéme caractéristique de A.

Exemple 3.1.5 Soit une matrice carrée d’ordre 2 quelconque, le polynéme caractéristique

det(A — M) = det ( an—A - ar

= A2 — (a11 + a) X + (a11a22 — ajoa
as1 a22—)\> (a11 22) (a11a22 12G21)

est de degré 2 et admet au plus deux racines.

On rappelle maintenant qu’une matrice carrée B est non-singuliére si 'unique solution de Bz = 0 est © = 0.
Inversement, B est singuliére si et seulement si le systéme Bx = 0 admet une solution non nulle.

On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.3 Soit A une matrice carrée d’ordre n et soit X un scalaire. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. En soustrayant \ a chaque élément de la diagonale principale de A, la matrice transformée de A devient
une matrice singuliére,

A — M est une matrice singuliére,
det(A—AI) =0,

(A— X))z =0 pour un vecteur non nul

5. Az = X pour un vecteur non nul x.

Définition 3.1.2 Quand A est une valeur propre de A, un vecteur non nul x tel que (A — A )x = 0 est
appelé un vecteur propre de A associé a la valeur propre .

Faire I’analyse spectrale revient & connaitre les valeurs propres d’une matrice et les vecteurs propres associés.

-1
Exemple 3.1.6 Déterminons les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A = ( 9 (?; ) Le

-1-Xx 3
2 -
Les valeurs propres de A, c’est-a-dire —3 et 2, sont les racines du polynome caractéristique. Pour déterminer
les vecteurs propres associés, on résout (A — Al)z = 0 pour chaque valeur propre de A :
. 2 3 €1 . 0 201+ 322 = 0
« A=t 3)1)”“’_(2 3><x2>_<0>@{2x1+3x2 =0

Il existe pour ce systéme une infinité de solutions, on peut prendre par exemple x1 = 3 et x9 = —2 et en

=AA+1)—6=X+X—6=(A+3)(A—2).

polynome caractéristique est det(A — A\I) =

3 . . 1
conclure qu'un vecteur propre est < 9 ) . On pouvait considérer d’autres vecteurs tels que < /3 > ,

( 9 > correspondant a d’autres choix de x1 et x2 mais on remarquera que tous ces vecteurs sont

3 2
colinéaires. En fait, (A— (=3))x =0 2x1 + 322 =0 21 = —5%2 0u T2 = —§:171. Dans le premier
2 3 3
cas, v = (x1,x2) = (21, —gxl) =x(1, _3) et dans le second, x = (x1,22) = (—53]'2,.7]2) = .12(—5, 1).
L’ensemble (espace vectoriel de dimension 1 dans le cas de la valeur propre précédente) de toutes les
solutions de 'équation linéaire (A — M)z (incluant z = 0) est appelé Uespace propre de A pour la
valeur A.



3.2. RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS DE RECURRENCE LINEAIRES HOMOGENES3

o -3 3 I o 0 —3.’13‘1-1-3.%2
'(A_Ql)x_(2 —2><x2>_(0)<:>{ 21 — 2

La solution la plus simple est

0
0

1
1 mais tout multiple de ce vecteur est également un vecteur propre
associé & 2. En effet, (A—2)z =0« z = (x1,21) = z1(1,1) ou = (z2,72) = x2(1,1). Dans les deux
cas, I'espace propre pour la valeur propre 2 est engendré par le vecteur unitaire dans R2.

1 0 2
Exemple 3.1.7 Calculons les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice B= [0 5 0
0

w
[\

det(B—=AXI)=(5-NAN—=4)(A+1) = Sp(B) = {—1,4,5}. On peut en déduire ensuite que v; = (0,1,0)
est un vecteur propre associé & A = 5, vy = (2,0, 3) un vecteur propre associé & A =4 et v3 = (1,0,—1) un
vecteur propre associé a A = —1.

Remarque 3.1.2 Dans certains problémes, on aura besoin d’utiliser la méthode du pivot de Gauss pour
résoudre le systéme linéaire (A — AI)x = 0 en cherchant un vecteur propre x.

3.2 Résolution des systémes d’équations de récurrence linéaires homo-
génes

On s’intéresse dans cette partie & des systémes d’équations de récurrence d’ordre 1, homogeénes et sta-
tionnaires, qui s’écrivent sous la forme X, = AX,,_1 ou X,,_1 représente le vecteur dans RF des états a la
date n — 1, ou X, représente le vecteur dans R¥ des états atteints a la date n et ou A est la matrice de
transformation entre la date n — 1 et la date n.

Comme le vecteur d’états X,, ne dépend que du seul vecteur X,,_; des états a la date immeédiatement anté-
rieure, les équations de récurrence sont d’ordre 1.

Comme la relation est une transformation linéaire et non affine, ce sont des équations homogénes, qui sont
toujours vérifiées pour le vecteur d’états nul.

Enfin, comme la matrice A est indépendante de la date & laquelle on se place, on a des équations stationnaires.

3.2.1 Exemples
(a) Equations en dimension 1

Un exemple typique d’une telle équation est

Yn4+1 = QYn (32)

pour une constante a quelconque. Cette équation de récurrence traduit le fait que le niveau de y, quelle
que soit la période, sera proportionnel a son niveau de la période précédente, avec a comme constante de
proportionnalité (exemple : intéréts annuels composés). Une solution de (3.2) est I'expression y,, en fonction
de la valeur initiale yg, de a et de n soit

Yn = a"yo.

Exemple 3.2.1 Soit y, le montant d’argent placé sur un compte d’épargne dont le capital n’a pas été touché
et dont les intéréts sont composés annuellement a ’année n. L’année suivante, il y aura

¢ ¢
L =1+ = 0t
Yn T+ g0Yn ( + 100) Yn OU

est le taux d’intérét annuel. Donc si yg = 1000, ¢ = 5 et n = 4, le montant d’argent & la quatriéme année se
chiffre par y4 = (1,05)* x 1000 = 1215, 5 euros.
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3.2.2 Systémes en dimension 2

Considérons maintenant un systéme de deux équations de récurrence linéaires homogeénes tel que

{ Tn+1 = AT + byn (3 3)

Ynt1l = CTyp+dyy

ou la valeur de chaque variable dépend linéairement du niveau des deux variables a la période précédente.

Exemple 3.2.2 Modéle d’emploi dynamique

{ Tpil = qTn + DYn
Yn+1 = (1 - Q)xn + (1 _p)yn

ou x, représente le nombre de personnes actives et employées durant la période n et y,, le nombre de personnes
actives mais sans emploi a la période n, p est la probabilité qu’une personne sans emploi trouve un travail a
la période suivante et ¢ la probabilité qu’'une personne active reste employée d’une période a 'autre.

Ainsi, sous forme matricielle, le systéme d’equations de récurrence (3.3) devient :

Tn41 a b\ [z
n p— p— i A - 3-4
e (yn+1> (C d> <yn> : o

La solution de (3.4) est donnée par
zn = Az

en supposant que zg soit connu.

3.2.3 Le modéle de population de Leslie

On pourra se référer au “TP Démographie des populations avec structure d’age : Matrices de Leslie” de
Thomas DELATTRE et Cédric WOLF disponible sur http : //ecobio.univ—rennesl. fr/Fichesyerso/CWol f/
afin de se familiariser avec ce concept.

3.3 Systémes théoriques en dimension 2 et dimension k&

On est ramené, pour résoudre (3.4), a calculer A™, ce qui est trés souvent long et fastidieux.
Supposons que A admette deux valeurs propres A1 et Ag, de vecteurs propres vy et vg respectifs alors

A’Ul = )\12)1
AUQ = AQUQ
= [A’Ul AUQ] = [)\11}1 )\21}2]
A1 0
& Aoy vo] = [vg va] [ (3.5)
0 A
At 0 : e
En posant [v; vo] = P et D = 0 ) la relation (3.5) peut s’écrire
2
AP =PD
ou encore
A=PDpP!

si P est inversible. Ainsi, le calcul de A™ devient trés simple puisque

A" = pprpt
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comme cela a été vu dans 'introduction.
Cette démarche s’applique aussi pour des systémes de dimension k.
Théoréme 3.3.1 Soit A une matrice de format k x k. Soient A1, o, ..., Ax les valeurs propres de A et

V1,02,. ..,V les vecteurs propres associés. Soit P = [v1 vay...v] la matrice dont les colonnes sont ces
vecteurs propres alors, si P est inversible,

MO0 ... ..0

0 X 0 ... 0
PlAP=1|: - . . :|=D.

0O ... 0 X1 O

0 ... ... 0 X\

Réciproquement, si P~YAP est une matrice diagonale D, alors les colonnes de P sont des vecteurs propres
de A et les éléments de la diagonale principale de D sont les valeurs propres de A.

Remarque 3.3.1 Une hypothése fondamentale du théoréme précédent est que la matrice P, dont les co-
lonnes sont les vecteurs propres de A, soit une matrice inversible. Cette hypotheése stipule donc que la matrice
A de format k X k posséde k vecteurs propres linéairement indépendants.

Théoréme 3.3.2 Soient A1, Mg, ..., A\ k valeurs propres disctinctes de la matrice A de format k x k. Soient
V1, ...,V des vecteurs propres associés. Les vecteurs vy, ..., v, sont alors linéairement indépendants.

Corollaire 3.3.1 Si la matrice A de format k X k posséde k valeurs propres distinctes alors P = [vy ... vg]
est inversible.

Théoréme 3.3.3 Soit A une matrice carrée d’ordre k avec k valeurs propres réeles distinctes A1, Ao, ..., A
et soient v1,v2, . .., vE des vecteurs propres associés. La solution générale du systéme d’équations de récurrence
Zn+1 = Azy, est

Zn = (Zo)l )\?Ul —+ (Zo)g )\3’02 + ...+ (ZO)k )\ka
~— ~—— ~——

c1 c2 Ck

ot Zo = ((Zo)1 -+ - (Zo)k)" = P~ 2.

On peut utiliser le théoréme 3.3.1 pour retrouver ce résultat : 2,41 = Az, & 2, = A"z = PD"P~ 1z,
AT 0
&z = [1)1 Uk] Zo = ClA?Ul —i—Cg)\gUQ—i- —i—Ck)\Z'Uk.

3.4 Propriétés des valeurs propres

On sait que les valeurs propres de la matrice A de format k£ X k sont les valeurs qui annulent le polyndme
caractéristique de A soit

p(A) = det(A — AI).

Il existe donc trois possibilités pour les racines de p(\) :
— p(\) a k racines réelles distinctes,
~ p(A) a quelques racines multiples,
— p(\) a quelques racines complexes,

cas non mutuellement exclusifs pour k > 4.
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Exemple 3.4.1

1. Soit A = < 21>, pa(N) = A2 +5X+6 = Sp(A) = {-3,-2}.
4 0 -2
2. Soit B= |0 3 0 ,pB(\) = (3= XN (A\2 =3\ +2) = Sp(B) = {1,2,3}.
30
3. Soit C' = ( 41 2) pc(N) = (A = 3)2 = Sp(C) = {3}, 3 étant de multiplicité 2.
0 2 5 : :
4. Soit D = 1 9 ,PD(A) = A =22\ +2= Sp(D) = {1 +i,1 —i}.
1 3 4
5. S0it E= |0 2 —1|,pp(A\)=(0-XN(\2—4X+5)= Sp(E)={1,2+1,2 —i}.
01 2

Définition 3.4.1 La trace d’une matrice carrée A, notée tr(A) est la somme de ses éléments diagonauz
Principau.

Théoréme 3.4.1 Soit A une matrice carrée d’ordre k avec les valeurs propres A\i,..., \;. Alors,

k
1. )\1+)\2+...+)\k22)\i:

k
2. M x Mg x .ox A =[N = det(4)

i=1
4 1 1 1
Exemple 3.4.2 Soit B = i le éll i , 3 est une valeur propre de B. Soit v = (a,b,c,d) un vecteur
1 1 1 4
propre associé a A = 3 alors
4-3 1 1 1 a a+b+c+d 0
1 4-3 1 1 b a+b+c+d 0
(B=3hv=1 1 4-3 1 cl  |atbtetd 0
1 1 1 4—-3 d a+b+c+d 0
1 0 0
0 1 0 . o . R
'k 0 et 1 sont trois vecteurs propres linéairement indépendants associés & A = 3. Donc cette
-1 -1 -1

valeur propre de B est d’ordre de multiplicité au moins égal & 3. Comme de plus, tr(B) = 16 = 3+ 3+ 3+,
on en déduit que x = 7 est également valeur propre de B.
3.5 Valeurs propres multiples

On porte notre attention dans ce paragraphe sur un point qui peut remettre en cause le processus de
diagonalisation : les valeurs propres multiples.
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3.5.1 Matrices de format 2 x 2 non diagonalisables

Considérons les matrices A = (_41 ;) et B = <g g) Ces matrices admettent toutes les deux une

valeur propre double \ = 3.
— Un vecteur propre de A est une solution v de ’équation

(A= 30w = (_11 _11> (ZD - <8>

v . . . . 1
1> est une solution de ce systéme si et seulement si ¢’est un multiple de (_1>.

Un vecteur <
(%)

Pour B, (B—A)v = <8 8) <zl> Donc tout couple de vecteurs linéairement indépendants convient.
2

Ainsi, grace au théoréme 3.3.1, la matrice B est diagonalisable et en fait, on remarque qu’elle est déja
diagonale.
Par ailleurs, il n’y a pas de matrice P qui diagonalise A parce que, toujours d’apres le théoréme 3.3.1, une
telle matrice P devrait avoir pour colonnes des vecteurs propres indépendants de A mais A n’a qu’un seul
vecteur propre.

Une matrice A qui a une valeur propre d’ordre de multiplicité m > 1 mais qui n’a pas m vecteurs propres
linéairement indépendants associés a cette valeur propre est appelée une matrice non diagonalisable. On a le

Théoréme 3.5.1 Soit A une matrice de format 2 X 2 avec deur valeurs propres identiques. Alors, A est
diagonalisable si et seulement si A est déja une matrice diagonale.

Que peut-on faire avec une matrice non diagonalisable? On peut tenter d’arriver & une matrice presque
diagonale (décomposition de Jordan).

4 1 .
) étudiée précédemment, admettant 3 comme valeur

Exemple 3.5.1 Considérons la matrice A = (_1 5

. . 1
propre. Cette matrice admet un seul vecteur propre indépendant v; = <_1>. On cherche alors un vecteur

()= (o)

vo appelé vecteur propre généralisé pour A associé a X = 3, solution de

st e (4 1)) (1)«

Si on prend P = [v] vo] = <_11 [1)), on peut vérifier que

0 -1 4 1 1 1 31
-1 _ _
rrar= (V) (4 2) (L 0)=G6 s)
Théoréme 3.5.2 Soit A une matrice carrée d’ordre 2 avec des valeurs propres identiques A = \*. Alors,

1. soit A a deux vecteurs propres linéairement indépendants associés a \*, auquel cas A est la matrice

AT,

2. soit A a seulement un vecteur propre indépendant vi. Dans ce cas, il existe un vecteur propre généralisé
vy tel que (A — N 1)vy = v1. Si P = [viva] alors

A1
-1 _
par= (3 1)



38 CHAPITRE 3. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

3.5.2 Cas d’une matrice 3 x 3 non diagonalisable

4 2 —4

Exemple 3.5.2 Soit A= |1 4 —3], le polynome caractéristique de A est p(\) = (A — 3)%(2 — \). Les
11 0

valeurs propres de A sont 2 et 3 (de multiplicité 2).

— Pour la valeur propre simple A = 2, ’espace des solutions de

2 2 —4 x 0
(A-2v=|1 2 -3 y|l =10
11 -2 z 0
1
est un espace de dimension 1 engendré par v; = | 1
1
Pour la valeur propre double A = 3, I’espace des solutions de
1 2 —4 T 0
(A=3Iv=(1 1 -3 y] =10
1 1 -3 z 0
2
est un espace de dimension 1 engendré par vo = | 1
1
Il y a donc seulement un vecteur propre indépendant associé & la valeur propre de multiplicité 2. On
a besoin d’un vecteur vs indépendant de vy et vy pour former la matrice de passage P = [vivovs]. On
cherche vs, vecteur propre généralisé associé & A pour la valeur propre A = 3 vérifiant donc (A — 3[)vs =
1 2 —4 x 2 0 1 2 0
e |11 =3 y| = [1]. On peut alors prendre v3 = |1 | donc P = [1 1 1| et P71AP =
11 -3 z 1 0 1 10

O O N
o w o
w = O

Les calculs avec les vecteurs propres généralisés peuvent étre un peu plus compliqués pour des matrices
de format 3 x 3 car on peut avoir une valeur propre A* d’ordre de multiplicité 3 avec seulement un vecteur
propre indépendant v;. Dans ce cas, on calcule vy et v3 tels que

(A—XN1)vg = vy et (A—N1)vz = vo.

A1 0
Si P = [vjvavs] alors PP AP = 0 M\ 1
0 0 M\
3 1 1
Exemple 3.5.3 On considére B= | 1 2 1. Cette matrice admet A = 2 comme valeur propre d’ordre
-1 -1 1

de mulitplicité 3 mais seulement un vecteur propre indépendant v1. On définit vy et v par

{ (A*2I)212 = U1
(A—QI)U3:’U2 '

Ainsi, avec P = [vivaus], P"!BP =

S O N
O N =
N = O
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3.5.3 Résolution d’équations de récurrence avec des matrices non diagonalisables

On se pose le probléme de la résolution du systéme des équations de récurrence z, 11 = Az, quand A est

)(\) )\1*> Le changement

de variables z = PZ fait passer du systéme z,4+1 = Az, au systéme Z,+1 = (P_IAP)Zn.

7 _ Xn+1 _ Al Xn
T Vg 0 A \Y,
Xn+1 = )\Xn + Yn (363)
= { Y1 =AY, (3.6b)

une matrice de taille 2 x 2 non diagonalisable. Choisissons P telle que P~'AP = (

On peut résoudre (3.6b) pour Y, : Y, = c1 A" et substituer cette solution dans la premiére équation
(3.6a) : Xp+1 = AX,, + c1A™. On itére ensuite, & partir de n = 0, pour trouver sa solution générale :

Xo = oo
X, = )\X0—|—61)\0 =Acp + 1
Xy = )\XlJrCl)\l :)\(ACQ+61)+61)\:)\200+261)\

X3 = )\300+361)\2
X4 = )\4CO+361)\2

X, = ANc¢o+ne At
Si on remplace X,, dans I’équation précédente, on a
Xog1 = McoA” +ner A\ + A = oA + (0 + D)er A\ = AX, + Y.

X, . co\" + ncl)\”_l

Yn 01)\n

écrire la solution générale du systéme initial z,41 = Az, soit

cor™ + neyrn !
cyr™

Par conséquent, ( > . On utilise ensuite le changement de coordonnées z = PZ pour

20 = PZ, = [v109] <

& zp = (cor"™ + nclr”_l)vl + c1r"vg. (3.7)

Théoréme 3.5.3 Supposons que A soit une matrice carrée d’ordre 2 avec une valeur propre multiple X\ et
seulement un vecteur propre indépendant vi. Soit vy un vecteur propre généralisé associé a vy et \. Alors la
solution du systéme d’équations de récurrence zp41 = Azy est (3.7).

. 4 1 : .
Exemple 3.5.4 La matrice A = <_ 1 2> est non diagonalisable car elle admet une valeur propre double

. 1 . . .
A = 3 et un seul vecteur propre indépendant vy = (_1). On considére le systéme linéaire d’équations de

récurrence associé a A

{ e 4$n+yn
Yntl = —Tp+ 2y, ’

Grace qu théoréme précédent, la solution générale de ce systéme est

Tp = 3"+ c1(n3 4 37)
Yn = —Co— cn3n1 '

Généralisons maintenant le théoréme 3.5.3 en dimension 3 : soit le changement de variable z = PZ alors

Xnt1 Tn+1
Woit = | Your | = (P7YAP)W,, = TW,,. En effet, si w11 = | Yns1 |, on a wpi1 = Aw, & PWyy =
ZnJrl Zn+1

APW,, < Wy = PTYAPW,



40 CHAPITRE 3. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

A 10 X
= Wn+1 = 0 )\1 0 Yn
0 0 X Zn

Xpi1 =MX, +Y, (3.8a)
<~ Y1 = MY, (3.8b)
Zn+1 = )\QZn (38(3)

(3.8¢) & Z,, = Ay Zy. Ensuite, (3.8b) < Y,, =AY} et enfin, dans (3.8a), X411 = M X, + A7Y0. Or

Xo = ¢, Yo=01
X, = )\100+)\(1)01:)\100+01

X, = )\71100_}_”61)\?71

Dans (3.8a), on a X,,11 = A" g + (n 4 1)c1 A}, Par conséquent,

X, Afeo + ncl)\?fl co
Y, | = Ny —1 ey
Zn )\302 Co

En utilisant ensuite le changement de coordonnées z = PZ, on obtient

Xn Co
wy, = PW,, = [vivous] | Yy | = [v1vews]T™ [ 1 | = PT"P~ 1wy
Zn C2

= (Alco + nclA?fl)vl + APcivg + ABegus ol ¢g = Xo = P lag.

3.5.4 Exercice récapitulatif (corrigé)

Déterminer la solution du systéme linéaire

Tny1 = 2Tp+Yn
Yn+1l = Yn — Zn
Zn+l = 2yn + 4z,
pour des conditions initiales données.
Correction.
21 0
La matrice associée au systéme est A= [0 1 —1|. Déterminons le spectre de A.
0 2 4
2—A 1 0 1\ —1
0 1-x -1 :(2—)\)‘ 5 4_1 ‘:(2—)\)()\2—5/\+6):(2—/\2)(3—)\).

0 2 4—- A

Donc Sp(A) = {2,3} ou 2 est une valeur propre de multiplicité 2. Déterminons maintenant les sous-espaces
propres associés.

e Bh={X¢€ R3/AX =2X} avec X = (x,y, 2).

y = 0 reR
AX =2X & —y—z = 0 ¢ y=0
2042z = 0 z=0

donc en choisissant = = 1, v1 = (1,0,0) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A = 2.
Comme dim(E2) # 2, A n’est pas diagonalisable.
Recherchons un vecteur propre généralisé. On cherche v = (z,y, z) tel que
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y = 1 reR
(A-2)vu=v1 ¢ —y—2z = 0 & y=1
2042z = 0 z=-1

Ainsi, vo = (z,y,2) = (z,1,—-1) = 2(1,0,0)+(0,1, —1). En choisissant = 0, on obtient vy = (0,1, —1).
o F3={X ¢ R3/AX =3X} avec X = (x,y,2).

—z+y = 0 r=y
AX=3X&s(¢ 2y—2z = 0 & yeR
2042z = 0 z=—2y
donc en choisissant y = 1, v3 = (1,1, 2) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A = 3.
1 0 1 210
Donc,si P=[vyvv3]=[0 1 1 |etT=1|0 2 0] alors P 'AP=T < A= PTP~'. Ainsi, en
0 -1 -2 0 0 3
1 1 1
vérifiant que P~1= [0 2 1
0o -1 -1

1 0 1 on pon—l 1 1 1
An=[(0 1 1 0 on 0 0o 2 1
0 -1 -2 0 0 3n 0 -1 -1

D’ou la solution en fonction des conditions initiales car X,, = A" X} :

2, = 02" +yo((n+1)2" — 3") + 20((2 + n)2" "' — 3")
Yp = y0(2n+1 — 3”) + Z0(2n - 3”)
Zn = Yoh2 x 3" —2"HL) 4 25(2 x 3" —27)

3.6 Processus de Markov

Dans ce paragraphe, on introduit une application importante des valeurs propres et vecteurs propres a
des problémes économiques : la solution des processus de Markov.
On travaille avec un processus dynamique dans lequel le temps est traité comme une variable discréte, ainsi
la dynamique est donnée par des équations de récurrence. Supposons que le processus sous-jacent a I’étude
puisse étre décrit par un nombre fini d’états Sq,...,Sk. A chaque période le systéme se situe en un et
seulement un de ces k états.

Définition 3.6.1 Un processus stochastique est une régle qui donne la probabilité que le systéme ou un indi-
vidu dans ce systéme soit dans l’état i au temps n+ 1, connaissant les probablités d’étre dans les divers états
auz périodes précédentes. Celte probabilité pourrait, en principe, dépendre de l'intégralité de ’histoire anté-
rieure du systéme qui correspond aux états qui ont été réalisés aux périodes 1,2,...,n. Quand la probabilité
du systéme, pour tout état i et au temps n + 1, dépend seulement de ce qu’était ’état du systéme au temps
n, le processus stochastique est appelé un processus de Markov. Pour un processus de Markov, seulement le
passé immeédiat a de l"importance.

Les éléments-clés d’un processus de Markov sont :

1. la probabilité z*(n) que I’état i survienne a la période n, ou alternativement, la fraction de la population
qui est dans I’état ¢ a la période n et

2. les probabilités de transition m;;, ou m;; est la probabilité que le processus soit dans 1'état ¢ a la
période n + 1 g’il est en ’état j au temps n.

La matrice dans laquelle on place les probabilités de transition est appelée matrice de transition ou
matrice stochastique ou encore matrice de changement d’états :

M =
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On remarque que ces probabilités sont écrites de fagon a ce que les premiers indices caractérisent la période
suivante et les seconds indices la période actuelle. En termes probabilistes, m;; est la probabilité (condition-
nelle) que le systéme soit en I'état ¢ a la période suivante, sachant qu’il se trouve en I’état j a cette période.
Compte tenu de son état a la période actuelle, le systéme évolue vers un et un seul état a la période suivante.
Par conséquent, la somme des termes m;; par rapport a ¢ doit étre égale & 1; ce qui revient & dire que la
somme des éléments de chaque colonne de la matrice doit étre égale a 1. Comme on définit une matrice de
Markov comme étant toute matrice non négative (m;;) dont la somme des éléments de chaque ligne ), m;;
est égale a 1, c’est la transposée de M qui est une matrice de Markov.

Nous supposons que les probabilités m;; sont fixées et indépendantes de n. Pour décrire cette hypothese, nous
disons que le processus est temporellement homogéne ou que les probabilités de transition sont stationnaires.
Pour révéler la dynamique sous-jacente d'un processus de Markov, supposons que 2/ (n) soit la fraction de la
population de taille NV qui est en 1’état j a la période n. Alors, le nombre total des membres de la population
en ’état 7 a la période n. Alors le nombre total des membres de la population en I'état j & la période n est
27 (n)N. Par hypothése, m;;z7 (n) N de ces membres seront dans 1'état i a la période (n+1). Le nombre total
des membres de la population dans I'état i a la période (n + 1), 2°(n + 1)N, est la somme par rapport a j
de ces nombres correspondants aux membres qui passent de I'état j & I'état ¢ :

k
r'(n+1)N = Zmijxj(n)N pour tout i =1,...,k
j=1

ou, en notation matricielle, aprés avoir divisé par N,

wl(n+1) My ... Mig zl(n)
] (39)

zk(n 4+ 1) ME1r .. Mik zk(n)

ce qui donne x(n + 1) = Mx(n). Le systéme d’équations (3.9), dans lequel M? est une matrice de Markov,
est appelé un systéme de Markov ou processus de Markov stationnaire.

Exemple 3.6.1 Considérons le modeéle d’emploi suivant. Chaque personne dans la population est soit em-
ployée soit sans emploi. Les deux états de ce modeéle sont « étre employé » et « étre sans emploi ». Soit z!(n)
la fraction de la population étudiée qui est employée a la fin de la période n et 22(n) la fraction sans-emploi.
Supposons qu’une personne employée a une probabilité de 90% de rester employée a la période suivante (et,
par conséquent, une probabilité de 10% de se retrouver sans emploi a la période suivante), et qu'une personne
sans-emploi a une probabilité de 40% (et, par conséquent, 60% de chance de rester sans emploi).

En déduire le taux de chémage a long terme.

Correction.
Les évolutions sont retracées par :

Ut = ot = () =00 60 () om0

Une valeur propre du systéme est A = 1. En utilisant le résultat de la trace, nous concluons que 'autre valeur

! > Ainsi, la

. . 4
propre est A = 1,5 — 1 = 0,5. Les vecteurs propres associés sont respectivement <1> et (_1

solution générale du systéme (3.10) est

@;EZD - (Lll> Ve (—11> 0,5 (3.11)

Puisque 1" =1 et que lirf 0,5™ = 0, dans le long terme, la solution générale (3.11) du systéme de Markov
n—-—+0oo

(3.10) tend vers wy = ¢; (le

santes est égale a 1, prenons ¢; égal a 1/5 c’est-a-dire I'inverse de la somme des composantes de wi. On en

>. Comme w; devrait étre un vecteur de probabilité dont la somme des compo-



3.6. PROCESSUS DE MARKOV 43

4/5
1/5
conduisent au taux de chomage de long terme de 20% pour cette population.

déduit que la solution du systéme (3.10) tend vers ( ) quand n tend vers 'infini et que nos hypothéses

Il existe beaucoup de résultats généraux concernant les processus de Markov que ’analyse de cet exemple
illustre :

1. A1 = 1 est toujours une valeur propre de la matrice de Markov sous-jacente, cela est aussi vrai pour sa
matrice transposée.

2. Pour une matrice de format 2 x 2, la trace, qui correspond a la somme des valeurs propres, est toujours
une nombre compris entre 0 et 2. Par conséquent, la seconde valeur propre\s prend une valeur comprise
entre —1 et +1.

3. Si a;; < 1, alors les éléments de (A — 11) ont les signes (_T_ +>. Ainsi, la valeur propre Ay = 1 a

un vecteur propre wi dont tous les éléments sont positifs. Ce vecteur propre peut servir de vecteur de
probabilité v; en divisant chaque composante de w; par la somme des composantes de wj.

4. La solution générale est 1"vy 4+ caA\jve. Puisque A3 tend vers 0 quand n tend vers +o0, chaque solution
tend vers v1. En particulier, les composantes de v; donnent la distribution de long terme des états.

Ces quatre propriétés restent valables pour une large classe de processus pour lesquels la matrice de transition
ou au moins une puissance de la matrice de transition a toutes ses composantes strictement positives.

Définition 3.6.2 Soit M une matrice de Markov définie comme une matrice non négative dont la somme
des éléments de chaque ligne est égale a 1. Alors, M est appelée une matrice de Markov régquliére si M" a
seulement des éléments positifs pour un entier r. Dans ce cas, si v = 1, c’est-a-dire si chaque élément de M
est positif, M est appelée une matrice positive.

Théoréme 3.6.1 Soit M une matrice de Markov réguliére. Alors,
1. 1 est une valeur propre de M d’ordre de multiplicité 1,
2. toute autre valeur propre X\ de M satisfait |\| < 1,
3. la valeur propre 1 a un vecteur propre associé wi avec des composantes strictement positives et

4. 81 nous motons vy le vecteur wy divisé par la somme de ses composantes, alors vi est un vecteur de
probabilité et chaque solution x(n) de x(n+ 1) = Mx(n) tend vers v1 quand n tend vers +00.

Exemple 3.6.2 Supposons que les familles francaises soient classées comme
— urbaines,
— suburbaines,
— rurales,
et que chaque année :
— 20% des familles urbaines se déplacent en banlieue et 5% vont a la campagne,
— 2% des habitants des banlieues se déplacent dans les zones urbaines et 8% vont dans les zones rurales,
10% des familles rurales migrent dans les zones urbaines et 20% vont en banlieue.
Etudier, a long terme, les déplacements des familles.

Correction.
Soient U,, S, et R, les fractions de la population classée, respectivement a 1’horizon de n années. Alors, on
obtient le systéme :

Upin 0,75 0,02 0,1\ /U,
Seaei | =102 09 02][s,]. (3.12)
Roi1 0,05 0,08 0,7/ \R,

La matrice A du systéme admet pour valeurs propres 1; 0,7 et 0,65 donc A est diagonalisable. Les vecteurs
propres associés sont respectivement
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2/15 8 1
10/15 |, | =5 et [ O
3/15 -3 ~1

La solution générale du probléme est alors donnée par

U, 2/15 8 1
S| =ci [10/15 | x 1"+ eo [ =5] x 0,7 +¢c5 | 0 ] x 0,65 (3.13)
R, 3/15 -3 -1
Puisque 1" =1et lim 0,7" = lim 0,65" = 0, dans le long terme, la solution générale (3.13) du systéme
n——4o00 n—400
2/15
de Markov (3.12) tend vers wy; = ¢1 | 10/15 | quand n tend vers U'infini. Comme w; devrait étre un vecteur
3/15

de probabilité dont la somme des composantes est égale & 1, on prend ¢; égal a 1. On en déduit qu’a long
terme, 2/15 de la population vivra dans les villes, 2/3 en banlieue et 1/5 a la campagne.

3.7 Exercices

9 a
b 9 )
Préciser selon les valeurs de a et b les cas ou C' est diagonalisable dans R.

Soient a et b dans R. On considére la matrice C' =

Exercice 28| On considére les matrices suivantes :

—7 —36 28 0 -3 -1
A= 6 23 —14 |etB=| -6 0 -2
4 14 -9 7T 3 4

Pour chacune d’elle, préciser si elle est diagonalisable danns R. Si oui, la diagonaliser et donner la matrice
de passage. Si non, justifier.

Exercice 29| Donner la condition nécessaire et suffisante pour que A donnée par

1 a b c
0 1 d e
A= 0 0 2 f
00 0 2
soit diagonalisable dans R.
0o 2 -1
1. Diagonaliser M = 3 =2 0 dans R en donnant la matrice de passage P telle que M ~'PM
-2 2 1
soit diagonale.
1 4 =2
2. Montrer que N = 0 6 —3 | n’est pas diagonalisable dans R.
-1 4 0

Soit A une matrice dans Ma(R) telle qu’il existe P inversible dans M(R) avec P~1AP =

(01)
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1. SOit01:P< 1

2. Donner une équation liant Co = P < (1) >, Ci et A.

3. Soit A = ( _41 _31 ) Trouver Cy et Cy comme ci-dessus.

-6 5 3
Soit la matrice A définiepar A= | —8 7 4
-2 11

1. Déterminer les valeurs propres de A.

2. Vérifier que A n’est pas diagonalisable.

0 > Montrer que C; est un vecteur propre de A. Pour quelle valeur propre ?

3. Déterminer la décomposition A = A+ N ou A est diagonalisable et N est nilpotente avec A.N = N.A

Exercice 33| Dans chacun des cas suivants, calculer les valeurs propres de A :

3 =2
)
1

1
2o (1)
5 1
vo= ()
3 —1 1
4. D=(0 2 0],
1 -1 3
5 -1 1
5 E=1-1 1 =3
1 -3 1
. ) . 31
Soit la matrice A = 9 4]

1. Calculer les valeurs propres de A.
2. Déterminer les vecteurs X = (;) tels que

(a) AX =5X,
(b) AX =2X.

Vérifier que X; = <;> est solution de (a) et Xy = <_11

> eSl SOlutlon de (b).
C 2 o

(a) Montrer que P est inversible et calculer I'inverse de P.
(b) Calculer P~1AP.

4. Calculer A™ pour n entier naturel non nul.

2 0 4

Exercice 35| Soient la matrice A= |3 —4 12| et les matrices colonnes suivantes :

1 -2 5
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4 4 2
Xi=(3].X=10] Xx;=11
2 —1 0

1. Calculer AXy, AX5 et AX3. Que peut-on en déduire ?
2. A est-elle diagonalisable ?

3. A est-elle inversible ?

Calculer les valeurs propres de la matrice A dans les cas suivants, dire si A est diagona-

lisable :

1 4 6
1. A=10 2 5],
0 0 3
1 3 5
2.B=10 0 4
0 0 2
1 0 1
3.C=10 3 0
1 01
-4 —6 0
Soit la matrice A =1 3 5 0
3 6 5

1. Calculer les valeurs propres de A.
Vérifier que le spectre de A est {—1;2;5}. A est-elle diagonalisable ?

x
2. Déterminer les vecteurs X = | y | tels que :
z
(a) AX =—-X,
(b) AX =2X,
(c) AX =5X.

3. Déterminer une matrice P inversible telle que P~'AP soit une matrice diagonale D.

4. Calculer A™ pour n entier naturel non nul.

3 —1 1
Soit la matrice A= 10 2 0
1 -1 3

1. Calculer les valeurs propres de A.

2. Déterminer les vecteurs propres de A. En déduire que A est diagonalisable.

Soit la matriceA:<11 (2)).

1. Calculer les valeurs propres de A. En déduire que A est diagonalisable.

2. Déterminer les vecteurs propres de A.

3. Diagonaliser A en précisant la matrice de passage P.

4. Soient les suites (Uy) et (V) définies par Uy = 1, Vj = 1 et pour tout entier n

Un+1 = _Un+2vn
VnJrl = Un .



3.7. EXERCICES 47

Veérifier que <Vn+l) =A <Vn>

5. Calculer U,, pour tout entier n.

3 enfants A,B,C jouent avec une balle.

Lorsque A a la balle, la probabilité pour qu’il 'envoie a B est 0,75 et la probabilité pour qu’il 'envoie
a C est 0,25.
— Lorsque B a la balle, il I'envoie respectivement & A ou a C avec la probabilité 0,75 et 0,25.
— C envoie toujours la balle & B.
On désigne par A,. By, C, les probabilités qu’a I'issue du n'*™® lancer, ce soit A, B ou C qui ait la balle.

1. Montrer qu’il existe une matrice carrée M d’ordre 3 telle que :

An+1 An
Bn+1 =M | B,
Cn—l—l Cn

Déterminer les valeurs propres de M et les vecteurs propres associés.
En déduire que M = P~'DP, ot D est une matrice diagonale et P une matrice que I'on déterminera.
Calculer M™.

Calculer les limites & l'infini des probabilités A,,, B, et C,,.
On vérifiera que ces limites sont indépendantes de 'enfant qui avait la balle au début du jeu.

ANl

Exercice 41| Dans les cas suivants, déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice
A. Dire si A est diagonalisable.

3 =2

Las(3))

1 1

2m- (1)

3 1

so- ()
79 0

Soit la matrice A= | -6 8 0

-6 6 2

1. Calculer les valeurs propres de A. On vérifiera que le polynome caractéristique s’écrit(\ + 1)(A — 2)?
et que la somme des valeurs propres est égale a la trace de A.

2. Déterminer les vecteurs propres de A. En déduire que A est diagonalisable.

3. Donner une matrice D diagonale et une matrice P, inversibles, telles que D = P~ AP.

Probléme : De combien de facons peut-on vider un tonneau de n litres avec un pot de 1
litre et un pot de 2 litres?
Il est nécessaire de bien s’entendre sur la signification du probléme. Ainsi un tonneau de 3 litres peut étre
vidé en prélevant 1 litre puis 2 litres, ou bien 2 litres puis 1 litre, ou bien 3 fois 1 litre. Ces 3 fagons seront
considérées comme différentes.
Soit U,, le nombre recherché.

1. Vérifier que Uy = 1 et Uy = 2. Calculer Us.
2. On admettra que la suite (U,,) vérifie la relation : Up4o = Upy1 + Up,.

(a) Déterminer la matrice A telle que : <Un+1> =A ( Un >
Un+2 Un+1

(b) Montrer que A est diagonalisable.
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¢) Déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que D = P lAP
g q
d) Calculer A our n entier naturel non nul.
p

(e) En déduire U, en fonction de n.

Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables ?

1 o 0 O
01 a O
LoA= 00 1 «f’
0 0 0 1
01 11
1011
2. B= 11 01
1 1 1 0
1 -1 2 =2
. . . 0 0 1 -1
Soit la matrice A = 1 —11 o0
1 -1 0 1
1. Soient X7 =(1,1,0,0) et X5 =(0,0,1,1).

Calculer AX; et AX5. En déduire que 0 et 1 sont 2 valeurs propres de A.
2. Déterminer le sous-espace propre associé a la valeur propre (. Préciser sa dimension.

3. On admet que 0 est une valeur propre double. La matrice A est-elle diagonalisable ?

-4 —6 0
Soit la matrice A= | 3 5 0
3 6 5

1. Calculer les valeurs propres de A.
Montrer que A est diagonalisable puis diagonaliser A, c¢’est-a-dire trouver une matrice diagonale D et
une matrice P inversible telles que A = PDP~!,

2. Calculer A™.

3. Soient les suites (uy,), (vy) et (wy,) définies par leurs premiers termes ug, vg, wo et les relations suivantes :

U, = —dup_1 —6vy1
Up = Bup—1+OSvp1
Wy, = BUp—1 + 6vp_1 + dwp_1

Calculer u,,, v, et wy, en fonction de n et de ug, vy, wg.



