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Chapitre 1

Introduction. Rappels

1.1 Motivations

La diagonalisation d’une matrice, lorsqu’elle est possible, permet d’obtenir une matrice diagonale sem-
blable & la matrice initiale, c’est-a-dire qu’il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P
(det(P) # 0) telles que A= PDP~L.

1 00 010
Exemple 1.1.1 Soit A= [0 1 2. On peut alors montrer que A = PDP~ ' avec P = [2 0 1] et
0 0 2 1 00
200
D=0 10
0 0 1

1. Calculons tout d’abord l'inverse de P : il y a deux facons de présenter les choses, les tableaux et
les systémes (ou les matrices). Pour inverser une matrice, il faut avant tout étre certain qu’elle soit
inversible, c’est a cela que sert le déterminant (qu’on verra plus en détails dans le chapitre 2).

Pour une matrice d’ordre 3, on utilise la régle de Sarrus :

0 1 0
2 1
1 0 0 |=0+0+1)—(0+0+0)=1%£0.
0 1 0
2 0 1

La matrice P est donc inversible et on peut par conséquent déterminer P~1. On rappelle que l'inverse
d’une matrice (carrée) vérifie les propriétés suivantes :

PP l=plpP=1 (1.1)
ou
— “” est la multiplication matricielle (non commutative),
1 00
— I est I’élément neutre pour les matrices soit I = 0 1 0 | en dimension 3.
0 01

Inverser P revient donc & trouver P~! telle que (1.1) soit vraie.

1l existe plusieurs méthodes dont les deux suivantes :

— Les tableaux : on travaille sur les lignes de P & ’aide de combinaisons linéaires spécifiques qui sont
appliquées simultanément & I. Une fois la matrice P transformée en I, I s’est quant a elle transformée
en P71
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0 1 0 1 0 0] (L)< (L) 1 0 0 0 0 1| (Ly)
2 0 1 0 1 0| (L)<= (Ly) =0 1 0 1 0 0] (Le)
1 0 0 0 0 1| (L3)<(L9) 2 01 0 1 0| (Ls)< (L3)—2(L1)
1 00 : 0 0 1 00 1
<o 1 0 1 0 0 |Ontrouveainsi P1=1| 1 0 O
01 —
0 0 1 0 1 -2
010 00 1 1 00
Vérification : PP~™'=| 2 0 1 |.| 1 0 010 |L
100 0 1 —2 0 01
On trouve de méme P~'P = I, ce qui prouve que P~! est bien l'inverse de P.

— Les systémes : On résout le systéme matriciel Pz = y avec z et y deux vecteurs quelconques de R3.
Soient donc = = (z1, 22, 3) et y = (y1,Y2,¥3)-

01 0 I Y1
Pr=y< |2 0 1 o | = | yo
1 0 0 T3 Y3
T2 = MW 1y = Y3
& 201 +x3 = Y2 & T2 = 1
T = Y3 T3 = Y2 —2y3
I 0 0 1 Y1
S lz| =1 0 0 yo | © =P .
I3 01 -2 Y3

L’inverse d’une matrice trouve son intérét essentiellement dans 'inversion de systémes linéaires. Sup-
y=4 (L)< (L3)
posons qu’on ait a résoudre le systéme (S){ 2x+2=05 (Lg) < (L1)

(
r=206 (Lg) = (Lg)

(a) On peut utiliser la méthode du pivot de Gauss :

X =6 (Ll) =6
(9) & y =4 (L») & =4
2x +z =5 (Lg) (Lg -2 L1 =-7
(b) On utilise 'inverse de la matrice exprimant (5). Le systéme (S) peut en effet se réécrire
010 T 4
2 0 1 y | =15
100 z 6
SPX=besP'PX=PYbeIX=P'beX=P
z 0 0 1 4 6
sy |l=(10 o0 5 | = 4
z 0 1 -2 6 -7

L’avantage de (a) est qu’on n’a pas a calculer explicitement I'inverse de P (méme si on reconnait des
opérations semblables apparaissant dans le calcul de I'inverse). Par contre, pour chaque second membre
différent, il y a une résolution différente.

L’avantage de (b) pallie inconvénient de (a), le seul défaut étant le calcul explicite de P~1, qui n’est
pas toujours indispensable.

. Retour a 'exemple. Maintenant qu’on dispose de P~!, calculons le produit matriciel PDP~! :

010 2 00 0 0 1 010 0 0 1 100
2 01 010 1 0 O =14 01 1 0 O =012 ]=A4
1 00 0 01 01 -2 200 01 -2 0 0 2

(on rappelle que le produit matriciel est associatif c’est-a-dire que PDP~! = (PD)P~! = P(DP™1)).
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Quels sont les intéréts de la diagonalisation ? Outre le fait que A se décompose comme un produit de
trois matrices dont l'une est diagonale, la diagonalisation propose les attraits suivants :
— La puissance n-iéme de A devient trés simple & calculer. Par exemple,
A% = (PDP~ Y5 = (PDP~Y)(PDP~Y)(PDP Y (PDP~ Y (PDP~!) =
PD(P~'P)D(P~'P)D(P~'P)D(P~'P)DP~' = P(DDDDDD)P~! = PD°P~!,
Comme D est une matrice diagonale, D% est trés simple a calculer.

0 1 0
— Les vecteurs colonnes de P soit [ 2 |, | 0 | et 1 | sont appelés les vecteurs propres de A. Les
1 0 0

coefficients {2,1,1} de D sont appelés les valeurs propres de A. Les valeurs propres et vecteurs propres
jouent un role prépondérant dans de nombreux aspects de la théorie économique puisqu’ils constituent
les éléments des solutions explicites des modéles linéaires dynamiques.
En outre, les signes des valeurs propres déterminent la stabilité de 1’équilibre dans les modeéles dyna-
miques non-linéaires.
Ces signes sont également ’élément clé pour déterminer la nature d’une matrice symétrique. Par consé-
quent, ils jouent un réle central dans les conditions du second ordre qui distinguent les maxima des
minima dans les problémes économiques.
Conclusion de l'introduction : les valeurs propres d’une matrice de format n x n sont les n nombres qui
résument les propriétés essentielles de cette matrice.

Connaigssances essentielles :
— mise en place d’un systéme linéaire,
— résolution par la méthode de Gauss-Jordan,
— traduction matricielle,
— produit matriciel (procédure, propriétés du produit, élément neutre, inverse)
On rappelle ci-dessous les notions fondamentales utiles pour ce cours sur la diagonalisation.

1.2 Rappels d’algébre linéaire

1.2.1 Notions de bases

Définition 1.2.1 Un tableau rectangulaire de la forme ci-dessous

ai;p a2 ... Qaip

a1 a2 ... G2p
A =

Gpl Aap2 ... Gpp

de n X p nombres (réels) disposés selon n lignes et p colonnes (n > 0,p > 0) est appelée une matrice de format
n X p. L’élément a;; € R de la matrice se trouve a l'intersection de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne.
La matrice A s’écrit également sous la forme A = [a;;] aveci=1,...,n et j =1,...,p. Une matrice ayant
n lignes et p colonnes est appelée matrice (n,p) ou n X p.

Définition 1.2.2 Le couple (n,p) est appelé la dimension de la matrice.

Définition 1.2.3 Une matrice de dimension (n,1) est une matrice colonne.
Une matrice de dimension (1,p) est une matrice ligne.

Notation : L’ensemble des matrices de dimension (n,p) est noté M,, ,(R).

Exemple 1.2.1 Soit A = alors A a pour dimension (3,2), et par exemple aj2 = 3, ag; = 1.

o N
SN W
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Définition 1.2.4 Soient B’ = {€i’,&/,...,6,'} la base canonique (BC) de R"™ et B' = {€1,63,...,6,} la
base canonique de RP. Soit A = [a;;] une matrice de dimension (n,p). Alors
- G=>7r akje_;;' est le j-ieme vecteur colonne extrait de A, c’est un vecteur de R™ dont les coordonnées
sont (alj, agjy .- -, anj).
- l: = 22:1 a;p€ est le i-ieme vecteur ligne extrait de A, c’est un vecteur de RP dont les coordonnées
sont (ail, Ai2y .« -« ,aip).

Exemple 1.2.2 Soient A = , B ={é' 6’ €3’} 1a BC de R3, B = {¢1,é5} la BC de R2. Alors

=N
SN W

i =26 +46' + €3, & =361’ + 265
ll 2634—363, lg :46_i+2€_ﬁ, 13263.

1.2.2 Opérations sur les matrices

Définition 1.2.5 - Addition de deuz matrices
Soient deuzr matrices A = [a;j] et B = [bi;] toutes deuz de dimension (n,p). On additionne terme a terme
pour obtenir

A+ B = [aij + bij

de dimension (n,p).

D

2 3 1 2
Exemple 1.2.3 Soient A = | 4 2) t B=10 1].O0n a alors
10 1 4

2 3 1 2 241 342 3 5
A+B=[4 2] +|0 1| =14+0 2+1|=1[4 3
10 1 4 141 0+4 2 4

Propriété 1.2.1 Soient A, B et C trois matrices de dimension (n,p) et 0 la matrice (n,p) dont les éléments
sont tous égauz a 0. Alors

1. (A+B)+C = A+ (B+C) (associativité),
2. A+ 0= A (élément neutre),

3. A+ (—A) =0 (opposé),

4. A+ B = B+ A (commutativité).

Remarque 1.2.1 L’opposé¢ de A est défini par —A = [—a;j]. Par exemple, si A = (Z Z) alors —A =

—a —b
—c —d)’
Définition 1.2.6 - Mutliplication d’une matrice par un scalaire

Soient A = [ai;] une matrice de dimension (n,p) et A € R. On définit la matrice NA comme matrice dont
tous les coefficients sont multipliés par X : NA = [Xaj;]. AA est aussi de dimension (n,p).

2 3 2 3 3x2 3x3 6 9
Exemple 1.2.4 Soient A= |4 2] etA=3. Alors \A=3[4 2| =|3x4 3x2|=[12 6
10 10 3x1 3x0 3 0

Remarque 1.2.2 L’opposé de A vérifie —A = (—1)A.
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Propriété 1.2.2 Soient A et B deur matrices de dimension (n,p) et \, u deux réels.
1. M(A+ B) = A+ \B,
2. AN+ pu)A =X A+ puA,
5. (A A = A(pA),
4. 1xA=Aet0Ox A=0.

Définition 1.2.7 - Multiplication de matrices
Soient A = [ai;] une matrice (n,p) et B = [b;;] une matrice (p,q) le produit des deux matrices C = AB a
pour dimension (n,q) et s’écrit :

P
C = [cij] avec cij :Zaikbkj pouri=1,....,netj=1,...,q
k=1

Remarque 1.2.3 Le produit de deux matrices n’est réalisable que si le nombre de colonnes de A (la matrice
a gauche) est égal au nombre de lignes de B (la matrice a droite).

. 2 1 —4 2 : s (-8 6
Exemple 1.2.5 Soient A = (1 4> et < 0 2). Le produit AB est réalisable et AB = (_4 10).

Remarque 1.2.4 En général la multiplication de deux matrices n’est pas commutative :
— Si AB existe, BA n’existe pas forcément.
— Si BA existe alors généralement AB # BA.

Propriété 1.2.3 Soient A(n,p), B(p,q), C(q,s), D(p,q) et E(q,n).
1. (AB)C = A(BCQC) (associatiité [matrice de dimension (n,s)]),
2. A(B+ D) = AB + AD (distributivité a gauche [matrice de dimension (n,q)/),
3. (B+ D)E = BE + DE (distributivité a droite [matrice de dimension (p,n)/).

Définition 1.2.8 - Transposition de matrice

ai; a2 ... Gip
) az; a2 ... azp ) . . ¢ ‘ )
Soit A = , o . la matrice transposée de A notée A* (ou 'A) est la matrice obtenue en
Gpl aAn2 ... GOpp

écrivant les lignes de A en colonnes :

ailr az1 ... Qapi

a2 agy ... QAap2
Al =

alp agp e anp

Si A a pour dimension (n,p) alors Al a pour dimension (p,n).

2 4 1
Exemple 1.2.6 Soit A = . La matrice transposée de A est égale a A = < >

320

o N
O N W

Propriété 1.2.4 Soient A(n,p), B(n,p), C(p,q) trois matrices et soit A € R, alors
(A+B)t = Al + B,
2. (A =
3. (AA) = /\At
4. (AC)t = CtAL,
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1.2.3 Matrices carrées, matrices élémentaires

Définition 1.2.9 Une matrice dont le nombre de lignes est égal au nombre de colonnes est appelée matrice
carrée. Si elle a pour dimension (n,n), on dit alors qu’elle est d’ordre n.

Rappelons que ’addition et la multiplication de matrices ne sont pas définies pour des matrices quel-
conques. Cependant, si on considére uniquement des matrices carrées d’ordre n donné, alors les opérations
d’addition, de multiplication par un scalaire, et de transposition sont définies et leurs résultats sont encore
des matrices carrées d’ordre n.

Définition 1.2.10 On appelle diagonale (ou diagonale principale) d’une matrice carrée d’ordre n, les élé-
ments aii, a9, ...,a,, de la matrice.

Définition 1.2.11 Une matrice carrée D = [d;;] est dite diagonale si tous ses éléments non diagonauz sont
nuls. Une telle matrice est fréquemment notée D = diag(di1,da, ... ,dn,) ot certains ou tous les scalaires
di; peuvent étre égauz & 0.

Définition 1.2.12 Une matrice carrée d’ordre n ne comportant que des 1 sur la diagonale principale et des
0 partout ailleurs, est notée I, et est appelée matrice unité ou matrice identité.

Propriété 1.2.5 Quelle que soit A(n,p), AL, = I,A = A.

Propriété 1.2.6 La matrice M\, pour tout A € R, est appelée matrice scalaire. C’est la matrice diagonale
dont les éléments diagonauz sont tous égauz a .

Remarque 1.2.5 On parle de matrice scalaire car elle joue le méme role que celui d’un scalaire dans la
multiplication d’une matrice par un scalaire : A(Al,) = (Al,)A = \A.

Définition 1.2.13 Une matrice carrée A, d’ordre n, est dite inversible ou non singuliére, s’il existe une
matrice carrée B d’ordre n telle que AB = BA = I,,. Une telle matrice B est unique, d’ordre n. On 'appelle
matrice inverse de A et on la note A",

Remarque 1.2.6 La relation précédente est symétrique, c’est-a-dire que si B est 'inverse de A alors A est
Iinverse de B.

Définition 1.2.14 Une matrice carrée est dite symétrique si et seulement si A = A. Autrement dit si
Vi # j, aij = ajj.

Définition 1.2.15 Une matrice triangulaire est une matrice carrée dont les éléments au dessous (ou au
dessus) de la diagonale principale sont tous nuls.

1.3 Quelques matrices usuelles

1.3.1 Matrices de commandes et des prix

Pour un consommateur susceptible d’acheter n produits P, Ps, ..., P,, chacune de ses commandes cor-
respond & un vecteur C' d’ordre n, soit C = (x1,...,2,) ol x; désigne la quantité (par exemple le nombre
de kilos) du produit P;. La quantité totale de tous les produits achetés par la commande C' est donnée par

1

1
Pexpression matricielle (xg ... xy,)

1
Si la commande C' est doublée, on obtient la commande 2C, définie par le produit du vecteur C' par le scalaire
2.
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Si on globalise deux commandes C7 et Ca, on obtient la commande C7 + Cy, qui est la somme vectorielle des
deux vecteurs C7 et Cs.

Si on s’occupe a présent du prix total & payer pour une commande C' = (z1,...,2y) et si le prix unitaire
du produit P; vaut p;, le montant global a payer pour C est donné par le produit scalaire C*P ou P est le
vecteur d’ordre n dont les composantes sont les p;.

Cet exemple simple montre que toutes les opérations fondamentales de I'algébre vectorielle sont naturelles.
Son adaptation au cas de plusieurs consommateurs permet d’illustrer les principales opérations de I’algébre
matricielle.

Supposons par exemple que 3 clients puissent acheter 4 produits. Pour fixer les idées, on considére une
commande définie par la matrice

C:

N W Ot

2
0
1

(G20 NIt

1
3
0

les lignes étant relatives aux personnes et les colonnes se rapportant aux biens. Les quantités globales (des
4 produits) achetées (par les 3 personnes) sont rassemblées dans un vecteur colonne d’ordre 3 (chaque ligne

1 12
se rapportant a un client) obtenu en effectuant le produit matriciel C | 1 | = | 8 |. De méme les quantités
1 8

de chaque produit réellement commandées sont fournies par un vecteur ligne d’ordre 4 (chaque colonne se
rapportant a un bien), qui est le résultat du produit matriciel (1 1 1)C = (10 3 11 4). Pour doubler la
commande C| il suffit de considérer la matrice 2C.

De la méme maniére, I’addition de deux commandes, résumées par les matrices C7 et Cs, est évidemment
donnée par la somme Cp + C5. L’addition de deux matrices apparait dés lors comme une opération tout a
fait naturelle.

Penchons nous & présent sur les prix unitaires de ces quatre produits : ils peuvent étre rassemblés dans
une nouvelle matrice dont les lignes concernent les biens, la premiére colonne les prix unitaires d’achat et la
seconde colonne les frais unitaires de transport. A titre d’exemple, soit

4 0,2
2 0,1
40,3
5 0,1

P=

la matrice des prix unitaires pour les quatre articles considérés. Il est aisé de constater que les factures
globales & payer pour les clients pour I’achat et le transport de biens commandés a ’aide de la matrice C
sont réunies dans la matrice

45 2,5
F=CP=|35 1,5
30 2

tandis que les sommes totales & payer par chacun des trois clients sont données par le vecteur colonne

47,5

T:FG) = [ 36,5
32

Ce vecteur T peut aussi étre obtenu en multipliant la matrice C par le vecteur ) donnant, pour chaque
produit, le prix unitaire total & payer (soit la somme du prix unitaire d’achat et du prix unitaire de transport) :

4,2
2,1
4,3
5,1

T:CQavecQ:P(l 1):
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Cet exemple illustre bien la régle d’associativité de la multiplication matricielle.

Ainsi on constate que la mutliplication de la matrice C' par le vecteur ) agit comme une application d’un
espace & 4 dimensions sur un espace a 3 dimensions ; cela signifie concrétement que les trois comptes peuvent
étre obtenus & partir des 4 prix unitaires.

1.3.2 Matrices de fabrication

On consideére la fabrication de différents produits en admettant les deux hypothéses suivantes :
— la production de k unités d’un produit réclame k fois les quantités de facteurs utilisées pour une seule
unité de ce produit,
— la production simultanée d’une unité d’un produit A et d’une unité d’un produit B nécessite des
quantités de facteurs égales a la somme des quantité nécessaires pour fabriquer une unité de A et une
unité de B.
Ces deux conditions sont finalement trés naturelles, elles conférent un caractére linéaire a la production et
permettent d’illlustrer aisément les opérations matricielles de base.
En guise d’exemple, on analyse tout d’abord la fabrication de trois produits semi-finis S, 52,53 au moyen
de 4 facteurs primaires de production Fy, Fy, F3 et Fy (qui peuvent étre, pour fixer les idées, le travail, le
capital, I'énergie et des matiéres premiéres). La quantité du facteur Fj nécessaire pour fabriquer une unité de
produit S; est donnée par I’élément a;; de la matrice M = [a;;] appelée matrice de fabrication. Les éléments
de M seront supposés fixes aussi longtemps que la technique de production reste inchangée.
On prend comme exemple numérique :

100 50 3 6
M=1200 10 4 4
150 20 5 5

Ainsi la production d’une unité de Sp réclame 100 (respectivement 50, 3, 6) unités de Fy (respectivement Fy,
F5 et Fy). De méme pour So et Ss.

Pour fabriquer £ unités de chaque produit, les quantités des facteurs utilisées seront donc données par les
éléments de la matrice kM. Par contre si on veut fabriquer des quantités différentes des trois produits soit k1
(respectivement kg et k3) unités de S; (respectivement Sy et S3), les quantités de facteurs seront rassemblées
dans le produit matriciel diag(k1, k2, k3) M.

Poursuivons I'examen de ’exemple. Les 3 produits semi-finis S, Sy et S3 servent a leur tour pour fabri-
quer 2 produits finis Py et P,. Pour obtenir une unité de produit F;, il faut utiliser la quantité b;; de S;. Les
nombres b;; sont les éléments d’une nouvelle matrice de fabrication N = [b;;]. Par exemple, soit

58 6
N‘(z 4 2)'

Ainsi, il faut 5 (respectivement 8 et 6) unités de S (respectivement Sy et S3) pour fabriquer une unité de
P;. De méme pour Ps.

Les quantités de chaque facteur primaire intervenant dans la fabrication de chaque produit fini peuvent étre
rassemblées dans une matrice P, dont les lignes se rapportent aux produits finis et les colonnes aux facteurs
primaires ; on obtient P en effectuant le produit matriciel N M. Avec les données ci-dessus on trouve

p_ 3000 450 77 92
- \1300 180 32 38

1.3.3 Le double classement en comptabilité

En comptabilité, on a souvent recours a la méthode en partie double, qui consiste & enregistrer deux fois
chaque opération ; une premiére fois au crédit d’un certain compte, une deuxiéme fois au débit d’un autre
compte. Pour éviter toute erreur, il convient de toujours vérifier I’égalité entre la somme des crédits et des

débits.
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Ce double classement peut avantageusement étre réalisé sous forme matricielle ; dans ce cas, nous verrons

que les controéles sont automatiques.

On construit une matrice carrée d’ordre n, notée M = [a;;], dont les indices des lignes (respectivement de

colonnes) indiquent les numéros des comptes crédités (respectivement débités). Le nombre a;; désigne la

somme débitée au compte j et créditée au compte i.

On considére a présent le vecteur colonne U composé de n éléments égaux a 1. Le produit matriciel MU

définit un vecteur colonne dont les éléments ci,co, ..., c, sont les sommes des crédits relatifs aux comptes
n

correspondant aux indices de lignes, puisque ¢ = E a;;. Par ailleurs le produit U'M donne un vecteur ligne
j=1
dont les éléments dy, ds, . .., d, représentent la somme des débits correspondant aux indices de colonnes, car

n
d; = E a;j. En résumé,
i=1

2
MU= | | etUM=(d dy...dy).

Cn
La balance des comptes s’effectue en comparant les sommes des crédits et des débits. Or le total des dédits

de tous les comptes vaut

n

Y dj=(didy...dn) | | =@WMU
i=1 :
1

De méme, le total des crédits de tous les comptes est égal &

C1
n o .
=011 | =U"MU)
i=1 :

Cn

En vertu de I’associativité du produit matriciel, on a
n n
(U'M)U = U (MU) =U'MU d'ou Y d;j=> ¢
j=1 i=1
Ainsi I’ensemble des comptes est toujours en équilibre dans le double classement réalisé matriciellement.

1.3.4 Matrices de contingence

La répartition d’individus selon deux critéres peut étre décrite par une table de contingence. Il s’agit
d’une matrice N = [n;;], de format p X ¢, qui croise les p modalités d’une variable z et les ¢ modalités d’une
variable y, I’élément n;; désigne donc le nombre d’occurences simultanées des modalités 7 de x et j de y.
On note n;, (respectivement n ;) la fréquence marginale de la ligne 7 (respectivement de la colonne j), c’est-
a-dire la somme des nombres figurant sur la ligne ¢ (respectivement de la colonne j).

Laligne ¢ de N définit la répartition des n;. individus possédant la modalité i de x selon les diverses modalités
de y.

Treés souvent, on ne s’intéresse qu’au profil des individus de la ligne ¢, c’est-a-dire aux probabilités condition-
nelles pour un individu d’appartenir & la modalité 7 de y sachant qu’il posséde la modalité ¢ pour z. Ceci
justifie le remplacement de la table N par la matrice
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Des considérations analogues relatives aux modalités de y conduisent a étudier la matrice

Py = <"J>
’I’L.j

Ces deux nouvelles matrices P; et P, peuvent étre construites en multipliant N par une matrice diagonale
adéquate. De fait, pour D; = diag(ni.,n2.,...,np.) et D, = diag(ni,n2,...,n4), P = Dl_lN et Py =
ND;! pour autant bien-entendu que chaque n;, et chaque n_j soit non nul.

Lorsque la table de contingence étudiée provient d’un échantillon extrait d’une population unique, il est
souvent intéressant de tester l'indépendance dans cette population de deux caractéristiques = et y. A cet
effet, on compare les fréquences observées & des fréquences théoriques calculées en supposant précisément
les deux caractéristiques indépendantes. Ces fréquences théoriques forment une matrice 7', de méme format

P X ¢, qui est donnée par le produit suivant : T'= —D;U D, ou n désigne 'effectif de ’échantillon soit
n
q
n = Z nij,
i=1 j=1

et U est la matrice de format p X ¢ dont tous les éléments sont égaux & 1. Pour évaluer ’accord entre les
éléements de N (ou fréquences onservées) et ceux de T' (ou fréquences théoriques), on peut alors effectuer un
test statistique du x?2.

Considérons 1’exemple numérique suivant : on analyse les effectifs de la main d’ceuvre aux Etats-Unis en
1940, ils sont donnés (en millions) dans le tableau ci-dessous :

T Yy
salariés | chomeurs
Hommes 34 6,2
Femmes 11,2 1,8
34 6,2

La table de contingence N = ( > donne naissance aux profils, des lignes et des colonnes, résumés

11,2 1,8
respectivement par les deux matrices diagonales

40,2 0 (45,2 0
Dl_(o 13)etDC_<0 8)'

En supposant équivalente la répartition de I’emploi chez les hommes et les femmes, on obtient la matrice des

effectifs théoriques suivante :
1 11 34,15 6,05
T= 53,2Dl (1 1> De = (11,05 1,95)

matrice qui est visiblement assez proche de N. Concrétement, il y a donc lieu d’accepter 'hypothése de
I'indépendance de la situation d’emploi et du sexe (cette conclusion intuitive est d’ailleurs confirmée par un
test du x2 : la statistique x? vaut 0,0179, qui est nettement inférieure & la valeur théorique 6,63, pour un
degré de liberté , au seuil de signification de 1%).

1.3.5 Matrices de variances-covariances

Lorsqu’on étudie simultanément deux grandeurs x et y chez n individus, la i-éme personne est caractérisée
par les valeurs z; pour z et y; pour y. Ces informations peuvent étre rassemblées dans une matrice de format
n X 2, chaque colonne ayant trait a une grandeur x ou y, chaque ligne & un individu. On désigne par

1 N

T2 Y2
X = .

Ln  Yn
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la matrice ainsi formée. La moyenne des z; (respectivement y;) peut étre obtenue en faisant le produit

1
—(1...1)X = (Z y) = m. Le nuage de points (x;,y;) posséde le point (Z,7) comme centre de gravité (ou

barycentre). Les données deviennent centrées par rapport a leur moyenne grace a l'opération suivante

rn—T Yy1—Y 1 1 1

g —T Y2—Y 11 = 1
Xo=| " =x-| <“’5 2>=X— | m.

Tn—T Yn—Y 11 1

1
En effectuant le produit —X{Xo, on obtient une matrice carrée d’ordre 2 et symétrique C, dont les éléments
n

diagonaux sont les variances V(x) = s2 et V(y) = SZ des x; et y; respectivement, les autres éléments valent
la covariance cov(x,y) = szy des x4, y;. La matrice

2
Sey Sy

est appelée la matrice de variances-covariances des x; et y;. Elle est semi-définie positive car, pour tout
vecteur V d’ordre 2,

1 1
VoV = g(XOV)'fXOV = gHXOVH2 > 0.

Les valeurs propres de C sont donc positives ou nulles, leur somme étant égale a la somme s2 + SZ des
variances. Lorsque les écart-types s, et s, ne sont pas nuls, la matrice D = diag(s,, sy) est inversible ; dans
ces conditions, D~'C'D~! n’est rien d’autre que la matrice de corrélation, soit

1 r
=3 1)
Szy

ou r est le coefficient de corrélation égal & —=. La matrice de corrélation est en fait la matrice de variances-
528
covariances dans le cas de variables centrées et réduites, c’est-a-dire relatives aux données

1—-T Y1—Y

Sz Sy
Tn—T Yn—Y
Sx Sy

Ces considérations peuvent étre étendues au cas général de p caractéres et n individus. La matrice des
observations (ou données) est X = [z;;] ou z;; représente la valeur du i-iéme individu pour la j-iéme
o 1 .
grandeur. Les moyennes sont rassemblées dans la matrice ligne m = —(1 1...1)X ou la i-iéme composante
n

m; désigne la moyenne de la i-iéme grandeur. On a

1 1
Xo=[zij—mi|=X— |1 - :|diag(m,...,my),
1 ... 1
ou encore
1
1
Xo=X—-1].]|m.

1

Les matrices des variances et covariances et des corrélations, qui sont symétriques et semi-définies positives,
sont respectivement égales a
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12

1 T12 e Tlp

1
C=-X(Xoet R=D'CD™ ' = :
n
1

Tpl .. Tpp—1

ou r;; est le coefficient de corrélation des deux grandeurs d’indices ¢ et j.
Ces matrices sont abondamment exploitées dans I'analyse statistique a plusieurs variables.

1.4 Exercices

Un capital de 50000 euros est partagé en deux parties. La premiére partie est placée a 6%
et la seconde a 8%. Le revenu annuel est le méme que si tout le capital était place a 6, 8%.
Calculer la valeur de chaque partie du capital ainsi placé.

Soit f la fonction définie sur | — 1;+o0[ par

flx)=—-2Inz+

— 2.
2 -1

1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que la fonction F' définie sur | — 1; +oo[ par

F(x)=axInxz 4+ bln(x — 1) + cln(x 4 1) soit une primitive de f sur | — 1;4o0].

— 2| dzx.

3
2
2. Calculer / (21n3: + —
2 xr< — 1
(on donnera la valeur exacte en fonction de In2 et de In 3).

Une entreprise fabrique trois produits A,B et C & partir de trois facteurs de production U,

V et W. La fabrication :
— d’une unité de A consomme 3 unités de U, 1 unité de V et 2 unités de W,

— d’une unité de B consomme 2 unités de U, 2 unités de V et 1 unité de W,
— d’une unité de C consomme 0 unité de U, 1 unité de V et 1 unité de W.

L’entreprise dispose d’un stock de 18 unités de U, 9 unités de V et 10 unités de W
Un programme de fabrication est défini par les trois valeurs

.« : quantité de produit A fabriqué,
. ¥ : quantité de produit B fabriqué,

. z : quantité de produit C fabriqué.
On demande de déterminer, s’il existe, un programme de fabrication qui épuise exactement le stock de

facteurs disponibles.
1. Ecrire sous la forme d’un systéme linéaire les relations que doivent remplir z, y et z.

2. Résoudre ce systéme en détaillant la méthode choisie.

3. Donner en conclusion la réponse au probléme.

Exercice 4| Une entreprise de mécanique fabrique trois types de piéces A, B et C dans trois ateliers d’usi-
nage, montage et finitions. Les données techniques et commerciales relatives a cette fabrication sont résumées

dans le tableau suivant :
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Nombre d’heures-machines | Prix de
nécessaires a la fabrication vente
d’un lot de 10 piéces d’un
usinage | montage | finitions lot
Pieces A 1 1,5 1,5 335
Pieces B 2 1,5 2,5 515
Pieces C 4 4.5 1.5 925
Cort
variable de 60 80 50
I’heure (euros)
Capacité
de Datelier 2000 2400 2400
(h/mois)

1. Existe-t-il un programme de fabrication utilisant & plein les capacités de chaque atelier ?
2. Quel est le bénéfice réalisé :
(a) lors de la fabrication et de la vente de 800 pieces A, 200 piéces B et 200 piéces C 7

(b) pour le programmme trouvé au 1.7

Une entreprise fabrique des appareils de trois types différents (L), (C) et (V).

Pour un appareil de type (L), on a besoin de 10kg d’acier, 2kg de peinture et 10h de travail.

Pour un appareil de type (C), on a besoin de 4kg d’acier, 1kg de peinture et 6h de travail.

Pour un appareil de type (V), on a besoin de 10kg d’acier, 2kg de peinture et 12h de travail.

On appelle respectivement z, y et z les quantités d’appareils (L), (C) et (V) fabriqués et a, p et t les quantités
d’acier (en kg) de peinture (en kg) et de travail (en heures) nécessaires pour leur fabrication.

1. Déterminer & ’aide des données précédentes le systéme linéaire induisant z, y, z, a, p et t.

2. En déduire les quantités d’appareils de chaque type (L), (C) et (V) fabriqués en un mois, sachant que
4200 kg d’acier, 800 kg de peinture et 5000 heures de travail ont été nécessaires.

- Modéle de Walras

Imaginons un marché qui se limiterait a deux produits. La quantité offerte du premier, Q1, est une fonction
de son priz Py, fonction qu’on suppose affine : Q1 = a + bPy. De méme pour le second : Qo = ¢ + dPs.

La quantité demandée Dy du premier produit dépend bien entendu de son priz Py (en général elle diminue
quand P augmente), mais aussi du priz du produit Ps, & cause des possibilités de substitution partielle.
Nous supposons encore cette fonction affine : D1 = e + fPy + gPs, et de méme pour le second produit :
Do=h+iP + jPs.

La condition d’équilibre du marché est dans ces conditions

Qi—D1=0
Q2 — Dy =0,

qu’on peut écrire :

(a+bP)—(e+ fPL+ gP) =0,
(c+dPy) — (h+1iP) + jP) = 0.

La recherche du systéme du prixz d’équilibre sur ce marché conduit donc a la résolution d’un systéme de deuz
équations linéaires a deuz tnconnues Py et Ps, qu’on peut écrire :
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e—a

{ (b—f)Pr—gP
h—c

—iPy + (d — j) P

ou, avec d’autres notations :

{a1,1P1+a1,2P2 = dp
a21P1 +a2oP> = da.

Retour & l’exercice :
Soit un marché qui ne comporte qu’un modeéle de téléviseur couleur HD avec une fonction d’offre

@1 = —30000 4 100P;.
On ne trouve aussi qu'un modéle de téléviseur classique avec une fonction d’offre
Q2 = —4000 + 50 Ps.

La fonction de demande de téléviseurs HD est
D; =4000 — 9P + 34P
et la fonction de demande de téléviseurs classiques est
Dy = 3560 + 27P; — 136P%.

Déterminer les prix d’équilibre P; et P» sur ce marché en considérant le modéle de Walras.

La décomposition LU donne une méthode efficace de résolution d’un systéme d’équations

linéaires Az = b pour différentes valeurs de b. Cela requiert beaucoup moins d’étapes de calcul arithmétique
que 'inversion d’'une matrice, et cela reste possible méme si A n’est pas carrée.
Utiliser la décomposition LU pour réécrire le systéme d’équations sous la forme LUz = b. Maintenant, le
systéme peut étre résolu en posant d’abord Uz = z, puis en résolvant le systéme d’équations Lz = b par
rapport a z, et enfin en résolvant Uz = z par rapport & x. Puisque ces deux systémes sont triangulaires,
seule la substitution en remontant est nécessaire pour les résoudre.

1. Vérifier que les solutions obtenues de cette maniére sont précisément les solutions de Ax = b.

2. Résoudre le systémes suivants en utilisant cette technique :

2 4 0 1 2 2 4 0 1 2
4 6 3 xy | = 1 ; 4 6 3 x2 | = 8 ;
-6 —-10 O 3 —6 -6 —10 0 x3 —4
5 3 1 x1 7 5 3 1 1 2
-5 —4 1 9 —10 ; -5 —4 1 x2 | = -5 |.
-10 -9 5 3 —24 —-10 -9 5 T3 —14
r+2y—3z = a
1. Résoudre dans R3 le systéme linéaire suivant : r+y—2z = b
—xrx—y+2z = c
(ot a, b et ¢ sont des constantes données et x, y et z désignent des inconnues).
1 2 =3
2. Soit A = 1 1 -1
-1 -1 2

Expliquer pourquoi A est inversible et déduire de ce qui précede le calcul de A7

On se donne les tableaux 1 et 2 suivants :
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Ciment | Sable | Gravillons

Ciment (tonnes) | 10 | 8 | 7

I3 60 15 18
Sable (m?) 513 |3
Fy 54 18 16
gravillons (m3) | 5 | 2 | 2
Tableau 2

Tableau 1

Sur un chantier trois entreprises E7, Fy et Fs interviennent ; leurs besoins journaliers sont décrits dans le
tableau 1. Les matériaux utilisés sont vendus par deux fournisseurs F et F3; les prix unitaires en euros sont

donnés dans le tableau 2.
10 8 7

15 1
On pose A = 5 3 3 et P = 60 15 18 respectivement matrices des achats et matrice des
5 9 9 54 18 16

prix.
1. Calculer le produit PA et interpréter le résultat obtenu.

2. Calculer le déterminant de A, que peut-on en déduire pour A7

0 -0,4 0,6
3. On pose A’ = 1 -3 1 . Calculer le produit A" x A en faisant figurer les calculs.
-1 4 -2
x
4. On pose X = Y ou z, y et z désignent respectivement le nombre de chantiers ot chacune des
z

entreprises F1, Fo, F3 est présente.
(a) Calculer le produit AX et interpréter le résultat obtenu.

156
(b) Résoudre matriciellement I’équation AX = | 67 | et interpréter le résultat obtenu.
53
2 1 0
Soit la matrice M = | -3 -1 1
1 0 -1

1. M est-elle inversible 7
2. I désigne la matrice unité carrée d’ordre 3.
(a) Calculer M2 et M?3. En déduire M™ pour n > 3.
(b) Calculer (I — M)(I + M + M?).
(c) En déduire que (I — M) est inversible et calculer (I — M)~!.

Exercice 11| M étant une matrice carrée, on pose M' = M et, pour tout entier naturel n non nul,

Mt = M x M™.

1 0
On considére la matrice D définie par D = 0 1
2

1. Calculer D?, D? puis D" pour n € N quelconque.

. 1 1
2. Etant données les matrices P = ( ) et P =

1 _o ,montrerquerP’:<1 0).

01

Wl Wl N
W W

Calculer P’ x P. Que peut-on conclure ?

3. On considére la matrice A définie par A = . Montrer que P x D x P' = A.

—= N
O N~
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4. Soit n un entier naturel non nul. Sachant que
A"=(PxDxP)Yx (PxDxP')x...(PxDxP)

(produit de n facteurs (P x D x P’)), utiliser la question 2. pour montrer que A" = P x D" x P'. En
déduire les termes de la matrice A" en fonction de n.

Soit B = (€}, €, &) la base naturelle de R3.

On considére les applications linéaires f et g de R3 dans R? définies par :

(e ) €1 + 2€5 + 2¢e5 f(e}) = 2€1 + €5 + 2¢é3 f(e%) 2¢7 + 2é5 + €3,
g(éi °3) = 3€] — €2 — 2€5.

) =¢] — € — €3 g(é3) =2e1+éey—é3  g(e

1. Déterminer les matrices A et B de f et g respectivement, rapportées a la base B.

2. Calculer A+ B, 3A, AB et A
(a) Déterminer deux réels x et y tels que A? = xA + yI o I est la matrice identité d’ordre 3.
(b) En déduire que A est inversible et déterminer A~!, exprimer A% en fonction de A et de 1.
(c) Résoudre le systéme

r+2y+2z =1

2x+y+2z = 2

2c+2y+2 = 4

4. On considére le vecteur @ = €] + €» + €3, déterminer les vecteurs f(@), (f + ¢)(%0), (fog9)(@), (fof) (@),
).

5. Déterminer les vecteurs U = x1€] + x2€2 + 3¢5 tels que f(uU) = —u.

6. On considére les trois vecteurs

—

U1 =€+ €+ €3, Up=E¢€ —€y, U3 =€ — €3.
(a) Montrer que B’ = (¥, ¥2, 3) est une base de R3.

b) Quelle est la matrice de passage P de la base B a la base B'?

)
)
(c) Déterminer sa matrice inverse P~1.
(d) Déterminer f(¥1), f(02), f(U3) dans la base B puis dans la base B'.
(e) Quelle est la matrice D de 'application linéaire f, rapportée a la base B’ ?

L’espace vectoriel R3 est rapporté a sa base naturelle B = (€}, €, €3). Soient les vecteurs
@=(1,0,1), 5= (0,1,1), @ = (1,2,0) et B = (i, 7, ).

1. (a) Montrer que B est une base de R3.
(b) Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B'.

(c) Résoudre le systéme

r1+x3 = N
To+2r3 = Yo
r1+xT2 = Y3

On exprimera 1, T2 et x3 en fonction de y1, y2 et y3.
(d) En déduire la matrice inverse P~1.
2. On considére I'application linéaire f de R? dans R? définie par :
f(er) =é1, f(&)=2&, f[f(e3)=3e;.

(a) Déterminer la matrice A de f rapportée a la base B, puis calculer A™ pour n entier naturel non
nul.
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(b) Effectuer le calcul P~*AP = M.
(c) En déduire M™.

1. Résoudre dans R* le systéme linéaire

201 +2x04+23+924 = 0
—x1—$2—1‘3—61‘4 =0
T1 + 2x9 + 223+ 11y, = 0

2. On donne dans 'espace R? les vecteurs suivants :
U =(2,—-1,1), ¥h=1(2,—-1,2), v3=(1,-1,2), ¢4y=(9,—6,11).

(a) Démontrer que les vecteurs U7, U2, U3 et ¥4 sont linéairement dépendants et donner une relation
de dépendance linéaire entre ces vecteurs.

(b) Montrer que (7,2, 73) est une base de R? et déterminer les coordonnées de 7y dans cette base.
3. Soit (€1, €2, €3) la base naturelle de R3 ; on considére I’application linéaire f de R® dans R? définie par :
f(er) =vn, f(é2) =12, f(&3)=Us.
(a) Donner la matrice de f dans la base naturelle.
(b) Soit @ = (1,—1,1). Calculer f(w).

2 2 1 1 00
4. Onpose A= -1 =1 -1 JetlI=]10 1 0
1 2 2 0 01
(a) Montrer sans calcul que A est une matrice inversible.
(b) Calculer A? et vérifier que A? =24 — 1.
(c) Déterminer A1,
(d) Résoudre matriciellement
T 9
A €T = —6
I3 11

L’espace vectoriel R? est rapporté a sa base naturelle (€7, €, €3).

On considére 'application linéaire f de R? dans R? dont la matrice M par rapport a la base (€1, €, €3) est

0 -2 2
égalea | 1 0 1 |].I désigne la matrice unité d’ordre 3.
1 1 0
1. (a) M est-elle inversible ? (justifier la résponse).

Calculer M? puis M3 ; en déduire une relation entre M3 et M.
En utilisant la relation précédente, montrer que M® = M.

Soit A € R. Calculer le déterminant de M — Al et en déduire les valeurs de A qui annulent ce
déterminant.

2. (a) Résoudre dans R? le systéme
r—2y+2z = 0

r+y+z = 0
r+y+z = 0
Quel lien y a-t-il avec la question 1. (d)?
(b) On pose €1 = —€1 +éy+ 53, €y = €9 + 53, €3 = —4e1 + €5 + 3€é5.

Calculer matriciellement les images par f de €1, € et €5.
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3. (a) Montrer que (€1, €, €3) est une base de R3.

(b) On appelle P la matrice de passage de la base (€1, é2,€3) a la base (€1, €, €3).
Former P puis calculer P~ 1.

- - o

(c) On note B la matrice de f par rapport a la base (€1, €3, €3). Donner 'expression de B dans cette
base.

(d) En utilisant ce qui précéde, calculer M°.

Dans tout ce qui suit, on considére 1’espace vectoriel R? rapporté a sa base naturelle B =
(.7, F)-
1. On pose & =i+ ] + 212, & =—i+]+ ket &3 = i+ — k.
(a) Démontrer que (€, €, €3) est une base de R3,
(b) Expliquer pourquoi (€1, &) n’est pas une base de R3.

(¢) Ecrire la matrice P de passage de la base (7, , k) & la base (&1, &, &3).

2 0 2
(d) Effectuer le produit matriciel de P par la matrice [ —3 3 0 et en déduire I’expression de
1 3 =2
P
2. Soit f I’application linéaire de R® dans R3 dont la matrice B par rapport a la base (€1,é,€3) est
2 0 0
donnéepar | 0 1 O
0 0 —1

(a) Déterminer f(€1), f(€2) et f(€3).
(b) Donner I'expression de B™ pour n entier naturel non nul.
(c) Calculer det(B).

3. On appelle A la matrice de f par rapport a la base (;, j, I;) et on rappelle I'égalité suivante, qu’on
admettra, B = P~LAP,

(a) Déduire de I’égalité précédente l'expression de A.
(b) Montrer que A est une matrice inversible.

4. Soit le systéme linéaire suivant :

r—y+z = a
(1) z = b oua,b,csont des constantes réelles données.
rTt+y+z = c

(a) Résoudre ce systéme linéaire.

(b) On appelle M la matrice du systéme (1), déterminer M 1.

1. On se donne les matrices suivantes :

-1 1 1
0 , B= 0 1
3 -1 0

1
A= 1 et C =
0

= = O
W = =
SO O™
S = =
— = O o
w o = O

(a) Calculer A+ B et A x B.
(b) Calculer le déterminant de A et en déduire celui de C.

(c) Calculer la matrice inverse de A.
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2. On considére 'espace R? muni de sa base naturelle (Z, f, E) - soit f l'application linéaire de R? dans R?
définie par :

F@) =i+, fG)=7i+Fk fk)=—i+3k
(a) Ecrire la matrice def dans la base (Z, 7, E)
(b) Soit @ =1+ j — k. Calculer 'image de @ par f.
3. On pose I= f—l—f, fzj—l—l?et K = —i+3k.
(a) Démontrer que (I,.J, K) est une base de R3.
(b) Ecrire la matrice de passage de la base (Z, 7, E) a la base (f, J, ff)
(¢) Soit @ = 4I 4 6.J + 8K . Déterminer les coordonnées de @ dans la base (7, ]

(d :

-,

)
K).

—

Soit @ = 4i + 6 + 8k. Déterminer les coordonnées de @ dans la base (1

1. On considére les matrices A et B suivantes :

1 1 2 1 1 -3
2 et B = 1 -3 1
1

—_— — —

7
J,

A=[1 21
2 1
(a) Calculer les produits A% et A x B.

(b) Exprimer la matrice AB en fonction de la matrice I, identité d’ordre 3.

(c) En déduire la matrice A7L.

2. Soit le systéme

r+y+2z = 9
r+2y+z =
2r+y+z = 8

N

Résoudre ce systéme (on pourra utiliser 1. (c)).

3. L’espace vectoriel R3 est rapporté a sa base naturelle B = (€1, 2, €3). On considére les trois vecteurs
U=¢€+é+e3, U=E¢E] —2€ + €3 et W = €] — €3.
(a) Montrer que la famille B’ = (i, ¥, @) est une base de R3.
(b) Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B’
(¢) Soit le vecteur t = @ + 27 — 0.
Déterminer les coordonnées du vecteur ¢ dans la base B.

4. Une application linéaire f de R? dans R? est définie par :
f(é1) =1+ e +2¢3, f(E2) =e1+2e+¢é3, f(e3)=2e1+ e+ és.
(a) Déterminer la matrice de A de f rapportée a la base B.

(b) Déterminer les images de @, ¥ et w par f.

1. On considére la matrice A =

—
N DN DN
W W W

(a) Que vaut la trace de A?
(b) Calculer A? et exprimer A% en fonction de A.

(c) A est-elle inversible ?
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T
(d) Onpose X = | y | oux, y et z sont des réels.
z

i. Calculer AX.
ii. Résoudre le systéme linéaire AX = 6X.
2. (;, f, E) désign_q la_’base naturelle de I’espace R3. On considére 1’application linéaire f, de matrice A,
dans la base (i, 7, k).
(a) Quelle est 'image de k par 7
(b) Soient €] = —2+], & = —3i+ ket &3 = P47+ k.
Déterminer f(€1), f(€2) et f(€3).
3. (a) Montrer que la famille (&}, €, &3) est une base de R3.
(b) Donner la matrice de passage de (i, ], k) & la base (&1, &, &3).

(c) Donner ’expression de la matrice B de f dans la base (€1, &2, €3).



Chapitre 2

Les déterminants

Dans I’analyse des modéles économiques, on utilise couramment les déterminants. Ils servent par exemple
a déterminer si un systéme d’équations linéaires admet ou non une solution, & calculer une solution si
elle existe et & décider de la qualité de I'approximation par linéarisation d'un systéme d’équations non-
linéaires. Les déterminants sont également les outils-clés pour déterminer la nature d’une forme quadratique
et, par conséquent, comme test du second ordre pour distinguer les maxima des minima dans les problémes
d’optimisation.

2.1 Définitions

Le déterminant est un nombre qui pour n’importe quelle matrice carrée donnée permet de tester la
non-singularité de la matrice
— pour une matrice (a) de format 1 x 1, ce nombre ne peut étre que “a” lui-méme puisque a est inversible
si et seulement si a est différent de 0,
— pour une matrice n X n, sa forme échelonnée en ligne (ou triangulaire) ne doit pas comporter de ligne
composée uniquement de zéros

1. Pour une matrice 2 x 2, det(A) = aj1a22 — ag1a12.

2. Pour une matrice 3 x 3, det(A) = aj1a22a33 — a11a23a32 — a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 —
ajzazzas; (cette expression sera également obtenue en développant le déterminant de A a 'aide
de la regle de Sarrus).

3. Pour une matrice d’ordre n > 4, ’astuce consiste & se ramener & des déterminants d’ordre in-
férieur jusqu’a obtenir des déterminants d’ordre 2 ou 3. On utilisera en général pour cela les
développements des déterminants selon les lignes ou les colonnes.

Hllustration. Afin d’échelonner les matrices, on utilise les mémes techniques que lors de l'inversion d’un
systéme.

1. pour une matrice 2 x 2,

[ aiy a2 ] (L1) < (L1)
azt ag | (L2) « a11(L2) — a2 (L)

ail a12
=
0 air1a22 — a2ia12

Dans le cas ou aj; est non nul, A sera inversible si et seulement si aj1a90 — ag1a12 = det(A) # 0.

2. pour une matrice 3 X 3,

air aiz a3 | (L) < (L1)
az1 G2 a93 (L2) < a11(L2) —a21(Ly)
az1 azz asz | (L3) < a11(Lg) —asi(L1)

21
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=

a1l a12 a3 (L1) < (L1)
0 airaz —asaiz anaes —agrarz | (L2) < (L2)
0  aiasy —asiaz anags —azrarz | (L3) < (ar1as2 — agra12)(L2) — (ar1a2e — aziai2)(Ls)

=

ail a12 ai3
0 a11Ga22 — A21412 11023 — 21013
0 0 _a11<a11a22a33 — 11023032 — (12021033 + 412023031 + 413021032 — a13a22a31)

Dans le cas ot a1 est non nul, A sera inversible si et seulement si a11a22a33 — a11023a32 — A12a21a33 +
a12a23a31 + 13021032 — a13a22a31 = det(A) # 0.

Remarque 2.1.1 Dans les deux expressions précédentes, on note que tous les termes de la matrice A
interviennent.

Pour des matrices carrées de taille n supérieures, on a le

Théoréme 2.1.1 - Méthode des cofacteurs

Soit A une matrice de format n x n ot A = [a;] alors quels que soient i ou j, on a

<n
<n

1<
1<y

n

det(A) = |A| = Z(—l)”kaik det(A; k) (développement suivant les éléments de la ligne i)
k=1

n
= Z(—l)hﬂ'ahj det(Ap ;) (développement suivant les éléments de la colonne j)
h=1

ou A;; est la sous-matrice de format (n — 1) x (n — 1) obtenue par la suppression dans A de la ligne i et de
la colonne j).

det(4; ;) est appelé le mineur de a;j, X;; = (—1)"*7 det(A;;) est appelé le cofacteur de 'éléments a;;.

Remarque 2.1.2 La répartition des signes (—1)**/ devant les mineurs est alternée a partir du signe + pour
I’élément ap1. Par exemple, pour un déterminant d’ordre 5, on a la répartition suivante :

+ -+ - 4+
+ -+ - 4+
+ -+ - 4+

Théoréme 2.1.2 Soit A une matrice carrée d’ordre n. Alors

A est une matrice inversible si et seulement si det(A) # 0

1 00
Exemple 2.1.1 Soit A= | 0 1 2
0 0 2
s’écrit comme un produit de matrices inversibles. Vérifions le & 'aide des déterminants, on développe la
matrice selon une ligne ou une colonne (ou il y généralement une majorité de zéros, afin de simplifier les
calculs). Par exemple, si on développe
— selon la premieére ligne :

issue de I'exemple 1.1.1. On sait que A est inversible puisqu’elle

A= (-1 x (1) x| oo [+ (D2 x (0) x| 0 5 [+ (D x ) x| ) o |=2#0.

— selon la premiére colonne :
A= O () x| 2 c a0 x| 0 g copt o x| Y O=220
0 2 0 2 1 2 '
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Bien évidemment, quelle que soit la ligne ou la colonne utilisée, on retrouvera le méme déterminant.

1 -1
4 -1
2 4
4 6 2 O
A selon la troisiéme ligne (par exemple) :

O O N

3
1 )
Exemple 2.1.2 Soit A = 0 . Etudions l'inversibilité de A. On développe le déterminant de

2 3 -1 2 3 1
Al = (-1)33 x (2) x| 0 1T —1 |+ (=13 x4)x|0 1 4
4 6 0 4 6 2

On décide de développer le premier et le second déterminant selon la premiére colonne car ils offrent tous les
deux le méme avantage. Donc

L= s
6 0 + (=1t x (4) x

3 1
1 4

|A| =2 x [(—1)1+1 x (2) x

3 -1
1 _1H—4><

1 4

(D)X (2) x| ¢

NEIENICE

H:2><(+12—8)—4><(—44+44):87é0,

ce qui signifie que A est inversible et donc que tout sytéme linéaire utilisant cette matrice admet une solution
unique.

Remarque 2.1.3 Dans 'exemple précédent, on a pu remarquer que le second déterminant de taille 3 x 3

2 31
était nul, ce qui signifie que la matrice | 0 1 4 | est non-inversible ou singuliére. On peut également
4 6 2

remarquer qu’une matrice inversible de taille 4 x 4 peut trés bien impliquer des sous-matrices de taille
inférieure pouvant étre quant-a elles non-inversibles.

2 3 1
Exemple 2.1.3 Soit A= | 1 —1 0 |.Etudions I'inversibilité de A.
5 5 2
2 3 1
Al=|1 -1 0|=(=-1)*"x(1)x 51 +(=1)%2 x (=1) x 2 1 —1+41 = 0 donc A est non-inversible.
55 9 5 2 5 2

Remarque 2.1.4 Si A est construite de telle facon qu’au moins une ligne ou au moins une colonne soit
combinaison linéaire de lignes ou de colonnes respectivement alors A est non-inversible ce qui est le cas ici.
En effet, (L3) =2 x (L1) + (L2). Malgré tout, il est difficile de le voir a ’oeil nu.

Remarque 2.1.5 Considérons un systéme linéaire basé sur A, par exemple

20 +3y +z = 1 (Ly)
T -y =1 (LQ) < 2(L2) — (Ll)
or +dy +2z = 1 (L3) <—2(L3)—5(L1)
2r 43y +z = 1 (L)
& -5y —z = 1 (La2)
-5y —z = -3 (Ls)

et on voit bien ainsi que (L2) et (L3) sont incompatibles.
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2.2 Propriétés

Proposition 2.2.1 Pour toute matrice A carrée d’ordre n,

det(A) = det(A?)

Donc toute propriété concernant les relations entre les lignes d’une matrice et la valeur de son déterminant
est ausst vrate lorsqu’on applique la relation entre les colonnes et la valeur du déterminant.

Proposition 2.2.2 Sila matrice B est obtenue a partir d’une permutation de deuz lignes (ou deuz colonnes)
de la matrice A de format n X n alors

det(B) = —det(A)

Proposition 2.2.3 Si deuz lignes (ou colonnes) de A sont égales

det(A) =0
Proposition 2.2.4 On ne modifie pas un déterminant si on ajoute a une ligne (respectivement une colonne)
une combinaison linéaire des autres lignes (respectivement des autres colonnes).

Proposition 2.2.5 Si la matrice B est construite en multipliant chaque élément de la ligne (colonne) i de
la matrice A par un scalaire A alors

det(B) = Adet(A)

Proposition 2.2.6 Si la matrice B est construite en multipliant chaque élément de la matrice A par un
scalaire X alors

det(B) = A" det(A)

Proposition 2.2.7 Si la matrice A contient une ligne (colonne) composée uniquement de zéros alors

det(A) =0

Proposition 2.2.8 Le déterminant de la matrice identité I d’ordre n est égal a 1.

Proposition 2.2.9 Le déterminant d’une matrice diagonale A est égal au produit de ses éléments diagonauz
Principau.

Proposition 2.2.10 Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure ou inférieure est égal au produit
de ses éléments diagonaur principaur.

Théoréme 2.2.1 Soient A et B deuz matrices quelconques de format n x n alors

det(AB) = det(A) det(B)

Théoréme 2.2.2 Si A est inversible alors

1
det(A)

det(A™1) =
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2.3 Utilisations du déterminant

Puisque le déterminant nous apprend si A~! existe ou pas et si le systéme Az = b admet une solution
unique ou non, il n’est pas surprenant qu’on puisse se servir du déterminant pour obtenir une formule pour
A~! et une formule pour la solution du systéme. On a besoin pour cela de la matrice adjointe de A ou
co-matrice de A.

Définition 2.3.1 Considérons une matrice carrée A d’ordre n, la matrice des cofacteurs X;; des éléments
a;j de A notée Adj(A) (ou Com(A)) est appelée matrice adjointe de A (ou comatrice de A).

Adj(A) = Com(A) = [Xi5] = [(—1)"" det(Ay;)].
Théoréme 2.3.1 Soit A une matrice carrée non-singuliére. Alors,
A x (Adj(A))t = (Adj(A))t x A =det(A) x I,, ou I, est la matrice identité d’ordre n.

Théoréme 2.3.2 Soit A une matrice carrée non-singuliére. Alors,

1
1. A7t = Adj(A))!
e A et
2. (régle de Cramer) la solution unique x = (x1,22,...,Ty) du systéme Ax = b d’ordre n est
det(Bi) .
= —1,...,
x det(4) pour i n

ot B est la matrice A dans laquelle le membre de droite b (ou second membre) remplace la i-iéme
colonne de A.
lllustration pour les systémes d’ordre 3 : on considére le systéme :

a11 + a1oy + a3z = by
a1 + agy + a3z = by .
az1r + azey + azzz = b3

La régle de Cramer énonce que (21, z2,23) est solution du précédent systéme avec

bi a2 ais air b1 ais a1 a2 b

by a2 a3 as1 bz azs as1 a2 b

bs azz2 as3 az1 bz assz az1 azz b3
Ir1 = , T2 = et x3=

ail a2 a3 ail a2 a3 ail a2 a3

a1 a2 G23 a1 a2 a23 a1 a2 a23

asy as as3 as1 asy as3 az1 agz as3

Exemple 2.3.1 Reprenons le systéme de ’exemple 1.1.1 soit

010 T 4 Y = 4
2.0 1 y |=(5]|e{ 20+2 = 5
1 00 z 6 x = 6
— Utilisons le théoréme 2.3.2 et 1. pour retrouver l'inverse de P. On a det(P) = 1 et Adj(P) =
01 0 0 0 1
00 1 donc P~ = (Adj(P))Y =1 1 0 0 |.On retrouve bien le résultat.
10 -2 det(P) 01 -2
— Utilisons le théoréme 2.3.2 et 2. pour retrouver la solution du systéme.
4 1 0 04 0 01 4
5 0 1 2 51 2 0 5
6 0 0 1 6 0 1 0 6
m—7|P| =0, y—7|P| =4 et Z—7|P| =—T.

On retrouve bien le résultat.
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2.4 Applications économiques

Cas de Uoffre et de la demande

Prenons I'exemple de l'offre et de la demande dans une économie & deux biens. Notons ()7 et Q)5 les quantités
de chaque bien offertes par les firmes sur le marché et Qil et Qg les demandes correspondantes exprimées
par les consommateurs. Notons P, et P, les prix des biens et Y le revenu des consommateurs. Nous allons
étudier dans ce paragraphe des outils de base de I’économie appliquée : les fonctions d’offre et de demande
& élasticité constante.
Q‘f — Klpla11p2a1zybl’
Qg _ K2Pf21P§22Yb27
Qi = MP",
Q5 = MyP)>.
Dans ces fonctions, les élasticités intéressantes sont constantes et sont données par les exposants ai1, ais,
a21, a92, b1, ba, nq et no. Par exemple, pour le bien 1, nous avons les élasticités suivantes :

(2.1)

e a1; = élasticité-prix de la demande,

e ajp = ¢élasticité-prix croisée de la demande (avec le prix du bien 2),
e by = ¢élasticité revenu de la demande,

en; = ¢élasticité-prix de loffre.

Un second avantage de ces fonctions est qu’on peut les rendre linéaires en prenant le logarithme népérien
dans les deux membres des équations (2.1) et en posant :

¢ =@ ¢ =nQ), pp=mPety=nY.

Les élasticités sont maintenant des coefficients du systéme

fﬁl = ki1 + a11p1 + a1op2 + b1y,

qﬁl = ko + a21p1 + a2p2 + bay, (2.2)
qi = mi+nip1,

@ = ma+ naps.

ou les a;j, b; et n; sont les élasticités, et les k; et m; sont les logarithmes des Kjet M;.

L’égalisation de l'offre et de la demande conduit aux prix d’équilibre : Q] = Qf, et donc ¢j = qzd pour
i = 1,2. Si Qf > @4, la demande des consommateurs engendrera un prix P; inférieur; si Q5 < Qf, la
demande des consommateurs engendrera un prix P; supérieur. L’égalité ¢ = q;j aboutit au systéme suivant :

{ —(—ai1 +n1)p1 + aigp2 = m1 — ki — by (2.3)

ag1p1 — (—ag2 + n2)p2 = ma — ka — bay

ou les revenus sont considérés comme exogénes (une variable exogéne est par définition explicative, elle est
tirée d’observations et souvent d’un consensus qui permet de l'utiliser dans un modeéle). La régle de Cramer
permet de résoudre explicitement le systéme (2.3) pour les deux variables endogénes p; et ps (endogéne
signifie géneéré a U'intérieur du systéme) :

‘ my1 — k1 — by a2 ’

| ma—ka—byy —(—ax+n2) | (—ag +mno)(—mi+ ki +biy) + ara(—ma2 + ko + boy) (2.4)

b= ‘ —(=a11 +n1) a2 ‘ - (—a11 + n1)(—ae + n2) — argan ’ '
asi —(—ag + n2)

‘ —(=ai1 +n1) my —ki—biy ‘
) asi mg — ko — bay (—a11 +n1)(—ma + ko + bay) + ag1(—m1 + k1 + h1y) (2.5)
2 — . .

’ —(—a11 +n1) a2 ‘ (—ai1 + n1)(—a2 + ng) — ar2a

as —(—ag + n2)
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Ces expressions sont compliquées, les obtenir par la méthode du pivot de Gauss appliquée au systéme (2.3)
aurait été fastidieux avec beaucoup de risque d’erreur.

Les équations (2.4) et (2.5) permettent d’observer comment les prix d’équilibre varient en fonction des pa-
ramétres du modéle, c’est-a-dire, ici, en fonction des élasticités.

Faisons I'hypothése que les deux biens sont des biens normauz, c’est-a-dire que leur demande augmente
lorsque le revenu des consommateurs augmente et, en conséquence, qu’elle diminue lorsque les prix aug-
mentent. Appliquée & notre modéle, cette hypothése induit que by et ba sont positifs et que a11 et age sont
négatifs. Supposons maintenant qu'une variation du prix du bien 1 ait un effet plus important sur la demande
du bien 1 que sur celle du bien 2, et que l'on ait la méme relation pour le bien 2. Mathématiquement, cela
se traduit par |ai1| > |ai2| et |ag1| > |agz|, et implique que les dénominateurs de (2.4) et (2.5) sont positifs.
On peut remarquer dans les équations (2.4) et (2.5) que, pour le bien i, si on augmente 1’élasticité-prix de
la demande a;;, I’élasticité-prix de l'offre n; ou I’élasticité-revenu b;, alors le prix d’équilibre p; diminuera.
Les effets de ces parameétres sur p; dépendent du signe de I'élasticité croisée aj;. Si aj; est positif, cela si-
gnifie qu’une augmentation de p; augmente la demande q? en bien j. Les biens ¢ et j sont appelés biens
substituables ou biens substituts. A 'observation d’une augmentation du prix du bien i, le consommateur
répondra en substituant le bien j au bien i. Dans ce cas, une augmentation de a;; ou n;, ou une diminution
de b; impliquent une diminution du prix d’équilibre p;. Si a;; est négatif, les biens i et j sont appelés biens
complémentaires, ou encore on dit que le bien j est complémentaire au bien i. Dans ce cas, une augmentation
de a;; ou n;, ou une diminution de b; entrainent une augmentation du prix d’équilibre p;.

Cette approche permet également d’apprécier les effets, sur les prix d’équilibre, de la mise en place de
taxes. Supposons que le gouvernement impose une taxe proportionnelle ¢ sur la consommation du bien 1.
Le prix pour les consommateurs est donc augmenté et s’établit a (1 4+ ¢)P; au lieu de P;. Cela modifie les
fonctions de demande dans le systéme (2.1) mais pas les fonctions d’offre. Les logarithmes des fonctions de
demande dans (2.2) deviennent

¢ = k1 + a1 In(1 +t) + ay1p1 + a12p2 + by,
¢ = ko + ag1 In(1 +t) + a21p1 + azapz + by

et les équations d’équilibre s’écrivent alors

{ —(—a11 +n1)p1 + arzp2 = my — k1 — an In(1 +t) — by,
az1p1 — (—a2 + n2)p2 = ma — kg — as In(1 +t) — bay.

La solution de ce systéme, obtenue par la régle de Cramer est

o= (—ag2 +n2)(—m1 + k1 + a1 In(1 + t) + b1y) + a12(—ma + ko + ag1 In(1 + t) + bay) (2.6)
! (—ai1 + n1)(—ag + ng2) — ajza2; ’ '

(—a11 +n1)(—ma + ko + ag1 In(1 + t) + boy) + ag1(—my + k1 + a11 In(1 4+ t) + b1y)
(—a11 + n1)(—ag + n2) — arzaz

P2 = . (2.7)
Le coefficient de In(1 + ¢) dans py est

—a11(—age + n2) — ajga
(—a11 + n1)(—a + n2) — ajza1

Il est généralement négatif, compris entre 0 et —1. Ainsi, la mise en place d’une taxe sur le bien 1 devrait
diminuer le prix d’équilibre (hors taxe) du bien 1. Le coefficient de In(1 + ¢) dans po est

nia1
(—a11 + n1)(—ag + n9) — aja

Ainsi, la taxe sur le bien 1 augmentera le prix d’équilibre du bien 2 si celui-ci est un bien substituable au
bien 1 (a1 > 0) ou au contraire le diminuera si ¢’est un bien complémentaire du bien 1 (ag; < 0).
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2.5 Exercices

Un modéle de chaine haute fidélité en vente promotionnelle est constituée de 3 éléments :
— un amplificateur-récepteur de radio de prix z,
— une platine CD de prix y,
— une paire d’enceintes acoustiques de prix z.
(Les prix sont donnés en euros).
Si une remise de 10% est faite sur le prix x et une remise de 10% sur le prix ¥, la chaine compléte cotiterait
435, 6 euros.
Si les remises sur les prix x et z étaient respectivement de 20% et de 10%), la chaine compléte cotiterait 422, 4
euros.
Finalement, si les remises sur les prix y et z étaient respectivement de 10% et de 20%, la chaine compléte
cotterait 421, 3 euros.

1. Former le systéme de trois équations & trois inconnues z, y et z qui résulte des données précédentes.

2. Calculer x, y et z.

Calculer 'inverse de la matrice A = ( f _11 ) a l'aide de trois méthodes différentes.

Exercice 22| Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et calculer la matrice inverse :

. 111 -1 2 1
A:<4 1>,B: 021]),c=(-2 3 1
00 1 4 -4 -1

Soit A € R, calculer les déterminants des matrices suivantes :
5—-XA 1 -1 I-x 1 0 I-x 0 0
1 -1 3-A 0 -1 1-2A 4 1 3-A

et déterminer les valeurs de A qui annulent ces déterminants.

2t —y—z = 1
Soit le systéme (S){ z—y+2z = .
r+2y—2z = —6

. Ecrire la matrice A du systéme

. Montrer que A est inversible. En déduire que (S) admet une solution unique
. Calculer A71L.

. Résoudre (.9).

1. Calculer les déterminants suivants :

= W N =

2 1 3
(a) Dy=| 2 1 -1
-1 -3 2
1 23
(b) Dy=| -3 1 2
-2 3 1
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0111
1 01 1
(© D=1 1 ¢4
1 1 1 0
11 2 1
2130
(d) Da=]g 1 4
4 2 6 0
1 -2 0 3
. 4 2 —4
2. Développer D5 suivant la 2°€ colonne : Dy = 9 8 6 0
1 -1 0 2
Résoudre les systémes suivants (on pourra utiliser les formules de Cramer) :
r—2y+3z = 6 20 —3y+z2 = 0 3x+5y—8z = 0
3xr+y—952 = -3, r+2y+4z = 0, r—4y+3z = 0.

8r+3y+62 = —5 ox —4dy+6z = 0 20 —y+2z = 0
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Chapitre 3

Valeurs propres et vecteurs propres

3.1 Définitions et exemples

Définition 3.1.1 Soit A une matrice carrée. Une valeur propre de A est un nombre A qui, quand il est
sosutrait a chaque élément de la diagonale principale de A, transforme A en une matrice singulicre.

Remarque 3.1.1 Soustraire un scalaire A & chaque élément de la diagonale principale de A est identique
a soustraire A fois la matrice identité & A. Par conséquent A est une valeur propre de A si et seulement si
A — A est une matrice singuliére.

11

3 1 |. En soustrayant 2 & chaque élément de la diagonale
11 3

principale, la matrice A devient une matrice singuliére. Par conséquent, 2 est une valeur propre de A.

Exemple 3.1.1 Soit la matrice A =

2
Exemple 3.1.2 Soit la matrice diagonale < 0 3 > En soustrayant soit 2 soit 3 & la matrice diagonale

o : . : . 00 -1 0 .
principale, on aboutit aux matrices singuliéres < 0 1 > et ( 0 0 > respectivement. Donc 2 et 3 sont

des valeurs propres de A.
Cet exemple illustre un principe général concernant les valeurs propres d’une matrice diagonale.

Théoréme 3.1.1 Les éléments diagonauz principaus d’une matrice diagonale D sont les valeurs propres de

D.
Le théoréme suivant est une autre conséquence directe de la définition d’une valeur propre.

Théoréme 3.1.2 Une matrice carrée est singuliére si et seulement si 0 est une valeur propre de A.

1 -1
-1 1
Réponse : “0” car B est singuliére ((L1) = —(L2)) et “2” car B — 21 est singuliére.

Exemple 3.1.3 Trouver, en étudiant simplement la structure de B = ( >, ses valeurs propres.

Exemple 3.1.4 Une matrice M dont les éléments sont positifs et dont la somme des éléments de chaque
1/4 3/4
2/3 1/3
systémes économiques dynamiques. On remarque que M — 1.1 est singuliére donc 1 est une valeur propre de
M.

ligne est égale & 1, telle que ( > est appelée matrice de Markov et joue un role essentiel dans les

31
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Pour la plupart des matrices il n’est pas possible de trouver par intuition les valeurs propres, une démarche
plus générale est alors nécessaire.
On sait que A est une valeur propre de A, c’est-a-dire que A — AI est une matrice singuliére, si et seulement
si

det(A—XI)=0 (3.1)
Pour une matrice carrée d’ordre n, le membre de gauche de I’équation (3.1) est un polynome de degré n,
fonction de la variable A, appelé polynéme caractéristigue de A. Donc A est une valeur propre de A si et
seulement si A annule le polyndome caractéristique de A.

Exemple 3.1.5 Soit une matrice carrée d’ordre 2 quelconque, le polynéme caractéristique

det(A — ) = det < an—A
as1  az — A

) =X — (a11 + ag2) A + (a11a22 — ay2a21)
est de degré 2 et admet au plus deux racines.

On rappelle maintenant qu’'une matrice carrée B est non-singuliére si I'unique solution de Bz = 0 est = 0.
Inversement, B est singuliére si et seulement si le systéme Bz = 0 admet une solution non nulle.

On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.3 Soit A une matrice carrée d’ordre n et soit A un scalaire. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. En soustrayant \ a chaque élément de la diagonale principale de A, la matrice transformée de A devient
une matrice singuliére,

A — M est une matrice singulicre,
det(A — \I) =0,

(A — M)z =0 pour un vecteur non nul

T Lo

5. Az = X pour un vecteur non nul x.

Définition 3.1.2 Quand \ est une valeur propre de A, un vecteur non nul x tel que (A — X))z = 0 est
appelé un vecteur propre de A associé a la valeur propre \.

Faire I’analyse spectrale revient & connaitre les valeurs propres d’une matrice et les vecteurs propres associés.

. . -1 3
Exemple 3.1.6 Déterminons les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A = ( 2 0 > Le

-1-Xx 3
2 -
Les valeurs propres de A, c’est-a-dire —3 et 2, sont les racines du polynéme caractéristique. Pour déterminer
les vecteurs propres associés, on résout (A — AI)xz = 0 pour chaque valeur propre de A :
o 2 3 x1 - 0 201 +3x2 = 0
* (A_(_3)I>x_(2 3)(x2)_<0><:>{ 21 +31g = 0

Il existe pour ce systéme une infinité de solutions, on peut prendre par exemple 1 = 3 et zo = —2 et en

=AA+1)—6=X2+X-6=(\+3)(A—2).

polynéme caractéristique est det(A — AI) =

3 . : 1
conclure qu'un vecteur propre est ( 9 ) . On pouvait considérer d’autres vecteurs tels que ( _2/3 > ,

< _2 ) correspondant & d’autres choix de z; et xo mais on remarquera que tous ces vecteurs sont
colinéaires. En fait, (A— (=3))x =0< 221+ 322 =0 21 = —gxg ou Ty = —%xl. Dans le premier
cas, x = (1, x2) = (21, —5:1:1) = z1(1, —;) et dans le second, = = (x1,x2) = (—gxg,xg) = xg(—g, 1).
L’ensemble (espace vectoriel de dimension 1 dans le cas de la valeur propre précédente) de toutes les
solutions de 1’équation linéaire (A — M)z (incluant x = 0) est appelé I'espace propre de A pour la
valeur .
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. -3 3 xr1 . 0 —3x1 + 329
'(AQI)x_<2 —2>(;p2)_<0>@{ 221 — 2wy

La solution la plus simple est

0
0

1 . .
| ) mais tout multiple de ce vecteur est également un vecteur propre
associé a 2. En effet, (A—2I)x =0< x = (x1,21) = z1(1,1) ou = (z2,22) = x2(1,1). Dans les deux
cas, I’espace propre pour la valeur propre 2 est engendré par le vecteur unitaire dans R2.

1 0 2
Exemple 3.1.7 Calculons les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice B= [0 5 0

3 0
det(B—X)=(5-ANAN—-4)(A+1) = Sp(B) = {—1,4,5}. On peut en déduire ensuite que v; = (0,1,0)
est un vecteur propre associé & A = 5, va = (2,0, 3) un vecteur propre associé & A =4 et v3 = (1,0,—1) un
vecteur propre associé & A = —1.

[\)

Remarque 3.1.2 Dans certains problémes, on aura besoin d’utiliser la méthode du pivot de Gauss pour
résoudre le systéme linéaire (A — AI)x = 0 en cherchant un vecteur propre x.

3.2 Reésolution des systémes d’équations de récurrence linéaires homo-
génes

On s’intéresse dans cette partie & des systémes d’équations de récurrence d’ordre 1, homogeénes et sta-
tionnaires, qui s’écrivent sous la forme X, = AX,,_1 ou X,,_1 représente le vecteur dans RF des états a la
date n — 1, ou X,, représente le vecteur dans RF des états atteints a la date n et ou A est la matrice de
transformation entre la date n — 1 et la date n.

Comme le vecteur d’états X, ne dépend que du seul vecteur X,,_1 des états a la date immédiatement anté-
rieure, les équations de récurrence sont d’ordre 1.

Comme la relation est une transformation linéaire et non affine, ce sont des équations homogénes, qui sont
toujours vérifiées pour le vecteur d’états nul.

Enfin, comme la matrice A est indépendante de la date & laquelle on se place, on a des équations stationnaires.

3.2.1 Exemples
(a) Equations en dimension 1

Un exemple typique d’une telle équation est

Yn+1 = QYn (32)

pour une constante a quelconque. Cette équation de récurrence traduit le fait que le niveau de y, quelle
que soit la période, sera proportionnel a son niveau de la période précédente, avec a comme constante de
proportionnalité (exemple : intéréts annuels composés). Une solution de (3.2) est I'expression y,, en fonction
de la valeur initiale yg, de a et de n soit

Yn = a"yo.

Exemple 3.2.1 Soit y, le montant d’argent placé sur un compte d’épargne dont le capital n’a pas été touché
et dont les intéréts sont composés annuellement a ’année n. L’année suivante, il y aura

t t
n T AYn — 1 AN n OU ¢
Un Tt 100Y ( +100>y ou

est le taux d’intérét annuel. Donc si yg = 1000, ¢ = 5 et n = 4, le montant d’argent a la quatriéme année se
chiffre par y4 = (1,05)* x 1000 = 1215, 5 euros.
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3.2.2 Systémes en dimension 2

Considérons maintenant un systéme de deux équations de récurrence linéaires homogenes tel que

{ Tpt1 = axn + by, (3 3)

Yntl = CTyp+dyy,

ou la valeur de chaque variable dépend linéairement du niveau des deux variables a la période précédente.

Exemple 3.2.2 Modéle d’emploi dynamique

{ Tn+l = qTn+ DPYn
Yn+1 = (1 - Q)xn + (1 - p)yn

ol z, représente le nombre de personnes actives et employées durant la période n et y,, le nombre de personnes
actives mais sans emploi a la période n, p est la probabilité qu’'une personne sans emploi trouve un travail a
la période suivante et ¢ la probabilité qu'une personne active reste employée d’une période a I’autre.

Ainsi, sous forme matricielle, le systéme d’equations de récurrence (3.3) devient :

Tptl a b Tn,
S = = Az,. 3.4
s <yn+1> <C d> <yn> : 34

La solution de (3.4) est donnée par
zn = A"z

en supposant que zg soit connu.

3.2.3 Le modéle de population de Leslie

On pourra se référer au “TP Démographie des populations avec structure d’age : Matrices de Leslie” de
Thomas DELATTRE et Cédric WOLF disponible sur http : //ecobio.univ—rennesl.fr/Fichesperso/CWolf/
afin de se familiariser avec ce concept.

3.3 Systémes théoriques en dimension 2 et dimension &

On est ramené, pour résoudre (3.4), a calculer A™, ce qui est trés souvent long et fastidieux.
Supposons que A admette deux valeurs propres A1 et Ao, de vecteurs propres v1 et vy respectifs alors

Av1 = )\1’01
A'UQ = )\21)2
= [Avl AUQ] = [)\11]1 /\21]2]
_ A0
= A['Ul Ug} = [1)1 ’UQ] (0 )\2) (35)
A1 0 . o
En posant [v; vo] = P et D = L la relation (3.5) peut s’écrire
2
AP =PD
ou encore
A=pDpP™!

si P est inversible. Ainsi, le calcul de A™ devient trés simple puisque

A" = ppnp-1
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comme cela a été vu dans l'introduction.
Cette démarche s’applique aussi pour des systémes de dimension k.
Théoréme 3.3.1 Soit A une matrice de format k X k. Soient A, Aa,..., Ak les valeurs propres de A et

V1,02,. ..,V les vecteurs propres associés. Soit P = [v1 vy...vk] la matrice dont les colonnes sont ces
vecteurs propres alors, si P est inversible,

A0 ..o .0

0 X 0 ... 0
P71AP = Do e . | =D.

0 ... 0 X1 O

0 ... ... 0 X

Réciproquement, si P~YAP est une matrice diagonale D, alors les colonnes de P sont des vecteurs propres
de A et les éléments de la diagonale principale de D sont les valeurs propres de A.

Remarque 3.3.1 Une hypothése fondamentale du théoréme précédent est que la matrice P, dont les co-
lonnes sont les vecteurs propres de A, soit une matrice inversible. Cette hypothése stipule donc que la matrice
A de format k x k posséde k vecteurs propres linéairement indépendants.

Théoréme 3.3.2 Soient A1, Aa, ..., A\ k valeurs propres disctinctes de la matrice A de format k x k. Soient
v1, ...,V des vecteurs propres associés. Les vecteurs vi,...,vr sont alors linéairement indépendants.

Corollaire 3.3.1 Si la matrice A de format k X k posséde k valeurs propres distinctes alors P = [v1 ... vg]
est inversible.

Théoréme 3.3.3 Soit A une matrice carrée d’ordre k avec k valeurs propres réeles distinctes A1, Aa, ..., A
et soient v1,v2, . . ., Vg des vecteurs propres associés. La solution générale du systéme d’équations de récurrence
Zn+1 = Azy, est
Zn = (Z0)1 val + (Zo)g )\gvz + ...+ (Zo)k )\ka
e S—~— SN—~—

C1 c2 Ck

ou Ly = ((ZO>1 Ce (Zo>k>t = Pilzo.

On peut utiliser le théoréme 3.3.1 pour retrouver ce résultat : z,,1 = Az, < 2z, = A"z = PD"P~ !z,
AT 0
<:;>zn = [Ul-‘-vk} ZO:ClArf'Ul+62)\3U2+...+0k)\zvk.
0 Ay

3.4 Propriétés des valeurs propres

On sait que les valeurs propres de la matrice A de format k X k sont les valeurs qui annulent le polynéme
caractéristique de A soit

p(A) = det(A — \I).

Il existe donc trois possibilités pour les racines de p()\) :
— p(A) a k racines réelles distinctes,
— p(\) a quelques racines multiples,
~ p(A) a quelques racines complexes,

cas non mutuellement exclusifs pour k& > 4.



36 CHAPITRE 3. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

Exemple 3.4.1

1. Soit A= <:‘11 _21) pa(N) = A2 £ 50+ 6 = Sp(A) = {—3,—2}.
4 0 -2

2. Soit B=10 3 0 |,pe(\)=(3-X)(A\-3\+2)= Sp(B) ={1,2,3}.
30 -1

3. Soit C = <_41 ;), pc(A) = (A —3)? = Sp(C) = {3}, 3 étant de multiplicitée 2.

: 0 2 ) : :

4. Soit D={ | ), pp(A) =\ =2A+2= Sp(D) = {1 +i,1—i}.
1 3 4

5.%0it E= |0 2 —1],pe(\)=(0-X)(\—4X+5)= Sp(E) ={1,2+1i,2 —i}.
01 2

Définition 3.4.1 La trace d’une matrice carrée A, notée tr(A) est la somme de ses éléments diagonauz
Principau.

Théoréme 3.4.1 Soit A une matrice carrée d’ordre k avec les valeurs propres \i,..., Ag. Alors,
k
Ld+dot. =) N=tr(4),
i=1

k
2. M x Mg x ..o x A = [[ A = det(4)
=1

4 1 1 1
Exemple 3.4.2 Soit B = 1 le 411 1 , 3 est une valeur propre de B. Soit v = (a,b,c,d) un vecteur
111 4
propre associé & A = 3 alors
4-3 1 1 1 a a+b+c+d 0
I - | 1 b| |a+b+c+d 0
(B=3hv=1 1 4-3 1 ¢l latbtetd 0
1 1 1 4—-3 d a+b+c+d 0
1 0 0
0 1 0 . . o s
ol 1o et 1 sont trois vecteurs propres linéairement indépendants associés & A = 3. Donc cette
—1 -1 -1

valeur propre de B est d’ordre de multiplicité au moins égal a 3. Comme de plus, tr(B) = 16 =3+3+3+x,
on en déduit que x = 7 est également valeur propre de B.

3.5 Valeurs propres multiples

On porte notre attention dans ce paragraphe sur un point qui peut remettre en cause le processus de
diagonalisation : les valeurs propres multiples.
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3.5.1 Matrices de format 2 x 2 non diagonalisables

4 1
Considérons les matrices A = <1 2> et B = (g g) Ces matrices admettent toutes les deux une

valeur propre double A = 3.
— Un vecteur propre de A est une solution v de I’équation

(A=3Dv = <_11 —11) @) B (8>

v . . . . 1
Un vecteur <v1) est une solution de ce systéme si et seulement si c’est un multiple de < 1).
9 _

~ Pour B, (B—\)v = (8 8) (21> . Donc tout couple de vecteurs linéairement indépendants convient.
2

Ainsi, grace au théoréme 3.3.1, la matrice B est diagonalisable et en fait, on remarque qu’elle est déja
diagonale.
Par ailleurs, il n’y a pas de matrice P qui diagonalise A parce que, toujours d’aprés le théoréme 3.3.1, une
telle matrice P devrait avoir pour colonnes des vecteurs propres indépendants de A mais A n’a qu’un seul
vecteur propre.

Une matrice A qui a une valeur propre d’ordre de multiplicité m > 1 mais qui n’a pas m vecteurs propres
linéairement indépendants associés a cette valeur propre est appelée une matrice non diagonalisable. On a le

Théoréme 3.5.1 Soit A une matrice de format 2 X 2 avec deuz valeurs propres identiques. Alors, A est
diagonalisable si et seulement si A est déja une matrice diagonale.

Que peut-on faire avec une matrice non diagonalisable? On peut tenter d’arriver & une matrice presque
diagonale (décomposition de Jordan).

4 1 .
1 2) étudiée précédemment, admettant 3 comme valeur

Exemple 3.5.1 Considérons la matrice A = <

. . 1
propre. Cette matrice admet un seul vecteur propre indépendant vy = <_1>. On cherche alors un vecteur

vo appelé vecteur propre généralisé pour A associé o A = 3, solution de

s (4 2)6)-(2)-6)-)

1 1 .
_1 o) Om peut vérifier que

prar- () (D (C0)-G6 )

Théoréme 3.5.2 Soit A une matrice carrée d’ordre 2 avec des valeurs propres identiques X = \*. Alors,

Si on prend P = [v; v2] = <

1. soit A a deux vecteurs propres linéairement indépendants associés a \*, auquel cas A est la matrice
M,

2. soit A a seulement un vecteur propre indépendant v1. Dans ce cas, il existe un vecteur propre généralisé
vy tel que (A — N I)vg = vy. Si P = [v1ve] alors

A1
-1 —
par= (3 1)
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3.5.2 Cas d’une matrice 3 X 3 non diagonalisable

4 2 —4
Exemple 3.5.2 Soit A= |1 4 —3], le polynome caractéristique de A est p(A\) = (A — 3)2(2 — A). Les
1 1 0

valeurs propres de A sont 2 et 3 (de multiplicité 2).
— Pour la valeur propre simple A = 2, ’espace des solutions de

2 2 —4 x 0
(A-2lv=|1 2 -3 y|l =10
1 1 -2 z 0
1
est un espace de dimension 1 engendré par v; = | 1
1
— Pour la valeur propre double A = 3, ’espace des solutions de
1 2 —4 x 0
(A=3IHv=|1 1 -3 y| =10
1 1 -3 z 0
2
est un espace de dimension 1 engendré par vo = | 1
1
Il y a donc seulement un vecteur propre indépendant associé & la valeur propre de multiplicité 2. On
a besoin d’un vecteur vs indépendant de vy et vy pour former la matrice de passage P = [vjvavs]. On
cherche vs, vecteur propre généralisé associé & A pour la valeur propre A = 3 vérifiant donc (A — 31)vg =
1 2 —4 x 2 0 1 20
e |11 -3 y| = | 1]. On peut alors prendre v3 = | 1] donc P= |1 1 1| et P7'AP =
1 1 -3 z 1 0 110

O O N
o w o
w = O

Les calculs avec les vecteurs propres généralisés peuvent étre un peu plus compliqués pour des matrices
de format 3 x 3 car on peut avoir une valeur propre A* d’ordre de multiplicité 3 avec seulement un vecteur
propre indépendant v;. Dans ce cas, on calcule vy et vs3 tels que

(A= XNT)vg = vy et (A— NT)vg = ve.

A1 0
Si P = [vjvovg) alors P71AP = [ 0 X\ 1
0 0 X
3 1 1
Exemple 3.5.3 On considéere B= | 1 2 1 ]. Cette matrice admet A = 2 comme valeur propre d’ordre
-1 -1 1

de mulitplicité 3 mais seulement un vecteur propre indépendant v;. On définit ve et v3 par

Ainsi, avec P = [vjvaus], P"1BP =

S O N
SN =
N = O
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3.5.3 Résolution d’équations de récurrence avec des matrices non diagonalisables

On se pose le probléme de la résolution du systéme des équations de récurrence z,4+1 = Az, quand A est

1
)(\) )\*>.Le changement

de variables z = PZ fait passer du systéme z,,1 = Az, au systéme Z, 1 = (P"AP)Z,.

g (X} _ (X 1) (Xa
ntl Vi1 0 A \Y,

une matrice de taille 2 x 2 non diagonalisable. Choisissons P telle que P~'AP = <

Xnt1 =2 X, + Y, (3.6a)
= { Y1 = \Y, (3.6b)
On peut résoudre (3.6b) pour Y, : Y, = c; A" et substituer cette solution dans la premiére équation
(3.6a) : Xp41 = AX,, + c1A". On itére ensuite, a partir de n = 0, pour trouver sa solution générale :
Xo = ¢
X1 = MXo+ C1)\0 = Ao+ 1

Xo = MXi+ 01)\1 = )\()\Co + 01) + A= >\260 +2c1 A
X3 = )\300 + 361/\2
Xy = e+ 3c1\?

X, = MNcg+ne At
Si on remplace X, dans I’équation précédente, on a
Xni1 = McoA" +nei A" 1) + e A" = oA+ (n 4 1)er A\ = AX, + Y.

Xn\ _ [coA" + nep A1

Yn C1 A"

écrire la solution générale du systéme initial z,+1 = Az, soit

cor™ + neyrn !
cr”

Par conséquent, ( ) On utilise ensuite le changement de coordonnées z = PZ pour

20 = PZy = [0109] <

& zn = (cor" + nclr”_l)vl + c1r™vs. (3.7)

Théoréme 3.5.3 Supposons que A soit une matrice carrée d’ordre 2 avec une valeur propre multiple A et
seulement un vecteur propre indépendant vi. Soit vy un vecteur propre généralisé associé a v1 et \. Alors la
solution du systeme d’équations de récurrence zny1 = Az, est (3.7).

4 1
Exemple 3.5.4 La matrice A = (_ 1 2> est non diagonalisable car elle admet une valeur propre double

: 1 : o :
A = 3 et un seul vecteur propre indépendant v; = (_1>. On considére le systéme linéaire d’équations de

récurrence associé a A

{ Tpt+1 = 4z, + Yn
Yntl = —Tp+2yn ’

Grace qu théoréme précédent, la solution générale de ce systéme est

T, = 3" +c1(n3"t +37)
Yn = —co—cn3™! '

Généralisons maintenant le théoréme 3.5.3 en dimension 3 : soit le changement de variable z = PZ alors

Xnt1 Tn+1
Woi1 = | o1 | = (P LAP)W,, = TW,,. En effet, si wpi1 = | yns1 |, on a w1 = Aw, & PW,1 =
Zn+41 Zn+1

APW,, & Wy = PTLAPW,
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A 10 X,
= Wn+1 = 0 )\1 0 Yn
0 0 X Zn

Xn+1 = >\1Xn + Yn (38&)
< Yop1 = MY, (3.8b)
Zn+1 = )\QZn (38C)

(3.8¢) & Z,, = Ay Zy. Ensuite, (3.80) & Y,, = ATY) et enfin, dans (3.8a), X411 = M1 X, + A\1'Yp. Or
Xo = co, Yo=0a1
X1 = Mo+ )\[1)01 = Aicg+ 1
Xn = MNeg+na\it

Dans (3.8a), on a X, 11 = A\[T g + (n+ 1)e AP, Par conséquent,

X, )\7110[) + ncy )\711_1 Co
Y, | = ney 1|
Zn /\302 Co

En utilisant ensuite le changement de coordonnées z = PZ, on obtient

Xn o
wy, = PW,, = [vivous] | Yo | = [v1vevs]T" [ 1 | = PT"P~ 1wy
Zn Cc2

= (A'co + ncl)\?*l)vl + APeivg + ABegus ol ¢g = Xo = P~ lag.

3.5.4 Exercice récapitulatif (corrigé)

Déterminer la solution du systéme linéaire

Tpnt1 = 2Tp+Yn
Yn+1 = Yn — 2n
Zntl = 2yn +4z,
pour des conditions initiales données.
Correction.
21 0
La matrice associée au systéme est A= [0 1 —1|. Déterminons le spectre de A.
0 2 4
2—A 1 0 1o\ —1
0 1-x -1 :(2—)\)‘ 5 4_» ':(2—)\)()\2—5>\+6):(2—>\2)(3—/\).

0 2 4—-A

Donc Sp(A) = {2, 3} ou 2 est une valeur propre de multiplicité 2. Déterminons maintenant les sous-espaces
propres associés.
o Fh={Xc¢€ Rg/AX =2X} avec X = (2,9, 2).

y = 0 zelR
AX =2X & —y—2z = 0 &< y=0
242z = 0 z=0

donc en choisissant = 1, v1 = (1,0,0) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre \ = 2.
Comme dim(E2) # 2, A n’est pas diagonalisable.
Recherchons un vecteur propre généralisé. On cherche v = (z,y, z) tel que
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y = 1 z€eR
(A=2Nvy =v1 & —y—z = 0 & y=1
2042z = 0 z=-1

Ainsi, v2 = (2,9, 2) = (2,1, —1) = (1,0,0)+(0, 1, —1). En choisissant z = 0, on obtient vy = (0,1, —1).
e 3 ={X € R3/AX =3X} avec X = (2,9, 2).

-r+y = 0 r=y
AX=3X&({ 2y—2z = 0 & yeR
2u+z = 0 z=—2y
donc en choisissant y = 1, v3 = (1,1,2) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A = 3.
1 0 1 2 10
Donc,si P=[vyvovs]=[0 1 1 |etT=[0 2 0| alors P'AP =T < A= PTP~!. Ainsi, en
0o -1 -2 0 0 3
1 1 1
vérifiant que P~ = |0 2 1],
0 -1 -1

1 0 1 on pon—1l o 1 1 1
Av=10 1 1 0 on 0 0 2 1
0 -1 -2 0 0 3n 0 -1 -1

D’ou la solution en fonction des conditions initiales car X,, = A" X} :

T, = x02" +yo((n+1)2" —3") 4+ 2((2 +n)2" ! — 37)
Un = yo(2"T1 —3") + z(2" — 37)
Zn = Yob2 x 3" — 271y 4 (2 x 3" — 2)

3.6 Processus de Markov

Dans ce paragraphe, on introduit une application importante des valeurs propres et vecteurs propres a
des problémes économiques : la solution des processus de Markov.
On travaille avec un processus dynamique dans lequel le temps est traité comme une variable discréte, ainsi
la dynamique est donnée par des équations de récurrence. Supposons que le processus sous-jacent & I’étude
puisse étre décrit par un nombre fini d’états Si,...,Sk. A chaque période le systéme se situe en un et
seulement un de ces k états.

Définition 3.6.1 Un processus stochastique est une régle qui donne la probabilité que le systéme ou un indi-
vidu dans ce systéme soit dans l’état © au temps n+ 1, connaissant les probablités d’étre dans les divers états
auz périodes précédentes. Cette probabilité pourrait, en principe, dépendre de l'intégralité de ’histoire anté-
rieure du systéme qui correspond auz états qui ont été réalisés aux périodes 1,2,...,n. Quand la probabilité
du systeme, pour tout état i et au temps n + 1, dépend seulement de ce qu’était I’état du systéme au temps
n, le processus stochastique est appelé un processus de Markov. Pour un processus de Markov, seulement le
passé immédiat a de ['importance.

Les éléments-clés d’un processus de Markov sont :

1. la probabilité 2°(n) que I’état i survienne a la période n, ou alternativement, la fraction de la population
qui est dans I’état ¢ a la période n et

2. les probabilités de transition m;;, ot m;; est la probabilité que le processus soit dans I'état 7 a la
période n + 1 s’il est en I’état 5 au temps n.

La matrice dans laquelle on place les probabilités de transition est appelée matrice de transition ou
matrice stochastique ou encore matrice de changement d’états :

M =
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On remarque que ces probabilités sont écrites de fagon a ce que les premiers indices caractérisent la période
suivante et les seconds indices la période actuelle. En termes probabilistes, m;; est la probabilité (condition-
nelle) que le systéme soit en 1’état ¢ & la période suivante, sachant qu’il se trouve en I'état j a cette période.
Compte tenu de son état a la période actuelle, le systéme évolue vers un et un seul état & la période suivante.
Par conséquent, la somme des termes m;; par rapport & ¢ doit étre égale & 1; ce qui revient a dire que la
somme des éléments de chaque colonne de la matrice doit étre égale & 1. Comme on définit une matrice de
Markov comme étant toute matrice non négative (m;;) dont la somme des éléments de chaque ligne . m;;
est égale & 1, c’est la transposée de M qui est une matrice de Markov.

Nous supposons que les probabilités m;; sont fixées et indépendantes de n. Pour décrire cette hypothése, nous
disons que le processus est temporellement homogéne ou que les probabilités de transition sont stationnaires.
Pour révéler la dynamique sous-jacente d’un processus de Markov, supposons que 27 (n) soit la fraction de la
population de taille N qui est en ’état j a la période n. Alors, le nombre total des membres de la population
en l'état j a la période n. Alors le nombre total des membres de la population en ’état j a la période n est
27 (n)N. Par hypothése, m;;z7 (n) N de ces membres seront dans 1’état i & la période (n+1). Le nombre total
des membres de la population dans 1'état i & la période (n + 1), 2°(n + 1) N, est la somme par rapport a j
de ces nombres correspondants aux membres qui passent de ’état j & ’état ¢ :

k
' (n+1)N = Zmij:cj(n)N pour tout i =1,...,k
j=1

ou, en notation matricielle, aprés avoir divisé par N,

rl(n+1) myp ... Mg xl(n)
F(n+1) mer ... Mg/ \a¥(n)

ce qui donne x(n + 1) = Mx(n). Le systéme d’équations (3.9), dans lequel M est une matrice de Markov,
est appelé un systéme de Markov ou processus de Markov stationnaire.

Exemple 3.6.1 Considérons le modéle d’emploi suivant. Chaque personne dans la population est soit em-
ployée soit sans emploi. Les deux états de ce modéle sont « étre employé » et « étre sans emploi ». Soit x'(n)
la fraction de la population étudiée qui est employée a la fin de la période n et 2%(n) la fraction sans-emploi.
Supposons qu’une personne employée a une probabilité de 90% de rester employée a la période suivante (et,
par conséquent, une probabilité de 10% de se retrouver sans emploi a la période suivante), et qu’une personne
sans-emploi a une probabilité de 40% (et, par conséquent, 60% de chance de rester sans emploi).

En déduire le taux de chomage a long terme.

Correction.
Les évolutions sont retracées par :

Uit} = 0 ey = () =0 o) (et)- o

Une valeur propre du systéme est A = 1. En utilisant le résultat de la trace, nous concluons que ’autre valeur

1 ) Ainsi, la

. . 4
propre est A = 1,5 — 1 = 0,5. Les vecteurs propres associés sont respectivement (1> et (1

solution générale du systéme (3.10) est

@;EZ;) —a (11) "+ (_11> 0,5". (3.11)

Puisque 1" =1 et que lirJIrl 0,5™ = 0, dans le long terme, la solution générale (3.11) du systéme de Markov
n——+0oo

(3.10) tend vers w; = 1 . Comme w; devrait étre un vecteur de probabilité dont la somme des compo-

4
1
santes est égale & 1, prenons ¢; égal & 1/5 c¢’est-a-dire l'inverse de la somme des composantes de w;. On en
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4/5
1/5
conduisent au taux de chomage de long terme de 20% pour cette population.

déduit que la solution du systéme (3.10) tend vers ( ) quand n tend vers l'infini et que nos hypotheéses

Il existe beaucoup de résultats généraux concernant les processus de Markov que ’analyse de cet exemple
illustre :

1. A1 = 1 est toujours une valeur propre de la matrice de Markov sous-jacente, cela est aussi vrai pour sa
matrice transposée.

2. Pour une matrice de format 2 x 2, la trace, qui correspond & la somme des valeurs propres, est toujours
une nombre compris entre 0 et 2. Par conséquent, la seconde valeur propreAs prend une valeur comprise
entre —1 et +1.

3. Si a;; < 1, alors les éléments de (A — 17) ont les signes <+ +>. Ainsi, la valeur propre \; = 1 a

un vecteur propre wi dont tous les éléments sont positifs. Ce vecteur propre peut servir de vecteur de
probabilité v; en divisant chaque composante de w; par la somme des composantes de wy.

4. La solution générale est 1"vq + co Ay va. Puisque Ay tend vers 0 quand n tend vers +o00, chaque solution
tend vers v;. En particulier, les composantes de v; donnent la distribution de long terme des états.

Ces quatre propriétés restent valables pour une large classe de processus pour lesquels la matrice de transition
ou au moins une puissance de la matrice de transition a toutes ses composantes strictement positives.

Définition 3.6.2 Soit M une matrice de Markov définie comme une matrice non négative dont la somme
des éléments de chaque ligne est égale o 1. Alors, M est appelée une matrice de Markov réguliere si M" a
seulement des éléments positifs pour un entier r. Dans ce cas, si v = 1, c’est-a-dire si chaque élément de M
est positif, M est appelée une matrice positive.

Théoréme 3.6.1 Soit M une matrice de Markov réguliére. Alors,
1. 1 est une valeur propre de M d’ordre de multiplicité 1,
2. toute autre valeur propre A de M satisfait |\| < 1,
3. la valeur propre 1 a un vecteur propre associé wi avec des composantes strictement positives et

4. 81 nous notons vy le vecteur wy divisé par la somme de ses composantes, alors vy est un vecteur de
probabilité et chaque solution x(n) de x(n+ 1) = Mxz(n) tend vers v1 quand n tend vers +0oo.

Exemple 3.6.2 Supposons que les familles frangaises soient classées comme
— urbaines,
— suburbaines,
— rurales,
et que chaque année :
— 20% des familles urbaines se déplacent en banlieue et 5% vont a la campagne,
— 2% des habitants des banlieues se déplacent dans les zones urbaines et 8% vont dans les zones rurales,
~ 10% des familles rurales migrent dans les zones urbaines et 20% vont en banlieue.
Etudier, a long terme, les déplacements des familles.

Correction.
Soient U,, S, et R, les fractions de la population classée, respectivement & I’horizon de n années. Alors, on
obtient le systéme :

Unt 0,75 0,02 0,1\ (U,
Spi1 | =102 09 02]]5,]. (3.12)
Rt 0,05 0,08 0,7) \R,

La matrice A du systéme admet pour valeurs propres 1; 0,7 et 0,65 donc A est diagonalisable. Les vecteurs
propres associés sont respectivement
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2/15 8 1
10/15 |, [ -5 et [ O
3/15 -3 ~1

La solution générale du probléme est alors donnée par

Un 2/15 8 1
Sp | =c1 | 10/15 ] x 1" 4+co | =5 | x 0,7 4¢3 | 0 | x0,65" (3.13)
R, 3/15 -3 -1
Puisque 1" =1et lim 0,7" = lim 0,65" =0, dans le long terme, la solution générale (3.13) du systéme
n—-+oo n—-+00
2/15
de Markov (3.12) tend vers wy; = ¢; | 10/15 | quand n tend vers U'infini. Comme w; devrait étre un vecteur
3/15

de probabilité dont la somme des composantes est égale & 1, on prend c; égal & 1. On en déduit qu’a long
terme, 2/15 de la population vivra dans les villes, 2/3 en banlieue et 1/5 a la campagne.

3.7 Exercices

Soient a et b dans R. On considére la matrice C' = ( Z g >

Préciser selon les valeurs de a et b les cas ou C' est diagonalisable dans R.

Exercice 28| On considére les matrices suivantes :

—7 —-36 28 0 -3 -1
A= 6 23 —-14 |etB=| -6 0 -2
4 14 -9 7T 3 4

Pour chacune d’elle, préciser si elle est diagonalisable danns R. Si oui, la diagonaliser et donner la matrice
de passage. Si non, justifier.

Exercice 29| Donner la condition nécessaire et suffisante pour que A donnée par

1 a b c
01 d e
A= 00 2 f
0 0 0 2
soit diagonalisable dans R.
0o 2 -1
1. Diagonaliser M = 3 -2 0 dans R en donnant la matrice de passage P telle que M~ PM
-2 2 1
soit diagonale.
1 4 =2
2. Montrer que N = 0 6 —3 | n’est pas diagonalisable dans R.
-1 4 0

Soit A une matrice dans Ma(R) telle qu’il existe P inversible dans M(R) avec P~1AP =

(01)
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1. SoitC’lzp([l)

2. Donner une équation liant Cy = P ( (1) >, Ci et A.

-1 -1
3. Soit A = < 4 3 > Trouver C; et Cy comme ci-dessus.
-6 5 3
Soit la matrice A définiepar A=| -8 7 4
-2 1 1

1. Déterminer les valeurs propres de A.

2. Vérifier que A n’est pas diagonalisable.

>. Montrer que Cy est un vecteur propre de A. Pour quelle valeur propre?

3. Déterminer la décomposition A = A+ N ou A est diagonalisable et IV est nilpotente avec A.N = N.A

Exercice 33| Dans chacun des cas suivants, calculer les valeurs propres de A :

3 -2
Las(2Y)
1

1
2 8=(1 1)
5 1
o= (7))
3 -1 1
4. D=(0 2 o],
1 -1 3
5 —1 1
5 F=1-1 1 =3
1 -3 1

Soit la matrice A — (3 i).

1. Calculer les valeurs propres de A.
2. Déterminer les vecteurs X = (i) tels que

(a) AX =5X,
(b) AX =2X.

Vérifier que X7 = (1

2> est solution de (a) et X = (_1

1) est solution de (b).

3. Soit la matrice P = (; _11)

(a) Montrer que P est inversible et calculer I'inverse de P.
(b) Calculer P71AP.

4. Calculer A™ pour n entier naturel non nul.

2 0 4

Soient la matrice A= |3 —4 12| et les matrices colonnes suivantes :

1 -2 5
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—4 4 2
Xi=[3],X=[0] Xx3=(1
2 ~1 0

1. Calculer AX;, AX5 et AX3. Que peut-on en déduire ?
2. A est-elle diagonalisable ?

3. A est-elle inversible 7

Calculer les valeurs propres de la matrice A dans les cas suivants, dire si A est diagona-
lisable :

1 46
1.A=|(0 2 5],
0 0 3
1 35
22 B=10 0 4],
00 2
1 01
3.C={0 3 0
1 01
-4 —6 0
Soit la matrice A= | 3 5 0
3 6 5

1. Calculer les valeurs propres de A.
Vérifier que le spectre de A est {—1;2;5}. A est-elle diagonalisable ?

T
2. Déterminer les vecteurs X = | y | tels que :
z
(a) AX =X,
(b) AX =2X,
(c) AX =5X.

3. Déterminer une matrice P inversible telle que P~'AP soit une matrice diagonale D.

4. Calculer A™ pour n entier naturel non nul.

3 -1 1
Soit la matrice A= [0 2 0
1 -1 3

1. Calculer les valeurs propres de A.

2. Déterminer les vecteurs propres de A. En déduire que A est diagonalisable.

Soit la matrice A — (—11 3).

1. Calculer les valeurs propres de A. En déduire que A est diagonalisable.

2. Déterminer les vecteurs propres de A.

3. Diagonaliser A en précisant la matrice de passage P.

4. Soient les suites (U,) et (V) définies par Uy = 1, Vo = 1 et pour tout entier n

Un+1 = _Un+2vn
Vn—i—l = Un '
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P Un+1 _ Un
Vérifier que (Vn+1> =A (Vn)

5. Calculer U, pour tout entier n.

3 enfants A,B,C jouent avec une balle.

— Lorsque A a la balle, la probabilité pour qu’il I’envoie a B est 0,75 et la probabilité pour qu’il I’envoie
a C est 0,25.
— Lorsque B a la balle, il ’envoie respectivement & A ou a C avec la probabilité 0,75 et 0,25.
— C envoie toujours la balle & B.
On désigne par A,, B,, C, les probabilités qu’a l'issue du n'®™® lancer, ce soit A, B ou C qui ait la balle.

1. Montrer qu’il existe une matrice carrée M d’ordre 3 telle que :

An+1 An
Bn+1 =M Bn
Cn+1 Cn

Déterminer les valeurs propres de M et les vecteurs propres associés.
En déduire que M = P~'DP, ou D est une matrice diagonale et P une matrice que ’on déterminera.
Calculer M™.

Calculer les limites & I'infini des probabilités A, B, et Cy,.
On vérifiera que ces limites sont indépendantes de I’enfant qui avait la balle au début du jeu.

ot W

Dans les cas suivants, déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice
A. Dire si A est diagonalisable.

3 -2
a2 )
1 1
2o (1)
3 1
so- (2
-7 9 0

Soit la matrice A= | =6 8 0

—6 6 2
1. Calculer les valeurs propres de A. On vérifiera que le polynome caractéristicque s’écrit(\ + 1)(\ — 2)?
et que la somme des valeurs propres est égale a la trace de A.
2. Déterminer les vecteurs propres de A. En déduire que A est diagonalisable.

3. Donner une matrice D diagonale et une matrice P, inversibles, telles que D = P~1AP.

Probléme : De combien de fagons peut-on vider un tonneau de n litres avec un pot de 1
litre et un pot de 2 litres?
Il est nécessaire de bien s’entendre sur la signification du probléme. Ainsi un tonneau de 3 litres peut étre
vidé en prélevant 1 litre puis 2 litres, ou bien 2 litres puis 1 litre, ou bien 3 fois 1 litre. Ces 3 facons seront
considérées comme différentes.
Soit U,, le nombre recherché.

1. Vérifier que Uy = 1 et Uy = 2. Calculer Us.
2. On admettra que la suite (U,,) vérifie la relation : Upto = Upy1 + U,.

(a) Déterminer la matrice A telle que : <Un+1) =A ( Un )
Un+2 Un+1

(b) Montrer que A est diagonalisable.
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(c) Déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que D = P~1AP.
(d) Calculer A™ pour n entier naturel non nul.

(e) En déduire U, en fonction de n.

Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables ?

1 a 0 O
01 a O
LoA= 00 1 «af
0 0 0 1
0111
1011
2. B= 11 01
1110
1 -1 2 =2
: : : 10 0 1 -1
Soit la matrice A = 1 -1 1 0
1 -1 0 1
1. Soient X7 =(1,1,0,0) et X2 = (0,0,1,1).

Calculer AX7 et AX,. En déduire que 0 et 1 sont 2 valeurs propres de A.
2. Déterminer le sous-espace propre associé a la valeur propre 0. Préciser sa dimension.

3. On admet que 0 est une valeur propre double. La matrice A est-elle diagonalisable 7

-4 —6 0
Soit la matrice A= | 3 5 0
3 6 5

1. Calculer les valeurs propres de A.
Montrer que A est diagonalisable puis diagonaliser A, c’est-a-dire trouver une matrice diagonale D et
une matrice P inversible telles que A = PDP~!.

2. Calculer A™.

3. Soient les suites (uy,), (vy) et (wy,) définies par leurs premiers termes g, vg, wo et les relations suivantes :

U, = —dup1 —6vy
Up = 3BUp—1+5vp1
Wy = 3Up—1+6vp_1 + dw,_1

Calculer u,, v, et w, en fonction de n et de ug, vy, wp.



