MASTER 1 - Métiers de L’Enseignement en Mathématiques La Mi-Voix - ULCO

ANALYSE 2 Novembre 2010 - Contréle Terminal, Semestre 1, Session 1

Durée de I’épreuve : 3h00 Documents et calculatrice interdits

(Les trois exercices sont indépendants. Un soin tout particulier sera apporté a la rédaction des réponses)

(CORRECTION

Exercice 1| Critére des séries alternées.

Soit la série numérique de terme général

(_1)71 *
U, =In |1+ o ,aeRY  n>2.

Le but de I’exercice est d’établir la nature de cette série en fonction du parametre o, et de montrer que
les équivalents sont a manipuler avec la plus grande prudence sur les séries a signe quelconque.
1. Vérifier que Z Uy est une série alternée.
n>2
2. Pour quelle raison I'applicabilité (ou la non-applicabilité) du théoréeme des séries alternées est-elle
difficile & établir 7 On donne ci-dessous, a titre indicatif, des représentations graphiques de |u,| pour

quelques valeurs de « (bien-str, cela ne constitue en rien une preuve et ne permet pas d’appliquer

le théoreme, la nature de la série étant établie dans les questions suivantes).
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3. Donner un équivalent de |u,,| & 'infini. En déduire la convergence absolue de la série lorsque a > 1.
4. Pour étudier la convergence de la série pour 0 < o < 1, il va falloir procéder autrement.
(a) En utilisant un développement limité de In(1 + =) a 'ordre 2, montrer que ’on peut écrire :
Up = Up + Whp,

avec v, une série alternée et w,, une série a terme de signe constant au-dela d’un certain rang.
(Attention : il s’agit bien d’une égalité et non d’une équivalence!)

(b) Etablir la convergence de la série de terme général v, Vo € RY .
(c) Etudier la convergence de la série de terme général w, suivant la valeur du réel a.

(d) Conclure sur la convergence de Z Uy, suivant la valeur de 0 < a < 1.
n>2
5. Quelle (fausse) conclusion aurait-on tiré si on avait directement utilisé un équivalent de u,, a I'infini
sans passer par un développement limité a l'ordre 2 comme suggéré dans la question 4.7
Correction :

1. On est en présence d’une série alternée car u,1 et u, sont de signe opposé, du fait de l'oscillation
(="
-

autour de 1 de 1 +
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2. La série est alternée, avec |u,| qui tend vers 0. On est bien tenté d’appliquer le théoreme des séries
alternées. Le probléme est que la décroissance (ou pas) de |u,| est difficile & mettre en évidence en
fonction des valeurs de «. En faisant quelques calculs a la main, on constate que pour a > 1, la
décroissance semble étre assurée alors que pour a < 1 elle semble compromise. Les graphiques vont
dans ce sens.

- 1 - . :
3. On a I'équivalent |uy| fodierd et la série est donc absolument convergente si et seulement si o > 1.
oo n

4. (a) En utilisant un D.L de In(1 + z) & l'ordre 2, on obtient
(- 1 1
Un = ne - In2a +o @ ’

s s -1 1 1 .
c’est-a-dire u,, = v, + w, avec v, = a et w, = ~ 53 + o on2a ) Il est important

de noter qu’a ce stade, il s’agit bien d’une égalité, que I'on pourra donc conserver en tant
Y Y
qu’égalité entre séries.

(b) On sait que Z vy, converge pour tout o > 0 (série de Riemann alternée ou théoréme des séries

n
alternées).

(c) On a wy, ~ —

+oo  2n2e

1
de signe constant au-dela d’un certain rang (puisque o <ﬁ> devient
n

négligeable devant — au dela d’un certain rang). Donc, par théoreme de comparaison,

2n2e

g wy, converge si et seulement si E

~ 5% converge, c’est-a-dire si et seulement si a@ > —
n
n

2
n
(série de Riemann).
(d) Comme qun converge pour tout a > 0, on en déduit que Z uy, converge si et seulement si
n n

1
g wy, converge, i.e. si et seulement si a > 3
n
En résumé, la série E Uy, €St
n

. . 1
— divergente si 0 < a < 3’

: o1
— semi-convergente si B <a <1,
— absolument convergente si a > 1.

5. Si au lieu de passer par un D.L a 'ordre 2 on avait utilisé un équivalent brutal, on aurait eu
(=1)"
Up ~

+oo  n¢

et on se serait empressé de conclure que la série converge pour tout o > 0 (série

de Riemann alterné), résultat évidemment faux puisque la série diverge pour 0 < a < % Il est
indispensable de pousser le D.L de In(1 + x) au dela de ordre 1 pour espérer conclure! En effet, le
(=1)"
(0%
terme a signe constant et ne suffit donc pas a conclure quant a la convergence de u,. Un terme a
l'ordre 1 de signe alterné peut cacher un terme a signe constant a ’ordre 2 qui peut faire diverger

la série! Il faut donc s’assurer que les termes négligés of...) soient effectivement négligeables. On
s’apercoit ici que cela aurait été une erreur que de « négliger » ces termes d’ordre supérieur puisque

premier terme seul est un terme alterné dont la sommabilité est moins contraingnante qu’un

le terme d’ordre 2 : n’est pas sommable pour tout a > 0 (et fait diverger la série pour

2n2a

1
O0<a<L 5) Il est en revanche inutile d’aller au dela de I'ordre 2 puisqu’un terme a terme constant

I’emporte forcément sur des termes d’ordre supérieurs quels que soient leurs signes.

Intégration - Polynomes de Bernoulli.

On dit qu’une suite de polynomes (By),en est une suite de polynémes de Bernoulli si elle vérifie les
propriétés suivantes :
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By =1,

VneN, B, =B,

Vn > 2, B,(0) = By(1).

On vérifie facilement par récurrence que tous les B, sont bien des fonctions polynomiales.
1. Soit (Bp)nen une suite de polynémes de Bernoulli.
(a) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, B,, est un polynéme de degré n, donc de la
n
1
forme B, (X) = Z o 1 X *_ Montrer alors que son coefficient dominant vérifie O = =
n!
k=0

1
(b) Montrer que / By, (t)dt = 0.
0

(c) Montrer a I’aide des deux questions précédentes que la suite (By,),ecn est uniquement déterminée

par
n o ] n—la
B.(X) = — .nil,jfl + nfl,kX]H_l‘
n(X) jz_;](]%—l) kZ::OkJrl

On dira que (By)nen est la suite des polynoémes de Bernoulli.

2. Montrer que :
Bi(X) = X—--
By(X) = —X2 - —X + —
3. Calculer B3 et By.
4. Montrer que Vn € N, B, (X) = (-1)"B,(1 — X).
5. On définit la suite (by)nen des nombres de Bernoulli par : Vn € N, b, = B,(0).
(a) Calculer by, by, ba, b3 et by.
(b) Montrer que b, = 0 pour tout entier n > 3 qui est impair.
Correction :
1. (a) On procede par récurrence sur n > 0. Pour n = 0, By est bien un polynéme de degré 0 de

coefficient dominant o = 1. En supposant que, pour n > 0, B, est un polynoéme de degré n
n

de coefficient dominant a, ,, # 0, soit By (X) = Z an,ka, on déduit de ’égalité B;LH =B,

k=0
que
n+1 a
G—1
By (X) =y M xktl +06n+10—04n+10+2 Il i (1)
k —|— 1
k=0 7j=1
c’est-a-dire que B,1 est un polynome de degré n + 1 de coefficient dominant o,11 41 =
« 1
Z—ml # 0. Cette derniere relation de récurrence nous dit que o, , = 7 pour tout n € N.
n
En effet, le résultat est vrai pour n = 0 et en le supposant acquis au rang n > 0, on a
An.n 1 1
Ant1nt+l = =

n+l nln+l) (n+1)!
(b) Pour tout n > 1, on a:

1 1
| Butdt = [ Bt = Bua(1) = Busa(©) =0 2)
0 0

puisque By, (0) = By, (1) pour m > 2.

(c) Cette derniere identité combinée avec (1) permet de montrer que la suite (By,),en est unique-

ment déterminée. En effet, on a By = 1 et en supposant B,, construit, la relation (2) nous dit
Qp,5—1

que les coefficients o411, = sont uniquement déterminés pour tout j compris entre 1

et n + 1. Enfin, avec
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n+1

1
_ 0‘”73 1
0—/OBn+1() 04n+10+§ G+ 1)

on déduit que
n+1

Qn,5—1
g = 3 L
I+

n
On k

P 1X F+1 est la primitive de B, nulle en 0 et
k=0

On peut aussi remarquer que @, 41(X) =

1
Bpi1 = @nt1 + g1 avee opp10 = / ©n+1(t)dt, ce qui détermine de maniére unique la
0
suite (B, )nen et donne un algorithme de construction.

2. En utilisant les notations précédentes, on a :

901(X):X7
1 1
Oz170:—/ g&l(t)dt:—/ tdt = ——
0 0
et
1
Bi(X) = p1(X) + a1 = 3
De méme, on a :
1 1
X)==-X?2_-2X
902( ) 21 2 1 2
2t 1
=— dt = — -z -
2,0 /902() /0<2 2> 12
et :
By(X) (X)+«a Ixe 1y L
2 = P2 2,0—2 B 19
3. On a
1 1 1
X)=-X3--X?4+ X
803( ) 61 4 +121 3 2
3t t
= tdt = — 4 )dt=0
43,0 /0“)3() /0<6 4 12>
et :
3 1 2 1
Bg(X)ZQOg(X)ﬂ-O@’o:fX —EX —I—EX
De méme :
1 1 1
X)= —X*- —Xx34+ —X?
pa(X) =5 2" Tog
/1 (t)dt /1 t4 t3 LB t2 1
[0 —_— —_— _— —_— e —
40 , o \24 12" 2; 720
et :
By(X) = p4(X) + oy = —X4 - —X3 ! — X2 - 1
DY 12 24 720°

4. Soit (Cy)nen la suite de polynomes définie par :
VneN, Cp(X)=(-1)"B,(1 - X).

Pour montrer que cette suite est la suite des polynéomes de Bernoulli, il suffit de prouver qu’elle
vérifie les conditions (1) compte tenu de I'unicité prouvée a la question 1.c).
Pour n =0, on a Cy(X) = Bp(1 — X) = 1. Pour tout n > 0, on a

1 (X) = (1) (=B (1 = X)) = (=1)"Ba(1 - X) = Cp(X)
et pour n > 2,
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Cn(0) = (=1)"Bn(1) = (=1)"Bn(0) = Cn(1).
Ce qui donne le résultat attendu.

5. (a) Les calculs des questions 2. et 3. nous donnent
bp =1, blz—%, 62:1—12, bs =0, b4:—%.
(b) De B, (X) = (—=1)"B,(1 — X) pour tout n € N, on déduit que
Vn e N, b, = B,(0) = (—1)"B,(1)
et de B,,(0) = By(1) pour n > 2, que
Vn > 2, by, = (—1)"by,.

Il en résulte que b, = —b,, pour n > 3 qui est impair et b, = 0 dans ce cas.

Exercice 3| Séries de Fourier.

Soit f : R — R la fonction régularisée, 2m-périodique, impaire, constante égale a 1 sur |0, 7.
1. Calculer ses coefficients de Fourier trigonométriques.

2. Etudier la convergence simple ou uniforme de la série de Fourier vers f.

—+o00 (—l)p +oo 1
3. En déduire et —_—
pZOQerl ;(2p+1)2

400 1 (_1)71
4. Calculer g — et g 5
n n

n=1 n>1
Correction :

1. f est impaire donc Vn € N, an(f) =0.

1

Pour n € N, () = = [ f(@)sin(ut)it = - /O< 1) sin(nt)dt + /”<>sm<nt)dt_21—<—1>”

2
donc boy(f) = 0 et bopt1(f) = TR ) (on a utilisé la Proposition 1.1 : / / / /

en posant x = —m).
n

On en déduit que S, (z) = Z ﬁ sin((2p + 1)x).
T

2. D’apres le théoreme de Dirichlet, la fonction f étant C! par morceaux, la série de Fourier converge
simplement vers la régularisée de f soit liril Sp(x) = f(x), ou encore
n—-roo

n

4
li — sin((2 1 = .
N SUCARIERT
Si xg # km (29 n’est pas un point de discontinuité), S(x) = f(x), et si xg = k7 (z¢ est un point de
dicontinuité), étant donné que f(z) = f(rT) = lim f(z) =1et fz7) = f(r7) = lim f(z) =

+ —
—1, S(z) = w —0.
3. La convergence simple de la série de Fourier vers f(z) en x = 7/2 (qui n’est pas un point de
discontinuité) donne :

+o0 4sin (%) 4 +0o 2 1y K
STt )r L 2+l 14
= 1 (7 = 1 2

R 1 16 )
L’égalité de Parseval donne 5}; [T =5 o ft)*dt =1« pZZ:O T ESIE =5
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+0o0
4. Zn ex1steetzn2 Z 2p+1 fZ—d’ouZnQZ—.

n 1 +°° 1 1+°°1 7.[.2 7T too n 2
Ensuit T I T F 5= T3 -
nsuite, Z 1; (2p+ 1)2 4;])2 8 24 g
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