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ANALYSE 2

Fiche de Mathématiques 5 - Suites et séries de fonctions.

Soient E et F' deux espaces métriques quelconques et (f,,) une suite d’applications de E dans F'. Si pour chaque
x € E la suite f,(x) est convergente, sa limite f(z) est une fonction de x et divers problémes peuvent se poser,
entre autres :
— Si les fonctions f;, sont continues, leur limite f est-elle continue ?
— Si les fonctions f,, sont dérivables (ce qui suppose que E soit un ouvert de R et F' un e.v.n.), leur limite f
est-elle dérivable ?
— Plus généralement, si E et F' sont deux e.v.n. et si les fonctions f,, sont différentiables, leur limite f est-elle
différentiable ?

1 Convergence simple et convergence uniforme

On désigne par X un ensemble quelconque, par (E,d) un espace métrique et par (f,,) une suite d’applications
de X dans F.

Définition 1.1 Convergence simple

On dit que la suite (f,) converge simplement vers Uapplication f (de X dans F) si, pour chaque x de X, la suite
fn(x) converge dans E vers f(x). En d’autres termes, la suite (f,) converge simplement vers f si quels que soient
e>0etx € X, il existe un entier N tel que l'inégalité n > N entraine d[f,(z), f(x)] < e, soit

Ve e X,Ve >0,IN e NNVn e N, n > N = d[f,.(z), f(x)] <e. (1)

Ce nombre N dépend, en général de € et de x. En exigeant que N soit indépendant de x, on obtient un mode de
convergence plus restrictif, appelé convergence uniforme.

Définition 1.2 Convergence uniforme
On dit que la suite (f,) converge uniformément vers f sur X si, quel que soit € > 0, il existe un entier N, ne
dépendant que de €, tel que, pour tout n > N et tout x € X, on ait d[f,(x), f(z)] <e.

Ve >0,IN e NVxz € X,Vn € N, n > N = d[fn(z), f(z)] < e. (2)

Si la suite (f,,) converge simplement (resp. uniformément) vers lapplication f sur X, on dit pour abrégrer que f
est la limite simple (resp. la limite uniforme) de la suite (f,).

Remarque 1.1 La convergence uniforme de (f,,) fers f entraine la convergence simple de (f,,) vers f. La réciproque
n’est pas vraie.

Remarque 1.2 Désignons par I' le graphe de l'application f. L’ensemble I'. des points (z,y) de E' x F' qui vérifient
I'inégalité d[f(z),y] < € est une sorte de < tube » entourant I'. Dire que f, vérifie d[f,(z), f(z)] < & pour tout
x € X revient a dire que le graphe de f,, est contenu dans ce tube.

2 Criteres de convergence uniforme

Proposition 2.1 Soient (f,) une suite d’applications de l’ensemble X dans lespace métrique (E,d) et f une
application de X dans E. Pour chaque n € N on définit

My = sup d[fn(2), f(2)].

zeX

Pour que la suite (f,) converge uniformément vers f sur X, il faut et il suffit que la suite (m,,) tende vers zéro.

Pour prouver que la suite (m,,) tend vers zéro, il suffit de la majorer par une suite convergeant vers zéro; pour
prouver qu’elle ne tend pas vers zéro, il suffit de la minorer par une suite de nombres positifs ne convergeant pas
vers zéro. Pour appliquer ces principes, on se bornera au cas ou les fonctions f, et leur limite f prennent leurs
valeurs dans un e.v.n. E : en remplagant f,, par f, — f, on se ramene au cas ou f = 0. On énonce :



Proposition 2.2 Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur un ensemble X a valeurs dans un e.v.n. E.

1. Pour que la suite (f,) converge uniformément vers zéro sur X, il suffit qu’il existe une suite (&,,) de nombres
réels, convergeant vers zéro, telle que pour tout r € X, on ait

[fn (@) < &n

2. Pour que la suite (f,) ne converge pas uniformément vers zéro sur X, il suffit qu’il existe une suite (x,) de
points de X telle que la suite (f,,(xn)) ne tende pas vers zéro.

Proposition 2.3 Le critere de Cauchy pour la convergence uniforme
Soit (fn) une suite d’applications d’un ensemble X dans un espace métrique (E,d). Pour que la suite (f,) soit
uniformément convergente, il faut qu’a chaque nombre € > 0 on puisse associer un entier N tel que les inégalités
n >N et p> N entrainent

Vo € X, difa(e), fy(a)] < ¢ 3)

et cette condition est suffisante si l'espace E est complet donc, en particulier, si E =R ou C.

Définition 2.1 Soit (f,,) une suite d’applications de l’ensemble X dans Uespace métrique (E,d). On dira que cette
suite est uniformément de Cauchy, ou qu’elle vérifie uniformément la condition de Cauchy si, quel que soit € > 0,
il existe un entier N tel que les inégalités n > N et p > N entrainent (3).

Montrer que si (fn)nen est une suite de fonctions uniformément convergente vers une fonction f
sur un intervalle I alors la suite de fonctions (sin(f,,))nen converge uniformément vers sin(f) sur I.
Correction :
La propriété résulte de :

|sin(fn(z)) = sin(f(2))| < [fu(z) = f(2)| < sup|fulz) - f(2)].

xzel

On définit la suite de fonctions (fy,)nen+ sur R par :
Vn € N*,Vz € R, f,(z) = nsin (£>
n

1. La suite (fy)nen+ converge-t-elle simplement sur R et si oui, vers quelle fonction ?
2. La convergence de la suite (fp,)nen+ est-t-elle uniforme sur R ?
3. La convergence de la suite (fy,)nen+ est-t-elle uniforme sur [—1,1] 7
Correction :
1. Pour 2 =0, on a f,(0) = 0 pour tout n € N* et la suite réelle (f,,(0)),en+ est constante égale a 0.
Pour z # 0, on a f,(x) = nsin (%) fodk et la suite réelle (f,,(x))nen+ converge vers x. En définitive, la suite
de fonctions (fy)nen+ converge simplement sur R vers la fonction f : z — .

2. Pour tout n € N*, la fonction g,, définie sur R par :
. (T
9n(@) = ful@) = f@) = nsin (%) —a

x
est impaire et dérivable de dérivée g, (z) = cos ( 7) —1 <0, cette dérivée s’annulant aux points x,, , = 2nkm ol

k € Z avec g, (Tn k) = 2nkm. On a donc sup lgn(z)| = 2nlk|m pour tout k € Z et sup |g, ()| = +o0.
z€[—2nkm,2nkn] z€R
La convergence n’est donc pas uniforme sur R.
3. Sur [-1,1], pour n € N* la fonction g,, est décroissante et sup |g,(z)| = |gn(1)] — 0. La convergence
Ie[—Ll] n—-+o0o

est donc uniforme.

x
Soit k un entier positif ou nul et (f,,)nen+ définie par f,(x) =

22+ n’
1. Pour quelles valeurs de k cette suite converge-t-elle uniformément sur R 7

k

2. Pour quelles valeurs de k cette suite converge-t-elle uniformément sur toute partie bornée R ?
Correction :

1. Pour tout réel z, on a lif}rl fn(z) = 0 donc (f,)nen converge simplement vers la fonction nulle. Pour k = 0,
n—-+0oo

1 1
et © dans R, on a 0 < f,(x) = oy < — et la suite (f5)nen converge uniformément vers 0 sur R et sur
224n " n
k—1
x
toute partie bornée R. Pour tout entier strictement positif k, on a f/ (z) = m((/ﬂ —2)2% + kn) et
224 n
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55% si k=1,

sup |fn(z) — 0] = 1 si k=2,
ver 400 si k>2.
On déduit donc que la suite (f,,)nen converge uniformément vers 0 sur R uniquement pour k =0 et k = 1.

2. Soit @ > 0. Pour tout = € [—a,a], on a :

- s k=1,

f”(”“’)'g{m(aﬁ k2

On en déduit alors que la suite (f,,)nen converge uniformément vers 0 sur tout partie bornée R pour tout
entier positif ou nul .

Soit a > 0 et (fn)nen la suite de fonctions définie sur R™ par f,,(z) = n®x exp(—nzx).
1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que cette suite converge uniformément sur RT.
2. Etudier la convergence uniforme sur tout intervalle [a, +00[ avec a > 0.

Correction : La fonction f,, est dérivable avec :

Il (z) = n®exp(—nz)(1 — nx)

n

fn(0) =0, lim f,(x)=0et f & valeurs positives.

n—-+o00

1. Pour n > 1, la suite (fy)nen converge simplement sur Ry vers la fonction nulle pour tout o > 0. Avec

1 o
sup+ |fnl = fan n) = pour n > 1, on déduit que la convergence est uniforme sur Ry si et seulement
z€R
si a €]0,1[.

1
2. Pour tout a > 0, il existe un entier n, tel que — < a pour tout n > n, et sup |fn(z)| = fn(a). On en
n z€[a;+oo]
déduit que la suite (f,,)nen converge uniformément sur tout intervalle [a; +o00[ avec a > 0.

On désigne par (fn)nen la suite de fonctions définies sur RT par :
Vn € N,Vor € R, f,(z) = nzsin(x) exp(—nz).

Montrer que cette suite converge simplement sur R™ vers la fonction nulle.

Montrer que la fonction ¢ : t — ¢(t) = texp(—t) est décroissante sur [1, 4+o00].

T
Montrer que la convergence de la suite (f,,)nen vers 0 est uniforme sur Uintervalle [5, 400 [

L e

On se propose maintenant de montrer que la convergence de la suite (f,)nen vers 0 est encore uniforme sur
i
Iintervalle [O, 5}
(a) Calculer, pour tout n > 1, la dérivée de la fonction f,.

(b) Montrer que :
1
Vr € }0, n} [l () > 0.

1 7 1 7
(¢) Montrer que, sur Uintervalle } -, 2] , [}, s’annule en un unique point z,, € } g [
n n

(d) En déduire les variations de f,, sur I'intervalle [O, g]

T
(e) Montrer que la suite (fy,)nen converge uniformément vers 0 sur [07 5} et sur RT.

Correction :
1. Pour £ =0, on a f,(0) = 0 pour tout n € N et lirf fn(0) = f(0) =0.
n—-+0oo

Pour z > 0, on a | f,,(x) avec lim ——— =0 et donc lim fnlz) = f(z) =0.
n—-+o0o

n
| <z——

exp(nz) n—+oo exp(n)
2. La fonction ¢ est indéfiniment dérivable sur R et pour tout ¢ > 1, on a :

¢ (t) = exp(=t)(1 =) < 0.
Cette fonction est donc décroissante sur [1, +oo].

T
3. Pourtoutnzletng,ona
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puisque nx > n > 1 et @ est décroissante sur [1,+oo[. Comme lim

n

exp(n)

|[fn(@)] < nwexp(—nz) = p(nz) < p(n) =

B ey = 0, on déduit que (fpn)nen

. , 7r
converge uniformément vers 0 sur {5, +o00 {

4. (a)

(b)

()

On a:
fl(x) = nexp(—nz)(—nzsin(x) + sin(x) + x cos(x))

= nexp(—nz)((1 — nz)sin(z) + z cos(x)).
1

Pour x € |0, —
n

falx) > 0.

1
Pourxe],w{,ona:
n 2

] , les quantités (1 — nz), sin(z), x, cos(z) et nexp(—nz) sont strictement positives, donc

nr—1

f1(@) = n exp(—na) cos(z)(1 — na) (tan@_ @ )

1
avec nexp(—nz) cos(z)(1 —nz) < 0. Le signe de f) (z) sur z € ] -, g [ dépend donc de celui de g, (z) =
n

1 1
tan(zx) — . Avec g/ (z) = + > 0, on déduit que g, est strictement croissante et
(z) nr—1 9 () cos?(xz)  (nx—1)2 due gn
. . PR 17 .
avec lim g,(z) = —oo, lim g,(x) = 400, on déduit que, sur z € | —, = |, g, s’annule en un unique
z— 17t z—Z~ n 2

1
point z, et on a g,(x) < 0 pour x € ] —, T { gn(z) > 0 pour z € }xn, g { Tenant compte de :
n
1 (g) = nexp(—ng) (1 — ng) <0,

1 7 1
on déduit que sur } -, 2} , fn s’annule uniquement en z,, avec f/ (z) > 0 pour x € } —, Ty [ et fI(z) <0
n n

s
pour x € }xn, 5}

De ’étude précédente, on déduit que f,, est strictement croissante sur [0, 2:,] et strictement décroissante

sur {mn, g] avec f,(0) =0et f, (g) = ng exp (—ng) On a donc :

sup |fn(z)| = fu(zn).

xe[O,%]

I <i> — —nexp(—2) cos (2) (tan <i> _ i) <0

us 1 2
(on a tan(z) > x pour tout x € }0, 3 {), on déduit que z,, € } -, — [ sin>1et
n'n

Avec f (1) >0et:
n

n—-+oo

0 < fn(zyn) < 2sin (Z) — 0.

D’ou la convergence uniforme de (fy,)nen sur [0, g] Avec sup | f,| = max | sup |fn|, sup |fn] ], on
Ry [0.5]  [5+e]

en déduit la convergence uniforme de (fy,)nen sur Ry.

3 Limite uniforme de fonctions continues

Théoréme 3.1 E et F étant deux espaces métriques, soit (f,) une suite uniformément convergente d’applications
de E dans F. Si les fonctions f, sont toutes continues en un point a de E, leur limite f est continue au point a.

Corollaire 3.1 E et F étant deuz espaces métriques, soit (f,) une suite uniformément convergente d’applications

continues de E dans F. Alors la fonction f = lirf fn est continue.
n—-+0oo

Proposition 3.1 Eztension

E et F étant deur espaces métriques, soit (f,) une suite d’applications continues de E dans F', convergeant vers
une application f, de telle sorte que cette convergence soit uniforme sur chaque partie compacte de E. Alors f est
continue sur E.
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Proposition 3.2 Double passage a la limite

E et F étant deux espaces métriques et A une partie de E, soit (f,) une suite d’applications de A dans F,
convergeant uniformément sur A vers une application f. Soit a un point d’accumulation de A tel que, pour chaque
n € N, la limite b, = ilir}l fn(x) eziste. Si l'espace métrique F' est complet, la suite (b,) a une limite b et f(x) tend

vers b quand x tend vers a. En d’autres termes, on a la formule d’interversion des deux signes lim :

n oo a2 1 0) = 0 i, Fn2).

(les hypothéses entrainant l'existence des deux membres de (3.2)).

Théoréme 3.2 Si (f,)nen est une suite de fonctions uniformément continues qui converge uniformément vers
une fonction f sur lintervalle I, alors la limite f est uniformément continue sur cet intervalle.

Pour ce qui est de I'intégration des fonctions continues, on déduit du théoréme précédent le résultat suivant.

Théoréme 3.3 Si (fn)nen est une suite de fonctions continues qui converge uniformément vers une fonction f
sur Uintervalle I, on a alors pour tout segment [a,b] C T :

n—4oo

/abf(x)dx: Jim /abfn(x)dac.

En fait le théoreme précédent est encore valable dans le cadre de lintégrale de Riemann. On rappelle qu'une

fonction f est Riemann-intégrable sur [a, 8] si et seulement si elle est bornée et pour tout réel € > 0 on peut trouver
b

deux fonctions en escaliers g, h telles que g < f < h et / (h(z) — g(z))dzr < e.

a

Théoréme 3.4 Si (f,)nen est une suite de fonctions Riemann-intégrables qui converge uniformément vers f sur
I =[a,b], alors la fonction f est Riemann-intégrable sur I et on a :

/abf(z)das— Jim /abfn(x)dx.

n—-+oo

Théoreme 3.5 Si (fn)nen est une suite de fonctions Riemann-intégrables sur I qui converge uniformément vers
x

une fonction f sur I, alors la suite de fonctions (Fp)nen définie sur I par F,(z) = fa(t)dt ot xy est donné
xo

x
dans I, converge simplement sur I vers la fonction F définie sur I par F(x) = / f(®)dt et la convergence est
xo

uniforme sur tout segment [a,b] C I.

Théoréme 3.6 Soit (f,)nen une suite de fonctions dérivables sur I telle que la suite (f])nen converge uni-
formément sur I vers une fonction g. S’il existe un point xo € I tel que la suite (fn(x0))nen S0it convergente
alors la suite (fn)nen converge simplement vers une fonction dérivable f telle f' = g et la convergence est uni-
forme sur tout segment [a,b] C I.

Montrer que la suite de fonctions définie sur R par f,(z) = cos(nz) n’admet aucune sous-suite

uniformément convergente sur R.
Correction : Supposons que l'on puisse extraire une sous suite ( f@(n))nEN qui converge uniformément sur R vers
une fonction f. La fonction f est alors continue et pour tous réels a < b, on a :

b b
/ f(x)dz = lim / Jom)(x)dr = nlim [sin(p(n)b) —sin(e(n)a)] =0

n——+00 —+o00 p(n)
et f est nécessairement la fonction nulle, ce qui est en contradiction avec sup|f,)| = 1 (ou avec f(0) =
IS

ngl}rloo fga(n) (O) = 1)

Etudier la convergence simple puis uniforme sur R des suites de fonctions définies par f,(z) =

1
2 + = et gn(z) = fl(x).
Correction :

1. Pour tout réel x, on a :

1
lim f,(z)= lim 2 + - = Va2 = |z|.
n

n—-+oo n—-+oo
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La suite (f,,)nen converge donc simplement sur R vers la fonction f : z — |z|.
Pour tout entier n > 1 et tout réel x on a :

1 1 1
[fn(z) = fl2)] = /2? + = — Va2 = — :
n n $2+%+ /LU2

/ 1 / 1 1
$2+72+\/$22 ZE2+722*,
n n n

et avec :

on déduit que :

1

n - < -

nle) — f@)l < T

et (fn)nen converge uniformément vers f sur R.
2. Pour tout entier n > 1 et tout réel z, on a g,(x) = T et
22+
0 si =0
ngr—lr-loogn( ) = g(x) = % = sgn (3;) si x#0 -

|z

Les fonctions g,, étant continues sur R, la convergence n’est pas uniforme puisque la limite g n’est pas continue
en 0.

On peut aussi vérifier ce résultat en évaluant sup |g,(z) — g(z)|.
TR
Pour x #0etn>1,0ona:

9a(2) — 9(a) A | S E
gn(@) —g(z)] = |—=— | =z -
.’EQ + % |.13| ZCQ + % I2
v n2 1 1

v n2 \/ ( 2+ \/ n2)

1
Avec ( x? + > , on déduit que |g,(x) — g(x)| < 1. Puis avec |g,(0) — g(0)] =0 et
hrr%) |gn(x) — g(x)| = 1, on déduit que sup | gn( ) —g(z)| =1 et (gn)nen ne converge pas uniformément vers g
r—r
sur R.

4 Approximation uniforme des fonctions continues sur un segment

Le fait qu'une fonction continue sur un segment y est en fait uniformément continue nous donne la possibilité de
construire des suites de fonctions élémentaires (en escaliers, affines par morceaux ou polynomiales) qui convergent
uniformément vers cette fonction.

4.1 Approximation uniforme par des fonctions en escaliers

Théoreme 4.1 Toute fonction f continue sur un segment [a,b] est limite uniforme d’une suite de fonctions en
escaliers.

Théoreme 4.2 Toute fonction f continue sur un segment [a,b] est Riemann-intégrable.

Lemme de Riemann-Lebesgue

Montrer que pour toute fonction f continue par morceaux sur un segment [a,b], on a :

n—-+oo

lim /b f(z)sin(na)dz = 0.

Correction : 11 suffit de considérer le cas ou f est continue sur [a, b].
Si (fn)nen est une suite de fonctions en escaliers sur [a, b] qui converge uniformément vers f, pour tout réel ¢ > 0,

on peut trouver un entier n tel que sup |f,(z) — f(x)| < & et pour tout entier m > 1, on a :
z€[a,b)
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b b
x) sin(ma)dz| < / (f(x) = fn(x))sin(ma)dx| + / fn () sin(ma)dx
b
< 0-a) s |fule) = f@)] +| [ (e sin(ma)da
z€[a,b] a
b
< (b—a)e+ / fn(x) sin(max)dx
En désignant par o = a < 21 < ... < Zp+1 = b une subdivision de [a, ] telle que sur chaque intervalle [z, Zj41]

fn soit constante égale a yi, on a :

Tr41 - o
/ F(2) sin(ma)di = Zyk/ sin(mz)di = Zyk (COb(ZLM?k) B COb(Terk-&-l))

k=0

et

x) sin(ma)dx| < (b—a)e + %

2
ou C = Z lyk|.- On en déduit que
=0

< (b—a — 1)e pour m assez grand.

/ () sin(ma)dz

De maniere analogue, on a hm / f(z) cos(nx)dx = 0 pour f continue par morceaux.
TL*} o0

Exercice 9| Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b]. Calculer la limite suivante :

lim j/bf(x)snﬁ(nx)dx

n—+oo a

1 — cos(2nx
Correction : En écrivant que sin®(nz) = #, on a

nBToo /ab f(z)sin?(nx)dx / flx dx—nli)rfoo/ f(x) cos(2nx)d / f(z

4.2 Approximation uniforme par des fonctions affines par morceaux et continues

Théoreéme 4.3 Toute fonction f continue sur un segment [a,b] est limite uniforme d’une suite de fonctions conti-
nues affines par morceaux.

Théoreme 4.4 Toute fonction affine par morceauz et continue sur un segment [a,b] admet des primitives.

Théoreme 4.5 Toute fonction f continue sur un segment [a,b] admet des primitives.

4.3 Approximation uniforme de la fonction = — |z| sur [-1,1] par des fonctions
polynomiales

L’approximation uniforme de la fonction x +— |z| sur [—1, 1] par des fonctions polynomiales nous sera utile pour
approcher uniformément toute fonction continue et affine par morceaux par des polyndémes sur un segment [a, b].
On introduit la suite de fonctions (P, )nen définie sur R par Py(z) =0 et

Vn > 1, Poii(z) = Po(z) + = (2% — (Pn(x))?) (4)
On vérifie facilement par récurrence sur n > 0 que chaque fonction P,, est polynomiale.

Théoréme 4.6 La suite (Pp)nen définie par (4) converge uniformément sur [—1,1] vers la fonction x — |z|.

On désigne par (ay)nen la suite des coefficients qui interviennent dans le développement en série
entiere de la fonction = — /1 — x sur Uintervalle | — 1, 1], soit :

+oo
Vee]l-1,1 vV1—x = Zansc”.

n=0
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—+o0
1. Montrer que la série Z an est convergente.
n=0
2. En déduire que :
a) la fonction z — /1 — x est limite uniforme d’une suite de polynémes sur 'intervalle [—1, 1],
y
(b) la fonction z — |x| est limite uniforme d’une suite de polynémes sur U'intervalle [—1, 1].
Correction : Les coefficients a,, sont donnés par ap = 1 et pour n > 1, a,, = b,, avec :
b — (2n)!
" (2n —1)(2nn)2’

En particulier, les b, sont positifs pour tout n > 1.

1. Pour tout x dans [0, 1] et tout » > 1, on a

n —+o0
O§Zbkxk < an:z:”zl—\/lfx.
k=1 n=1

n
En faisant tendre = vers 1, on en déduit que pour tout n > 1, on a 0 < Zbk < 1, ce qui implique la

k=1
+oo +o0
convergence de la série a termes positifs E b, et celle de la série E a,. Si on tente d’utiliser le théoreme
n=0 n=0

de d’Alembert pour montrer la convergence de an (tous les b, sont strictement positifs), on a b, =

(2n)! ot
(2n —1)(2™n!)?
bpyr  2n+2)2n+1)2n—-1) 2n-1
— = — 1
bn, (277, + 1)4(n + 1)2 2n + 2 n—+oo

et on ne peut pas conclure.
En utilisant le développement limité :

bop1  1— 5 1 1 1 31 1
S TR (R Y (S A (I P R T
by, 1—|—% 2n n+o n 2n+o n)’

3
le théoreme de Raabe-Duhamel nous permet de conclure quant a la convergence de Z b, (on a 3 > 1).

n

n
2. On note (P, )nen la suite de polynomes définie par P, (z) = Z apz®.
k=0
(a) Pour tout n > 0 et tout € [-1,1], on a :

+oo
W1 —xz— P,(z)] = <SR,= > b — 0

+oo
E akxk

—+o0
k=n-+1 k=n+1
ce qui implique la convergence uniforme sur [—1, 1] de la suite de polynémes (P,)nen vers la fonction
T +/1—x
(b) Pour tout z dans [—1,1], on peut écrire que |z| = /1 — u(x) avec u(x) =1 — 22 dans [0,1] et on a

el = lim Py (u(x))

cette convergence étant uniforme.

5 Limites de fonctions dérivables ou différentiables

Théoréme 5.1 E désignant un e.v.n. et I un intervalle de R, soit (f,) une suite d’applications dérivables de I
dans E, convergeant simplement vers une application f. Pour que [ soit dérivable sur I, il suffit que la suite des
dérivées (f1) soit uniformément convergente sur I et pour tout t € I, on a alors :

fit)=lim f,(t),

n—+00
soit : ] d
dt LETDO fn“)} = tm 0] ®
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La convergence uniforme de la suite (f!) permet donc de permuter les opérations de dérivation et de passage & la

limite, donc d’échanger les signes lim et —.

n—+oo dt

Proposition 5.1 Généralisation : cas des applications différentiables

E et F désignant deux e.v.n. et U un ouvert de E, soit (f,) une suite convergente d’applications différentiables de
U dans F, telle que la suite (f]) de leurs différentielles soit uniformément convergente sur U (ces différentielles
étant considérées comme des applications de U dans L(E, F)). Alors lapplication f = ngrfoo fn est différentiable

sur U et, pour chaque x € U, on a

@)= lim_fl ().

n——+oo

6 Théoreme de Weierstrass

Théoréme 6.1 Toute fonction continue sur un segment [a,b] est limite uniforme d’une suite de polynémes.

EXERCICE SYNTHETIQUE

Etant donné deux nombres réels positifs ou nuls a et b, on notera (a,) et (by,) les suites définies par agp = a, by = b
et, pour n > 0, par :

an + by

9 5 bn+1 = anbn

Ap+1 =

Sia=1et b=z avec z > 0 alors a,, et b, sont des fonctions de x qu’on notera respectivement u,, et v,,.

1.

(a)

Démontrer que pour n > 1 et a# b, on a:
{ Oébngbn+1<an+1<an

an+1 - bn+1 S i(an - bn)

Que deviennent ces inégalités sia =567
Démontrer que les deux suites (a,) et (b,) sont convergentes et qu’elles ont la méme limite.
On notera M (a,b) cette limite commune et f la fonction numérique définie sur [0, +oo[ par f(z) =
M(1,x).
Démontrer que, quels que soient les réels a > 0,0 > 0, A > 0 et quel que soit ’entier naturel n, on a :
M(an,b,) = M(a,b)
M(a,b) = M(b,a)
M (Aa, Ab) = AM (a,b)

b
En déduire que, pour @ > 0, on a M(a,b) = af (a)

Démontrer que, pour tout n > 0, les fonctions u,, et v, sont continues.

) Démontrer que, pour tout n > 1 et tout z > 0, on a :

0 <up(x)— flz) <271 —2x|.

En déduire que la fonction f est continue.

Démontrer que pour tout z > 0, on a vz < f(x) <

1+
—g . En déduire que la fonction f est dérivable

au point z = 1.
Calculer f(0). La fonction f est-elle dérivable en ce point ? Le graphe de f a-t-il une tangente au point
d’abscisse nulle ?

1
Démontrer que, pour tout > 0, on a f(z) =« f ()

x
Démontrer que le graphe de f présente une branche parabolique, dont on précisera la direction quand z
tend vers +o0.

Démontrer que, pour tout n > 0, les fonctions u,, et v, sont croissantes. En déduire que la fonction f
est croissante.

2. On restreint désormais les fonctions u,, et v, a l'intervalle ]0,1[. On notera w, la fonction définie sur ]0, 1]

par w, = y/u2 —v2 et k, la fonction définie sur |0, 1[ par k, =27 "1n <>

Un

Wn,
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a+b
2

(a) En remarquant que M(a,b) = M < , \/@) et que wy+1 = %, démontrer que pour tout entier
n>0,ona

2M (Upt1, Wnt1) = M (tp, wp).
En déduire que, pour tout entier n > 0, on a :

2" M (up, (x), wp(x)) = f(V1 — 22).

(b) Démontrer que, pour tout  €]0, 1], on a :

(c) Démontrer que, pour tout « €]0,1[, on a lim =

En remplacant f par un équivalent dans le résultat de la question précédente, en déduire que, pour tout
_ 7 [

2 f(V1—a?)
(d) Démontrer que, pour tout n > 0, les fonctions w,,, vy, w, et k, sont continument dérivables sur |0, 1] et

que, pour tout n > 1, on a u), > 0 et v/, > 0.
/
(e) Démontrer que la fonction v—; est indépendante de n (on pourra utiliser la relation w11 =

x €]0,1,on a: lm ky(z)
n—4oo

Up — Un

2 )

n

(f) Déduire du résultat précédent que, pour tout n > 0 et tout = €]0,1[, on a :

vy ()

(g) Démontrer que la suite de fonctions (k]) converge uniformément sur tout compact de ]0,1[, vers la

fonction :
f?(2)
>
v (1 — a?)
. . f?(2) L . ™ f(z)
h) Démontrer que la fonction x — ————< est la dérivée de la fonction x — — ————.
W a z(l—a?) 2 f(V1—2a?)
a5
(i) Calculer directement cette dérivée et en déduire, en faisant ©+ = — que m = 2\/57{5
V2 (%)
3. Pour tout n > 1, on notera y, la fonction définie sur ]0, 1 par y,, = ? et z, la fonction définie sur ]0, 1 par
’ n
Zn = U—’f On note K un compact de |0, 1[.
U

n
(a) Démontrer que y,, > 1 et que la suite de fonctions (y,) converge uniformément vers 1 sur K.

(b) Démontrer que, pour tout n > 1, on a

Yn+1 =
" 2\/Yn
z = — 0
K (1 +Zn)\/yn

(c) Démontrer que z, > 1. En déduire que u!, < v/, et que la suite de fonctions (ul,) est décroissante.

(d) Démontrer que, pour tout n > 1, on a Y41 < 2Znt1 < /Un < yn. En déduire que la suite de fonctions
(zn) converge uniformément vers 1 sur K.

(e) Démontrer que v, (z) < v}, () si (Vyn(z) — 1)° et que cette derniere inégalité est

satisfaite & partir d'un rang ng indépendant de x dans K. En déduire que, pour tout n > ng, on a
up, <y <y < wposur Koet que les suites (u;,) et (v;,) convergent uniformément sur K.

Correction :

1. (a) Remarquons que ¥(z,y) € R 2, xT—i—y — Ty = M et (Vo —vy)? < Wr —yl.Wr+ Yyl =

|z — y|. Il en résulte que 0 < OCT—I-y —Vay < w et que les inégalités sont en fait strictes si x et y

sont différents. On a également min(z,y) = (min(y/z, /y))? < min(y/z, /y) max(y/z,/y) = /Ty avec

r+y _ min(z,y) + max(r.y)
N 2

égalité si et seulement si x = y ou bien xy = 0. De méme, < max(z,y)

avec égalité si et seulement si x = y. En conclusion,
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0 < min(z,y) < /zy < zTﬂ < max(z,y)

avec égalité partout si x = y, égalité seulement dans les deux premieres inégalités si xy = 0 et nulle part
dans les autres cas.
Il en résulte que si a, et b, sont définis et si 0 < b,, < a,, alors
0 S bn S bn+1 < Ap+41 < an
{ ap41 — bn+1 < 5(0477. - bn)
avec inégalités strictes si b,, # 0.
a+b
2
by = vab sont bien définis et 0 < min(a,b) < by < a; < max(a,b). Si (H,) est vraie alors 0 < b,, <
bpt1 < ant1 < an et donc (Hyp41) est vraie. Il en résulte que (H,,) est vraie pour tout entier n supérieur
a 1 et donc que les inégalités de ’énoncé sont vraies pour tout tel n.
Si maintenant ¢ = b alors, pour tout entier n, on a a, = b, = a = b. Les inégalités deviennent donc
Qp — bn
=0.
2
On déduit des résultats précédents que (b,) croit et que (ay) décroit. On a aussi pour tout n > 1,
0<a,—b, < 5 —
Les deux suites sont donc adjacentes, elles convergent et ont méme limite M (a,b). Remarquons que
M/(a,b) € [by,ay] pour n > 1.
La limite commune des suites (ar)r>n €t (bx)g>n €st M(an,b,) mais aussi M (a,b). Par unicité de la
limite on a donc M (a,,b,) = M(a,b).
Soient (ay,) et (by,) les suites définies par ag = a, by = b. Soient (a/,) et (b)) les suites définies par aj, = b,
b =a. On a a] = ay et by = by. Légalité précédente donne donc M (b,a) = M(ay,b1) = M(a,b).
Enfin, si (al)) et (b])) sont les suites définies par af = Aa, bj = Ab, une récurrence immédiate montre que

ay = Aay, et b = \b,, pour tout n. On en déduitM (Aa, \b) = AM (a, b).
1 b b

En prenant A = —, on obtient M(a,b) = aM (17 ) =af ()
a a a

et

Soit donc (H,,) la propriété : a,, et b, existent et 0 < b, < a,. (Hy) est vraie puisque a; =

0<b, = bn+1 =dapy1 = ap €6 apy1 — bn+1 =

(a1 — b1), ce qui prouve par encadrement que la suite (a, — b,) tend vers 0.

Pour tout x € Ry et tout n € N, on a

w@%ﬂwdﬂ=xWHN@=%WM@+%@»%H®%=1M@%@)

Par récurrence, on déduit facilement que les fonctions u,, et v, sont continues.
On déduit de (a) que, pour tout € Ry et tout n € N, on a

1
2n—1

0 < vn2) < f(2) < ua(@) et 0 < (@) = f(&) < una) - va() <

(u1(2) — 01 ().

1 1 1-— 1
= 50— Ve =s(1-a)1 g < 51— al, o 0 < wy(2) — f(2) < 271 - al.
e Soit A > 0. Pour tout x € [0, A] et tout n € N*, on a :

0 <uplx)— flz) <27™(1+ A).
Comme (27" (14 A)) tend vers 0 indépendamment de z, la suite de fonctions (u,,) converge uniformément
vers f sur tout compact de R,. Les u,, étant continues, la fonction f est continue sur R,.
e Soit t €Ry et e € R} ;pour h > —wvet n € N*, ona
[f@+h) = f@)] < |un(z+h) —un(2)] + [un (@ +h) = fz+h)] + [un(z) — f(2)

[un(z 4+ h) —up(x)|+27"(1 —x — h| + |1 —z|)
|un (2 4+ h) = un(2)| +27"(2[1 — x| + [A])

Or uy(z) — v1(x)

<
<

Soit donc n tel que 27"(2|]1 —z|+ 1) < g et a tel que 0 < aw < 1 et (par continuité de u,, en ) tel que
Vh €] — a; a[N[—x; +00[, |un(z + h) — up(x)] < % On a alors

(VyeRy) lz—yl<a=|flz) - fly)l<e
et donc f est continue en z. Il en résulte que f est continue sur tout R;.

1
Pour tout x de R, on a v1(x) = vz < f(z) < ui(z) = 5(1 + ). Comme f(1) =1, on peut donc écrire

(x—1).

z—1
NCE!

1
Ceci prouve que f'(1) existe et vaut 5

=var—1< f(z) - f(1) <

DN | =
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(h)

On a v,(0) = 0 pour tout n € N*, d’out f(0) = lir_~r_1 v, (0) = 0. D’apres ce qui précede, pour tout
n—-+0oo
1
r € R, M > — dou lim+ M = +4o00. La fonction f n’est donc pas dérivable en 0. Cependant,
x xT z—0 T

comme elle est continue, son graphe présente une demi-tangente verticale au point d’abscisse nulle.
b 1
D’apres (b), M(a,b) = M(b,a) = af () Aveca =12 >0et b= 1, on obtient f(x) =zf ()
a x

1
L’inégalité f(x) > /x prouve que lir_sr_l f(x) = 4o00. Pour tout = € R%, M =f () Comme f est
T—>—+00 X T

r—+oc0 I r—+00 xT
branche parabolique dans la direction de Ox.

1
continue en 0, il en résulte lim M = lim f () = f(0) = 0. Le graphe de f présente donc une

Soit (H,) la propriété : u, et v, sont croissantes. (Hp) est vraie car ug = 1 et vo = Id. Si (H,) est
vraie, * — +/z, la somme et le produit de fonctions croissantes ’étant également, u, 11 et v,41 sont
croissantes. Il en résulte que, pour tout entier n, u,, et v, sont croissantes. En particulier

V(z,y) eRLVn N, 2 <y = un(x) < un(y)
et donc, en passant a la limite sur n,
V(r,y) eRE, z <y = fla) < f(y)
c’est-a-dire que f est croissante.

2. D’apres 1.(a), on sait que pour = €]0,1[ et n € N, 0 < v,(x) < up(z) < 1. Par suite, w, est définie et a
valeurs dans |0, 1] et k,, est définie.

(a)

onawamMAﬂmmmehm)ﬂf<a;5vaoet

1 1
Wpy1 = \Jud — 02, = 5\/(un + )2 — dupv, = 5\/(un —vp)? = -

1
Notons encore que si a = u,, + v, et b =u, —v,, on a i(a +b) = u, et Vab = w,. Par suite,

2M (Unt1, Wnt1) = M (2unt1, 2Wnt1) = M (Upn + O, up — vp) = M (un, Vud — v%) = M (tn, w,).
Par une récurrence facile, on peut montrer que 2" M (u,(x), wn(z)) = M (uo(x), wo(x)). On déduit le

dernier résultat de M (ug(z), wo(x)) = M(1,v/1 —22) = f(/1 — a?).

L’égalité précédente s’écrit encore f(v/1— x2) = 2"u,(x)f (:jn((;:)) ) Comme . liIJIrl un(x) = f(z) >0,
ona: " o
n—too Un () f@)

Ona lim wuy,(z)=f(z)>0et lim w,(x)=0,dou lim = 0.
n—-+o0 n—-+400 n—+00 un(:v)
On supposera acquise I'équivalence :
on f wp () .z 2n _ T
Up(x) ) +oo 2, (wn(x)) 2k, (z)
un(x)
L AC))

et en comparant avec la question précédente, il vient : lim k,(x)

oo T f(VT =)
Une récurrence facile montre que u,, et v, sont C' pour tout n de N. Il en est donc de méme de w,, et k.

1
2\/Un U,

1 1 1
Puisque v} (z) = 3 vi(z) = Nz Up g = 5(1/" +0)), Uy = (ul,vn, + upvl,), une récurrence

facile montre que u,, > 0 et v, > 0 pour tout n > 1.
On a d’une part

/ ! ! ! I ! / i
B T e
v2 02 \u,  wy v2 \ Uy w2 Un Up W2

n n

et d’autre part

on éLH: 1 (u;—l-v;_u;—v;l):unv;l—u;vn.
U1 2UpUnp \Un +Vp  Up — Uy Up Vp W2

n

va (2)

On constate bien ainsi que est indépendant de n.
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(f)
(2)

Il en résulte —g =
v v

n
On sait que 0 < f(z) — vp(z) < 27"(1 — ) < 27" pour z €]0,1] et n € N. Comme on a aussi
= 1), on en déduit
Vz €]0,1[,Vn € N, 0 < f?(z) — vZ(x) < 27nFL

D’autre part la fonction z +— z(1 — 22) est continue sur tout compact K de 0, 1] donc atteint sur K sa
borne inférieure o qui, de ce fait, est strictement positive. Finalement,
f2(@) —op(z) _ 27"

z(1—-22) — a

La convergence uniforme demandée en résulte aussitot.

Vre K,YneN, 0<

Appliquons le théoréme de dérivation des suites de fonctions a (ky,).

. . ™ fz)
o (k,) converge simplement vers la fonction k : x — — ———2——.

(kn) ge simp 2 T )
e Vn €N, k, est C* sur |0, 1].

f*(z)

e (k) converge uniformément sur tout compact de |0, 1] vers x — P = k(z).
z(l—x
) . : L oy f(2)
Il en résulte que k est C* sur ]0, 1] (ce que l'on savait déja) et que k'(z) = =23
x
P F@FV =)+ == f0) (V1 - a?)
/ m f(x) m v1— a2 1

K(z)=(= = . On a donc, pour x = —,

2fVi-m)) 2 B V2

1 1
mais aussi, d’apres la question précédente, k' | — | = 2v2f? () d’ou
P a P (\/2> "\

k_l <1> —_ ﬂ_f/(
V2 f (
5
™= 2\/§<\f§)
(%)
On a déja vu que pour = €]0,1[et n € N, 0 < z < v,(2) < up(z) < 1 et 0 < up(z) —vu(x) < 277
D’ou :

2—'IL

xT

Yn > 1let 0 <yu(x)—1<

1
La fonction z — — étant bornée sur le compact K de ]0,1[, la suite de fonctions (y,) converge uni-

T
formément vers z — 1 sur K.

Un+1 _lun'i_vn _ 1+yn

yn+1 - vn+1 B 2 \/unvn N 2\/yn

I /
Uy Un + UnVy, 1+ YnZn

Zn = =
i Vtnvn(ul, +vL)  VUn(1+ 2n)

> 1. Supposons z, > 1, on a :

(V¥n =D (zn/yn — 1)

Znt1 — 1= >0 car y, > 1.

\/%(1 + Zn)

On a ainsi démontré par récurrence z, > 1 pour n > 1.
/

v . . P

On a donc —* > 1 et, comme on sait que u;, > 0 (question 2.(d)), on en déduit v}, > uj,. Or u;,, | =
un

1

§(u% +vy,), on a donc ul, ;> ul, : la suite (u],) est croissante.

On a

<
=~

@ 1
a0 = e - v

S

1—yn— 20+ Ynzn (1 - yn)(l - Zn)

2¢%P+wm 2y (14 2)

Yn —
® \/Yn — Zn = — > 0
Y i \/yn(l + 2n)

e Yy > 1= /Y, <yn. Onen déduit : Yn e N*, 0 < 2,41 — 1 <y, — L.
De 3.(a) on déduit que (z,) converge uniformément sur K vers la fonction z — 1.

® Zn+l — Yntl =
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( ) / ! ’LL;L’Un +u7lv',n o dn N d _ / / 2 / O ! O d
€) Upy1 — Uy = QW — Uy = 72\/W ou y = U,VUp + Up¥y, — 2U,/UpVy. Or, u,v, > onc
n ¥n n ¥n

dn zn — 1
won =14 Ynzn — 220V/Un2n(\/Un,)* — 2 + 1 de sorte que v), | — v}, <0< (Vyn — 1)? < nz )
n n
D autre part, de la convergence uniforme sur K de (z,) vers 1, on déduit 'existence de ng € N tel que :
1

Vn > ng,Vz € K, ngn(x)—lga.

Comme on a vu a la question précédente que /y, — 1 <y, —1 < z, — 1, on en déduit pour n > ng et
re K,
zn(x) =1  zp(x) —1
Vin— 12 <2 < .
(Vom —1)" < 2  zp(2)

Par suite, pour n > ng et ¢ € K,

( ) < un+1( ) < U7L+1( ) S ’U,/n(]?)
Soit maintenant ¢ > 0. Puisque la suite (z,) converge uniformément vers 1 sur K, il existe n; € N tel

€

que, pour tout n > nj, on ait 0 < sup (zn(z) = 1) < T notant My un majorant de la fonction
zeEK 0

continue vy, sur K. On a alors, pour n > ny = max(ng,n1) et v € K,

/ / o ’ g g
0 < (@) = (@) = (zal0) = Du(a) < 300(0) < 700 () <e.

Cela prouve, que pour chaque z de K, les suites (ul,(z)) et (v (x)) sont adjacentes. Notons [(x) leur
limite commune. Pour tout n > ny et tout = de K, on a

0 < U() — iy (2) < () — uy () <

ce qui prouve la convergence uniforme sur K de la suite (u},). On procéde de méme avec (v},).

7 Séries de fonctions

Définition 7.1 Soit X un ensemble quelconque et (u,) une suite d’applicatz’ons de X dans un e.v.n. E et, pour

chaque n € N soit S,, Uapplication de X dans E définie par S,,( Z ug(x). Si la suite (S,,) est uniformément

convergente sur X, on dit que la série g Uy, est uniformément convergente sur X.

n
Théoreme 7.1 Soit (u,) une suite d’applications d’un espace métrique X dans un e.v.n. E. Si la série Zun est

n
uniformément convergente sur X et si chacune des fonctions u,, est continue au point a de X (resp. continue sur
+oo

X ) alors la fonction S : x Z un () est continue au point a (resp. continue sur X ).
n=0
Proposition 7.1 Soient X un espace métrique, A une partie de X et (u,) une suite uniformément convergente
d’applications de A dans un e.v.n. complet E. Soit a un point d’accumulation de A tel que, pour chaque n € N, la
(oo}

limite v, = lim u,(x) existe. Alors la série E v, est convergente, sa somme S = g v, est la limite, lorsque x
r—a

n n=0

tend vers a, de S(x Z un (). En d’autres termes,

Ziﬂ%“ﬂ - %5%2““ Q

Proposition 7.2 Dérivation terme a terme d’une série
Soit I un intervalle de R et (uy,) une suite d’applications dérivables de I dans un e.v.n. E telle que la série Zun

n

soit simplement convergente. Si la série E ul, formée avec leurs dérivées est uniformément convergente sur I,

n

—+o0 “+o0
alors la fonction S : ¢t — Z un(t) est dérivable sur I et on a S'(t) = Z ul, (t) soit :
n=0 n=0
d X X d
n=0 n=0
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d
La convergence uniforme de la série Z u,, permet donc d’échanger les signes Z et T c’est-a-dire de permuter

n
les opérations de sommation et de dérivation : on dit que la dérivée de la fonction S s’obtient en dérivant terme a
terme la série E T

n

Proposition 7.3 Soit I un intervalle de R et (u,) une suite d’applications de I dans un e.v.n. complet E telle
que la série Zu; formée avec leurs dérivées soit uniformément convergente sur I. Pour que la série Zun soit

n n
simplement convergente sur I, il faut et il suffit que, pour un point ty de I, la série Zun(to) soit convergente et

n
la convergence de E Uy, est alors uniforme sur toute partie bornée de I.

n

8 Criteres de convergence uniforme pour les séries

Proposition 8.1 Critére de Cauchy pour les séries
Soit (uy,) une suite d’applications d’un ensemble X dans un e.v.n. E. Pour que la série Zun soit uniformément

n
convergente sur X, il faut qu’a chaque nombre € > 0 on puisse associer un entier N tel que, pour tout x € X et
tous entiers n et p vérifiant p >n > N, on ait :

|tn41(2) + unt2(z) + ... +up(z)| <€
et cette condition est suffisante si E est complet (donc en particulier si E est de dimension finie).

Remarque 8.1

— La somme de deux séries uniformément convergentes est uniformément convergente.
— Si A est un scalaire fixe, la convergence uniforme de la série g un(z) entraine celle de E Ay, ().
n

n

— Si g est une fonction scalaire sur X, la convergence uniforme de la série E u, () n’entraine pas nécessairement

celle de Z o(x)Aup ().

n

Définition 8.1 Convergence normale

Soit (uy,) une suite d’applications d’un ensemble X dans un e.v.n. E. On dit que la série Zun est normalement
n
convergente sur X s’il existe une série numérique convergente, soit Z Up, telle que pour tout n € N et tout v € X

. n
on ait

[[un ()] < vn.

Théoreme 8.1 Soit E un e.v.n. complet. Pour qu’une série de fonctions, a valeurs dans E, soit uniformément
convergente, il suffit qu’elle soit normalement convergente.

Ezxemples et contre-exemples
x

Pour = > 0, on pose uy(z) =

n2 422’

—+oo

1. Montrer que la série E up () converge simplement sur R™, mais que la convergence n’y est pas uniforme.
n=1
“+oo

2. Montrer que la série E (—1)™uy, (z) converge uniformément sur R*, mais que la convergence n’est pas nor-
n=1

male.
Correction :

1. Tl est tres facile de prouver la convergence simple sur R;. Pour z = 0, on a en effet u,(0) = 0, qui est bien
‘2 - X . . ‘2
le terme général d’une série convergente. Pour z > 0, on a u,(z) ~ —, qui est aussi le terme général d'une
+oo n
série convergente.
Il est en revanche beaucoup plus difficile de prouver la non-convergence uniforme. On peut procéder de la

facon suivante. Supposons que la convergence est uniforme. Alors, pour tout € > 0, il existe un entier N tel
que, pour tout n > N, et tout x € R, on ait
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—+00
Z Up| < €.
k=n
2n
En particulier, pour n = N et x = N, on doit avoir Zuk(N) < e. Mais, pour n < k < 2n, on a 2n? <
1 k=n
n
n? + k2 < 5n?, et donc ————= > —. Il vient donc
n?+k2 = 5n
2n
1 1
€> Up(n) >nx — = —
2;% n() Sn 5

Bien siir, si e < 1/5, c’est impossible.
(Cette partie de la démonstration est souvent rédigée en niant le critére de Cauchy uniforme.)

Nous allons prouver la convergence uniforme en utilisant le critére des séries alternées. En effet, a z fixé, la
—+oo
suite (up(z)) est positive, décroissante et tend vers 0. La série Z(—l)"un(:v) est donc convergente, et on a
k=n
la majoration du reste :
—+oo
> (D (@) < unfe) =
=n

Reste a majorer le membre de droite de I’équation précédente par un terme qui tend vers 0 et ne dépend pas
de x. Mais on a

T <\/n2+x2< 1
S e B e B

On a donc bien convergence uniforme sur R. D’autre part, si on avait convergence normale sur R, alors
+o0

on aurait aussi convergence normale de la série E un () sur Ry, donc convergence uniforme de cette méme

1
<=
n

n=1
série, ce qui n’est pas le cas d’apres la premiere question.

Exercice 13| Série alternée

S\~ (D"
On considere la série de fonctions S(x) = Z
—_ +n
1. Prouver que S est définie sur I =] — 1, +o00].
2. Prouver que S est continue sur 1.
3. Prouver que S est dérivable sur I, calculer sa dérivée et en déduire que S est croissante sur I.
4. Quelle est la limite de S en —17 en +007?
Correction :
1. Il est clair que la suite ( n ), pour x > —1 fixé, est positive, décroissante et tend vers 0. Par application
x+n
du critere des séries alternées, la série est convergente pour tout x > —1.
—_1)n
2. Posons u,(x) = ( +) . Nous avons vérifié a la question précédente que, pour x > —1 fixé, la série Z up ()
x+n
n
vérifie le criteére des séries alternées. Par conséquent, on sait que son reste R, (x) vérifie | R, (x)| < |upt1(z)| <
1 1
g Puisque x > —1, on a en particulier |R, (z)| < —. Ceci tend vers 0 (indépendamment de z), de
x+n n
sorte qu’'on a prouvé la convergence uniforme de la série Zun(x) sur I. Puisque chaque fonction u,, est
n
continue, la fonction S est continue sur I.
(_1)n+1
3. Chaque fonction u, est dérivable sur I avec u., (z) = W De méme qu’a la question précédente, pour
x+n
+oo
x > —1 fixé, la série Z u,, () est convergente car elle vérifie les conditions du critere des séries alternées.
=1
De plus, si on note T),(x) = u).(x) son reste, on a |R,(z)] < —————— < —, inégalité valable pour
p n() Z k() |n()|—(x+n+1>2—n2 g p

k=n-+1
tout x > —1. On peut donc majorer uniformément le reste par une quantité qui tend vers 0 : la série dérivée
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Pour 2 0, on pose S(2) = 3
n

est uniformément convergente. On en déduit que la fonction u est dérivable, et que sa dérivée est donnée par

1 n+1
E m De plus, on sait qu’on peut encadrer la somme d’une série alternée par deux sommes partielles
T+n
n>1

consécutives, par exemple ici
1 1 1
0< — < —_—.
et wrep SO SGrp

En particulier, la dérivée est positive et la fonction est croissante.

IN

. Puisque la série converge uniformément sur | —1, —|—oo[, on peut utiliser le théoreme de permutation des limites

a la fois en —1 et en +o0o. Si on note Sy ( Z un(2) chaque somme partielle de S, on remarque que
lim Sy(xz) = —oo tandis que lim Sy(z) = 0.
r—1+ T—r+00

Par le théoreme d’interversion des limites, on conclut que

lim S(z) = —oo tandis que ;cgr-ir-loo S(x) =

r—1t
+00 1

— n+n2x’

1. Montrer que S est définie et continue sur R*+.
2. Etudier la monotonie de S.
3. Déterminer la limite en 400 de S puis un équivalent de S en +o0.
4. Déterminer un équivalent a S en 0.
Correction :
1. On pose f,(r) = ———— avec x > 0. Les f,, sont continues sur RY.
Soit a > 0, nene
1
”fn”oo,[a,-i-oo[ < m

La série de fonctions E fn converge normalement sur [a, +00[ donc converge uniformément sur tout segment

n
de ]0, +00[. On peut donc conclure que S est bien définie et continue.

2. Chaque f,, est décroissante donc S aussi.

3. Par convergence normale sur [1, +o00],

+oo

1
On remarque zf,(z) — —. Posons g, : z

1
L. La fonction g, croit de 0 a — sur R} donc
z—+oo 1 n(1 + nx) n

2

1 - .
1951l 0,4-00] = 2 La série de fonctions g gn converge normalement sur R, donc

n

= =1 2
> on@) Zrkr&ogﬂ =X e
n=1 n=1
2 2
. T T
Par suite, 25(x) z—)joo e et S(z) foloret
1
La fonction ¢ — m est décroissante donc par comparaison somme-intégrale
T
1 e 1 teeat
+ u + —_—.
1+z /1 1—|—tx ; T4 /2 t(1 4+ tz)

I A L e Y e | Rt

donc S(x) ¥ —In(x).
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9 Autres critéres

Proposition 9.1 Soit (u,) une suite de fonctions numériques ou complexes, définies sur un méme ensemble X,
de la forme :

Un (x) = en (@) () avec ey (z) > 0.
Pour que la série Zun(:c) soit uniformément convergente sur X, il suffit que les conditions suivantes soient
n
vérifiées :
1. Pour chaque x € X, la suite e, () est décroissante.

2. La suite e,(x) tend uniformément vers zéro lorsque n tend vers +o0c.

Z v (2)

k=0

3. 1l existe un nombre A tel que l'on ait < A quels que soient x € X et n € N.

Théoréme 9.1 Théoréme d’Abel

Soit E un e.v.n. complet et (a,,) une suite d’éléments de E telle que la série Zan soit convergente. Alors la série
n

Z r"a, est uniformément convergente sur lintervalle 0 < r < 1.

n
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