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ANALYSE 2

Fiche de Mathématiques 7 - Intégrales simples.

On consideére dans ce chapitre des fonctions (numériques ou vectorielles) bornées sur un intervalle compact
(c’est-a-dire fermé et borné) de R.

1 Intégration des fonctions en escalier

Définition 1.1 Soit [a,b] un intervalle compact (c’est-a-dire fermé et borné) de R. Une subdivision de [a,b] est
une suite finie et strictement croissante de points de [a,b] dont le premier terme est a, et le dernier b.

A chaque subdivision o de [a, b] on associe I’ensemble S constitué par les points de la suite o. Inversement, & chaque
ensemble fini S de points de [a, b], contenant a et b, on associera la subdivision ¢ obtenue en rangeant ces points
dans l'ordre naturel de R.

Définition 1.2 Soient o et o' deux subdivisions de [a,b]. On dit que la subdivision o' est plus fine que o, ou
consécutive a o, si les ensembles S et S’ respectivement associés a o et o’ vérifient linclusion S C S’. En d’autres
termes, la subdivision o’ est plus fine si tous les points de o appartiennent a o’.

Définition 1.3 Etant donné deuz subdivisions quelconques 0,0’ de [a,b] la réunion de o et de o’ est la subdivision
o dont l’ensemble associé est la réunion des ensembles associés a o et o’.

Définition 1.4 Soient [a,b] un intervalle de R et E un espace vectoriel normé. Une application f : [a,b] — E est
dite en escalier s’il existe une subdivision 0 = (xg = a,T1,...,Tn—1,T, =b) de [a,b] telle que f soit constante sur
chacun des intervalles owverts Jx;—1,x;[ (1 <i<n).

Un telle fonction ne prend qu’un nombre fini de valeurs : ses valeurs f(x;) aux n + 1 points de la subdivision, et
les valeurs constantes qu’elle prend sur les n intervalles ouverts |z;_1, 2;[. Il en résulte qu’une fonction en escalier
sur un intervalle de R est nécessairement bornée.

Proposition 1.1 Soit f une fonction vectorielle en escalier sur [a,b] et pour chaque subdivision ¢ = (xzg =
Ay L1, .. Ty, Ty =b) de [a,b] associée & f, posons :

n

I(f,0) = Z(l‘z —xi-1)fis

i=1

ot f; désigne la valeur constante de f sur lintervalle ouvert |x;_1,z;[. Alors I(f,o) ne dépend que de f et non du
choiz de la subdivision o associée a f.

Définition 1.5 Soit f une fonction en escalier de lintervalle [a,b] & valeurs dans un e.v.n. E. L’intégrale de f

b
sur [a,b] est I’élément de E, note’/ f(z)dz défini par

b n
/ f(a:)dx = Z(Iz - Z'i—l)fi

ot (xg = a,x1, ..., Tn_1,Tn = b) désigne une subdivision associée a f, et f; la valeur constante de f sur Uintervalle
ouvert |x;_1, z;[.

On notera que 'intégrale de f ne dépend que des valeurs prises par f a l'intérieur des intervalles de la subdivision,
et non des valeurs prises par f aux points de la subdivision.

Proposition 1.2 Additivité par rapport auz intervalles.
Soit f une fonction en escalier sur lintervalle [a,b] et soit ¢ un point quelconque de [a,b]. Alors f est en escalier
sur chacun des intervalles [a,c] et [c,b] et on a :

/abf(x)dxch(x)dx+/cbf(x)dx.
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Proposition 1.3 Linéarité par rapport aux fonctions.
Soient f,g deux fonctions en escalier sur le méme intervalle [a,b] a valeurs dans le méme e.v.n. E (sur R ou C).
Alors, quels que soient les scalaires A\, u € R, la fonction \f + ug est en escalier sur [a,b] et on a :

b

/ab(Af(x) + pg(x))de = A /ab f(z)dz + M/a g(z)dz.

Proposition 1.4 Croissance.
L’intégrale d’une fonction numérique positive en escalier sur [a,b] est positive; en conséquence, si f,g sont deux
fonctions numériques en escalier sur [a,b], vérifiant f(x) < g(x)pour tout x € [a,b], on a :

b b
/f(x)dxg/ g(x)dx.
Proposition 1.5 Majoration.

Soit f une fonction en escalier sur [a,b] d valeurs dans un e.v.n. E. Alors la fonction x — | f(z)|| est en escalier

sur [a,b] et on a :
b
‘ [ f@yis

En conséquence, si f vérifie || f(x)]| < k pour tout x € [a,b], on a :

/ab f(z)dz

2 Intégrale de Riemann (fonctions numeériques)

b
< / (@) de.

< k(b—a).

Définition 2.1 Une fonction numérique f définie sur un intervalle compact [a,b] de R est dite intégrable au sens
de Riemann sur [a,b] si quel que soit le nombre € > 0, il existe un couple (g, h) de fonctions numériques en escalier
sur [a,b], vérifiant g(z) < f(z) < h(z) pour tout x € [a,b] et :

b
/ (h() — g(2))dz < e.

De cette définition il résulte que toute fonction intégrable sur [a, b] est nécessairement bornée sur [a, b] puisque les
fonctions en escalier sont elles-mémes bornées.
A chaque fonction numérique f, définie sur Dintervalle [a, b] on associe les ensembles £_(f) et £, (f) ainsi définis :
e & _(f) est Pensemble des fonctions numériques g, en escalier sur [a,b] et minorant f, c’est-d-dire vérifiant
g(x) < f(x) pour tout x € [a,b],
o &, (f) est ensemble des fonctions numériques h, en escalier sur [a,b] et majorant f, c’est-a-dire vérifiant
h(z) > f(x) pour tout z € [a,b].

Théoréme 2.1 A chaque fonction numérique f, définie et bornée sur un intervalle [a, b] de R, on associe I’ensemble
E(f) (resp. E_(f)) constitué des fonctions numériques en escalier magjorant (resp. minorant) f sur [a,b] et on
pose :

b b
I_(f)= sup / g(z)dz, I,(f)= inf h(z)dz.
ge€—(f) Ja he€y(£) Ja

Pour que f soit intégrable sur [a,b], il faut et il suffit que Uon ait : I_(f) = I.(f).

Définition 2.2 Les notations étant celles de du Théoréme précédent, l'intégrale d’une fonction numérique intégrable
f sur [a,b] est le nombre I.(f) =1_(f). On le note :

/a  fa)de.

Proposition 2.1 Si f est une fonction numérique positive et intégrable sur lintervalle [a,b], son intégrale est
positive (éventuellement nulle).

Proposition 2.2 Fonctions monotones.
Toute fonction numérique f, monotone sur un intervalle compact [a,b] de R est intégrable.
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Proposition 2.3 Fonctions continues.
Toute fonction numérique f continue sur un intervalle compact [a,b] de R est intégrable.

Définition 2.3 Interprétation géométrique de l'intégrale.
Soit D un ensemble plan défini par des inégalités de la forme a <z <b, 0 <y < f(x), ot f désigne une fonction
numérique positive intégrable sur lintervalle [a,b]. L’aire de D est le nombre

/a " fa)de.

Exercice 1| Les fonctions suivantes sont-elles intégrables au sens de Riemann ?

1. f(x) = [z] sur [0, 2].

1
2. g:0,1] = R, g(z) = L«] si0<z <],

1 sizx=0

1 1

1./1 . <
3. h:[0,1] = R, h(z) = xm(x) si0<zsl

1 sizx=0

4. k:[0,1 = R, k(z) :{ (1) :ngg H\T@@’
Correction :

1. Oui.

2. Non.

3. Non.

4. Non.

(On se référera & < http ://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00141.pdf > pour plus de détails.)

R
Calculer / vV R? — 22dzx (on posera pour cela, § = arcsin (%)) et en déduire 'aire d’un disque de
-R
rayon R.

R
Correction : / VR? —22dx = ng.
-R

2
T 1
Calculer I'aire de la région délimitée par les courbes d’équation y = 5 et y= T
x
. . RSN N z? 1 ™ 1
Correction : Aire de la région délimitée par les courbes d’équation y = - et y = 122 =373 (résoudre
T
x? 1 )
2 x2+17

3 Intégrale de Riemann (fonctions vectorielles)

Définition 3.1 Soient E un e.v.n. complet sur R ou C et [a,b] un intervalle compact de R. Une application
f:[a,b] = E est dite intégrable sur [a,b] si quel que soit € > 0, il existe une fonction vectorielle ¢ : [a,b] — E, et
une fonction numérique 6 : [a,b] — R, toutes deux en escalier, vérifiant :

vz e [a,0], [|f(z) — ()] < O(x),
. / O(z)dr <e.
Proposition 3.1 Soient E un e.v.n. complet sur R ou C et [a,b] un intervalle compact de R. Pour qu’une appli-

cation f : [a,b] = E soit intégrable, il faut et il suffit qu’il existe une suite (¢,) d’applications en escalier de [a,b]
dans E, et une suite (0,,) de fonctions numériques en escalier sur [a,b] telles que :

o Vz €[a,b], Vn €N, [[f(z) — ¢n(2)]| < On(z),

b
o la suite €, = / 0. (x)dx tende vers zéro.
a

Pour abréger, on appellera simplement fonction vectorielle toute fonction a valeurs dans un e.v.n. complet E
(éventuellement £ = R ou C). Si f est une fonction vectorielle définie sur un intervalle compact [a,b] de R, on

3/19



appellera suite associée & f toute suite (¢, 0;,) de couples de fonctions en escalier sur [a, b] énoncées dans la Propo-
sition précédente : ’existence d’une telle suite est une condition nécessaire et suffisante pour que f soit intégrable.
Enfin, on emploiera souvent les termes < fonction intégrable > au lieu de < fonction vectorielle intégrable >, sans
préciser dans quel e.v.n. complet cette fonction prend ses valeurs. Avec ces conventions, on a la

Proposition 3.2 Soit f une fonction intégrable sur Uintervalle [a,b] et soit (¢, 0y) une suite associée a f. Alors

b
la suite / on(x)dx est de Cauchy, donc convergente et sa limite I ne dépend que de la fonction f.
a

Définition 3.2 Les notations étant celles de la Proposition précédente, le vecteur (ou nombre)

b
lim on(x)dz

n——+oo a
b
est appelé intégrale de la fonction f sur Uintervalle [a,b] et noté/ f(x)dx.
a

Placons nous maintenant dans le cas d’un espace vectoriel E de dimension finie : soit (e;)1<i<n une base de E.
Si ¢ : [a,b] — E est en escalier, il est évident que les composantes de I'intégrale de ¢ par rapport a la base (e;)
sont les intégrales des composantes de ¢. Par passage a la limite, on voit que cette propriété reste vraie pour toute
fonction intégrable a valeurs dans E. On a ainsi la

Proposition 3.3 Soit [a,b] un intervalle compact de R et soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur R ou
C. Pour qu’une application f : [a,b] — E soit intégrable sur [a,b] il faut et il suffit que chacune de ses composantes
f1s fay ooy fn par rapport & une base (e;) de E le soit et on a alors :

/a”f@dz _ i ( /: WI)

En d’autres termes, les composantes de l'intégrale de f sont les intégrales de ses composantes.
Dans le cas ou f est une fonction complexe, on a de méme :

Proposition 3.4 Soient [a,b] un intervalle compact de R et f = u+iv : [a,b] — C une fonction complexe sur
[a,b]. Pour que f soit intégrable sur [a,b], il faut et il suffit que sa partie réelle u et sa partie imaginaire v le soient

et on a alors :
b b b
/ f(z)dx = / u(z)dz +i/ v(z)dx.

4 Propriétés générales de l'intégrale de Riemann

Proposition 4.1 Additivité par rapport auz intervalles.
Soit f une fonction vectorielle définie sur un intervalle compact [a,b] de R et soit ¢ un point de |a,b[. Pour que f
soit intégrable sur [a,b], il faut et il suffit que ses restrictions & chacun des intervalles [a, c] et [c,b] le soient. On a

alors :
b c b
/f(m)da:z/ f(x)dx—i—/ f(x)dx.
Proposition 4.2 Linéarité.

Soient f,g deuz fonctions intégrables sur lintervalle compact [a,b], d valeurs dans le méme e.v.n. complet E (sur
R ou C). Quels que soient les scalaires (réels ou complexes) A, p, la fonction Af + ug est intégrable sur [a,b] et on
a:

b

/ab(Af(x) + pg(x))de = A /ab f(z)dz + M/a g(z)dz.

On en déduit donc que les fonctions intégrables (au sens de Riemann) sur un intervalle [a,b], & valeurs dans un
e.v.n. complet donné FE, constituent un espace vectoriel Rg sur le méme corps (R ou C) que F et I’application :

b
I:RE—>E,f»—>/ f(z)dx

est linéaire. Lorsque E = R, cette application I est une forme linéaire vérifiant I(f) > 0 pour toute fonction
intégrable positive f : on dit que c’est une forme linéaire positive (ou croissante).
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Proposition 4.3 Croissance.
Soient f,g deux fonctions numériques intégrables sur lintervalle [a,b] vérifiant pour tout x € [a,b] : f(z) < g(x).
On a alors :

/a  flaydr < / " (@) 1)

Remarque 4.1 Si f, g sont deux fonctions numériques ou vectorielles intégrables sur [a,b] et si leurs valeurs ne
different qu’en un nombre fini de points de [a, ], leurs intégrales sont égales : en effet, leur différence f — g est
une fonction en escalier, nulle sauf en nombre fini de points, son intégrale est donc nulle. Cet exemple montre que
l'inégalité (1) peut se réduire a une égalité sans que l'on ait f = g. Le Théoréme fondamental suivant montre que
ce n’est pas possible si f et g sont continues.

Théoréme 4.1 L’intégrale d’une fonction numérique f, positive et continue sur un intervalle [a,b] de R, ne peut
étre nulle que si cette fonction est partout nulle.

Théoreme 4.2 Majoration.
Soit f une fonction vectorielle intégrable sur lintervalle compact [a,b]. Alors, la fonction F : x — | f(z)] est

intégrable sur [a,b] et on a
b
/ f(x)dx

Corollaire 4.1 Soit f une fonction intégrable sur l’intervalle compact [a,b], vérifiant pour tout x € [a, b] l'inégalité

If(@)]| <k (k =cste). On a alors :
b
‘ / f(z)dz

Interprétation : On désigne par R(a, b, E) espace vectoriel constitué par les fonctions intégrables sur 'intervalle

[a, b], & valeurs dans un e.v.n. complet donné E. Les fonctions intégrables étant bornées, on peut munir R(a,b, E)

de la norme de la convergence uniforme définie par v(f) = sup ||f(z)||. L’inégalité (2) entraine alors I'inégalité
a<z<b

/ab f(z)dx

norme au plus égale a (b — a).

b
< / 1/ (2)llde.

< k(b—a). (2)

b
< (b= a)v(f) qui montre que 'application linéaire R(a,b, F) — E, f — / f(z)dz est continue, de

Proposition 4.4 Si f est une fonction numérique (resp. complexe), intégrable sur [a,b], sa valeur absolue (resp.
son module) x — |f(x)| est une fonction numérique intégrable sur [a,b] et on a :

/ab f(x)dx

Corollaire 4.2 Si f, g sont deux fonctions numériques intégrables sur [a,b], les fonctions

sup(f, g) : @ — sup(f(z), g(z)) et inf(f,g): z — inf(f(z),g(x))

< / @),

sont intégrables.

Soit f la fonction définie sur [0, 3] par

-1 siz=0
1 si0<zx<1
flz) = 3 siz=1

-2 sil<zx<2
4 si2<x<3

3
1. Calculer/ f(t)dt.
0

2. Soit x € [0, 3], calculer F(x) = / F(t)dt.
0

3. Montrer que F' est une fonction continue sur [0, 3]. La fonction F' est-elle dérivable sur [0, 3] ?

Correction :
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3
1. On trouve f)dt = 3. 11 faut tout d’abord tracer le graphe de cette fonction. Ensuite la valeur d’une

intégrale ne %épend pas de la valeur de la fonction en un point, c’est-a-dire ici les valeurs en x = 0, z = 1,
x = 2 n’ont aucune influence sur I'intégrale. Ensuite on revient & la définition de f(t)dt : pour la subdivision
de [0, 3] définie par {zg = 0,21 = 1,25 = 2,23 = 3}, on trouve la valeur de l'intégrale (ici le sup et l'inf sont
atteints et égaux pour cette subdivision et toute subdivision plus fine).

2. C’est la méme chose, mais au lieu d’aller jusqu’a 3 on s’arréte a x, on trouve

T si0<x<1
Flz)=q¢ 3—-2z sil<z<2
—-9+4+4x si2<x<3.
3. Les seuls points a discuter pour la continuité sont les points x = 1 et x = 2, mais les limites a droite et a
gauche de F' sont égales en ces points donc F' est continue. Par contre F' n’est pas dérivable en x = 1 ni en
T =2.

Montrer que les fonctions définies sur R, f(x) = z, g(z) = 22 et h(x) = exp(z), sont intégrables sur

tout intervalle fermé borné de R. En utilisant les sommes de Riemann, calculer les intégrales

/01 f(z)dz, /12 g(z)dz et /Oz h(t)dt.

1 n—1
k
1. En utilisant les sommes de Riemann, on sait que / f(x)dx est la limite (quand n — 400) de Z —f ()
0 =n \n

Correction :

Notons 1§ff 5). Alors 1§fk L2 =1 o a utilisé que ] des entiers de 0 2
otons S, = — — ). Alors S,, = — = — ————. On a utilisé que la somme des entiers de 0 &
ni=" \n n = n? 2 a
—1 1 ! 1
n — 1 vaut % Donc S, tend vers 3 et / f(z)dx = 3
0

2
2. Méme travail : / g(z)dz est la limite de
1

n—1

n—1 2 n—1
2-1 2-1 1 k 1 ko k2
S ==— 1+k—— :fE 1+ — :fE 1+2—4+—=|.
" n k—og< T ) n < +n> n ( * n+n2>

En séparant la somme en trois nous obtenons :

n—1 n—1
1 2 1 2nn—-1) 1 (n—1)n(2n-1)
[ N k) B =1+5 = ~
" n<n+nkz_o +n2kz_0 ) TET 2 Tw 6

17 ? 7

Donc, a la limite, on trouve S;, o 1+1+ 33 et /1 g(x)dx = 3
(n—1n2n-1)
G .

Remarque 4.2 On a utilisé que la somme des carrés des entiers de 0 a n — 1 est

3. Méme chose pour / h(t)dt qui est la limite quand n tend vers Uinfini de
0

n—1 n—1 n—1
=i (V) =i (3) - S e ()

zl—(expZ)” =z 1—exp(x
Cette derni¢re somme est la somme d’une suite géométrique, donc S/ = = (exp ) =— p(w) qui
n 1 —exp(£) nl—exp(%)

z
n
T

tend vers exp(z) — 1. Pour obtenir cette derniére limite on remarque qu’en posant u = — ona —2—— =
n

1 —exp(%)

1 —exp(u
7xp() qui tend vers —1 lorsque u — 0 (ce qui est équivalent a n — +00).
U

Calculer l'intégrale de f : [a,b] — R comme limite de sommes de Riemann-Darboux dans les cas

suivants :

1. f(x) =sin(x) et f(x) = cos(z) sur [O, g] et xp = ];—W, k=0,1,...,n.
n
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2.

3.

1
g(z) = = sur [a,b] C R et x, = ag®, k =0,1,...,n (¢ étant & déterminer),
T

k
h(z) = a® sur [a,b], a >0, etz =a+ (b—a)—, k=0,1,...,n.
n

Correction :

1.

3.

™

2
On calcule d’abord / exp(it)dt. Par le théoréeme de Riemann-Darboux, c’est la limite quand n tend vers

0
n—1 k
I'infini de S, = Z(mk+1 —z1) f(x). Pour 2, = —2n (on obtient en fait une somme de Riemann) :
k=0 T
- n—1 N
— ex expli1—) ,
Z p( n> an;)( p(2n>
o
ce qui est une somme géométrique de somme S,, = (1 — 2)127"(77) La limite de ce taux d’accroissement
— €exXp bry
T exp(iu) — 1 H
est 1414 (en posant u = o et en remarquant que M — 4 quand u — 0). Donc / exp(it)dt = 141.
n U 0

Mais exp(it) = cos(t) + ¢sin(t) donc / cos(t)dt +/ isin(t)dt = 1+ 4. Par identification des parties réelles
0 0
z

z
et imaginaires on trouve : / cos(t)dt =1 et / sin(t)dt = 1.
0 0

b b\ ™
On veut z, = ag® ce qui donne bien x¢ = a, mais il faut aussi x,, = b donc ag™ = b et ¢" = — soit ¢ = () .
a a
n—1
Nous cherchons la limite de S), = Z(i’?kﬂ — x1)g(xg). Il n’est pas trop dur de montrer que S;, = n(q — 1).
k=0

b n
Pour trouver la limite quand n — +o00, c’est plus délicat car ¢ dépend de n : S;, = n(qg—1) = n( <) —-1) =
b 1
n(exp(—In ()) —1). En posant u = — et en remarquant que l'on obtient un taux d’accroissement on
n a n
, 1 b b
calcule : S, = —(exp(uln( -] —-1) > 1In = In(b) — In(a). Donc — —In(a).
u a

A Taide des sommes géométriques et des taux d’accroissement, on trouve

/b atdt — exp(ab) — exp(aa)
a o

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable sur [a,b] (a < b).

1.

On suppose que f est positive ou nulle sur [a,b]. On suppose que f est également continue en un point

xo € [a,b] et que f(xp) > 0. Montrer que / f(x)dx > 0. En déduire que si f est une fonction continue
a

positive sur [a, b] telle que / f(z) =0 alors f est identiquement nulle.
a
b
On suppose que f est continue sur [a, b], et que / f(x)dx = 0. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) =
a

1
1
Application : on suppose que f est une fonction continue sur [0, 1] telle que / f)dt = 7 Montrer qu’il
0
existe d € [0, 1] tel que f(d) = d.

Correction :

1.

Ecrivons la continuité de f en xg avec ¢ = > 0 : il existe § > 0 tel que pour tout ¢ € [xg — J, z¢ + ¢]

f(330>
2

on ait |f(t) — fgxo)| < e. Avec notre choix de ¢ cela donne pour ¢ € [xg — d,z9 + ] U'inégalité f(t) > @

Pour évaluer / f(t)dt, nous scindons cette intégrale en trois morceaux, par linéarité de l'intégrale :
a
b xo—0 o+ b
/ ft)ydt = / f)dt + / f)de + / ft)dt.
a a To—0 xo+90
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b

f(t)dt > 0 et / f(®)dt > 0. Pour

xo+0

I0—§

Comme f est positive alors par positivité de l'intégrale, on a /
a

zo+0 zo+0
le terme du milieu, on a f(t) > @ donc / fydt > / f(2 0) dt = 25f( 0) (pour la derniere
93075 93075

équation on calcule juste U'intégrale d’une fonction constante!). Le bilan de tout cela est que / fdt >

057 (%0)

2
b

alors f(t)dt > 0. Par contraposition, pour une fonction continue et positive, si / ft)dt =0 alors f est

si elle est strictement positive en un point

1dent1quement nulle.

2. Soit f est positive, soit elle est négative, soit elle change (au moins une fois) de signe. Dans le premier cas f
est identiquement nulle par la premiére question, dans le second cas c’est pareil (en appliquant la premiere
question & — f). Pour le troisiéme cas c’est le théoréme des valeurs intermédiaires qui affirme qu’il existe ¢ tel

que f(c) =
1 1 1
3. Posons g(t) = f(t) — t. Alors / g(t)dt = / ft)dt — 3= 0. Donc, par la question précédente, g étant
0 0
continue, il existe d € [0,1] tel que g(d) = 0, ce qui est équivalent a f(d) = d.

Soit f : [a,b] — R continue, positive; on pose m = sup{f(z),z € [a,b]}. Montrer que

b =
Jim_ ( / (f(ar))”dx> —m.

(t) < m pour tout t € [a,b] alors I < 1. Ceci implique que lirf I+ < 1. Fixons
n—-+0oo

Correction :
b
t n
Notons I :/ f(zL
m

a
a > 0 (aussi petit que I'on veut). Comme f est continue et m est sa borne supérieure sur [a, b] alors il existe un
intervalle [x,y], (z < y), sur lequel f(t) > m — . Comme f est positive alors

16>Ly{$rﬁ:>LyOn;fyﬂﬁ:(y—x)cnéa>é

m—« . _ 1. m-a«
(y—z)# — 1, donc & la limite nous obtenons lim In > .

Donc I > (yfx)le

n—-+oo m

Comme « est quelconque nous pouvons le choisir aussi proche de 0 de sorte que soit aussi proche de 1 que

désiré. Donc  lim = > 1. En conclusion nous trouvons que lim In =1ce qui était 1’égalité recherchée.
n—-+0oo n——+0oo

Soit f :[0,1] — R une application strictement croissante telle que f(0) =0, f(1) = 1. Calculer :

1
lim fr(t)dt.

n——+oo 0

Correction :
Soit & > 0 fixé. Soit 0 < zg < 1 tel que pour tout x € [0, zo], f(z) <1 — . Ce x( existe bien car f est strictement
croissante et f(0) = 0, f(1) = 1. Séparons l'intégrale en deux :

/O Cde = /Om £t + / 1 o)t
Zf%l—awﬁ4iézﬁﬁ

zo(l—a)” + (1 —zo)
(1 —a)" 4+ (1 —mp) car ¢ < 1.

INIA A

. . . .. € .
Soit maintenant donné un £ > 0, on choisit @ > 0 tel que 1—z9 < 3 (en remarquant que si « — 0 alors

— 1), puis il existe n assez grand tel que (1 — « . Donc pour tout € > 0, il existe n assez grand tel que
2

'n,
/ o o
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5 Produit de fonctions intégrables, inégalités de Schwarz et de Min-
kowski

Proposition 5.1 Si f,g sont deuz fonctions numériques ou complexes intégrables sur lintervalle compact [a,b],
leur produit fg est intégrable sur [a,b].

Proposition 5.2 Si f,g sont deuzr fonctions numériques ou complexes intégrables sur intervalle [a,b], elles

vérifient l'inégalité de Schwarz :
b b
( / |f<x>|2dx> ( / |g<x>|2dx> 3)

2

IN

/a ' f)a(e)d

et linégalité de Minkowski :

b 1/2 b 1/2 b 1/2
(/ |f<x>+g<x>2da:> (/ |f<x>|2dx> +</ |g<a:>|2dx> . (4)

De plus, si f et g sont continues, l'inégalité (3) ne se transforme en égalité que si on a f = 0 ou s’il existe une
constante compleze k telle que Uon ait g(x) = kf(x) pour tout x € [a,b] et linégalité (4) ne se transforme en
égalité que si on a f =0 ou s’l existe une constante positive k vérifiant g(x) = kf(x) pour tout x € [a,b].

IN

6 Exemples de fonctions intégrables : fonctions réglées, fonctions conti-
nues

Définition 6.1 Fonctions réglées.
Soient [a,b] un intervalle compact de R et E un e.v.n.. Une application f : [a,b] — E est dite réglée si quel que
soit le nombre € > 0, il existe une application en escalier ¢ : [a,b] — E vérifiant pour tout x € [a,b] :

(@) — fla)]| <e.

Proposition 6.1 Une application f : [a,b] — E est réglée si et seulement si il existe une suite (¢,,) d’applications
en escalier de [a,b] dans E, convergeant uniformément vers f sur [a,b].

Théoreme 6.1 Toute application réglée d’un intervalle compact [a,b] dans un e.v.n. complet E est intégrable.

Théoréme 6.2 Cas particulier : fonctions continues.
Soient [a,b] un intervalle compact de R et E un e.v.n.. Toute application continue f : [a,b] — FE est dite réglée.
En conséquence, si E est complet, toute application continue de [a,b] dans E est intégrable.

Proposition 6.2 Soient [a,b] un intervalle compact de R et f : [a,b] — E une application de [a,b] dans un e.v.n.
complet. Si f est bornée sur [a,b] et intégrable sur tout intervalle compact |a, §] contenu dans Uintervalle ouvert
la,b[, alors f est intégrable sur [a,b).

Corollaire 6.1 Soient [a,b] un intervalle compact de R et f : [a,b] — E une application de [a,b] dans un e.v.n.
complet E. Si f est bornée sur |a,b] et continue sur Uintervalle ouvert Ja,b[ alors f est intégrable.

Plus généralement on a :

Proposition 6.3 Soient [a,b] un intervalle compact de R et f : [a,b] — E une application de [a,b] dans un e.v.n.
complet E. Pour que f soit intégrable sur [a,b], il suffit que f soit bornée et que l’ensemble de ses points de
discontinuité soit fini.

Proposition 6.4 Approximation des fonctions intégrables par des fonctions continues.

Soit f : [a,b] = E une fonction intégrable. Quel que soit le nombre ¢ > 0 donné, il existe une fonction continue
g : [a,b] = E vérifiant

b
[ 15@ - g@)lds <.

Cette approximation permet souvent de ramener la démonstration de propriétés des fonctions intégrables a celles
des propriétés des fonctions continues.
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7 Intégrale indéfinie. Dérivation

b a a
Proposition 7.1 On a / flz)dr = —/ f(z)dx et / f(z)dz =0.
a b a

Proposition 7.2 Formule de Chasles.

On a
/abf(x)dx = /acf(x)da:+/cbf(:c)d:1:

pourvu que f soit intégrable sur Uintervalle [, 5] d’extrémités oo = inf(a, b, c) et 5 = sup(a,b,c).
Définition 7.1 Soit f une fonction intégrable sur ’intervalle compact [a,b]. Pour tout t € [a,b], f est intégrable

t
sur lintervalle [a,t] et la fonction / f(x)dx est appelée intégrale indéfinie de la fonction f.
a

Proposition 7.3 Continuité.
Soient [a,b] un intervalle compact de R et f : [a,b] = E une application intégrable de [a,b] dans un e.v.n. complet
E. Alors la fonction

F:la,b] = E, t'—>/tf(x)dx

est lipschitzienne, de rapport k = sup | f(z)||, donc continue sur [a,b].
a<x<b

Proposition 7.4 Dérivabilité.
Si f est une fonction intégrable sur [a,b], la fonction

t
F:t —>/ f(x)dx
a
admet f(t +0) pour dérivée a droite (resp. f(t —0) pour dérivée a gauche) en tout point ot cette limite existe.

Corollaire 7.1 Si f est une fonction intégrable sur Uintervalle compact [a,b], Uintégrale indéfinie F : t —

¢
/ f(x)dx admet f(t) pour dérivée en tout point t de [a,b] ot f est continue.
a

Définition 7.2 Soit f une application d’un intervalle I de R dans un e.v.n. quelconque E. On appelle primitive
de f toute application F : I — E vérifiant pour tout t € I : F'(t) = f(¢t).

Théoreme 7.1 Soit f : [a,b] = E une application continue de Uintervalle [a,b] dans un e.v.n. complet E. Alors
lintégrale indéfinie

F:t—>/tf(x)dac

est une primitive de f sur [a,b] et si G est une primitive quelconque de f sur [a,b], on a :

b
/ f(z)dz = G(b) — G(a).

Théoreéme 7.2 Toute fonction continue définie sur un intervalle quelconque I de R et a valeurs dans un e.v.n.
complet admet une primitive.

xr
Soit f : R — R une fonction continue sur R et F(z) = / f(t)dt. Répondre par vrai ou faux
0

aux affirmations suivantes :
1. F' est continue sur R.
F est dérivable sur R de dérivée f.
Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R.
Si f est positive sur R alors F' est positive sur R.

Si f est positive sur R alors F' est croissante sur R.

A el S

Si f est T-périodique sur R alors F' est T-périodique sur R.
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7. Si f est paire alors F' est impaire.

Correction :

1. Vrai.

2. Vrai.

3. Faux! Attention aux valeurs négatives par exemple pour f(x) = x alors F' est décroissante sur | — 0o, 0] et
croissante sur [0, +00].

4. Vrai.

5. Vrai.

6. Faux. Faire la calcul avec la fonction f(z) =1+ sin(x) par exemple.

7. Vrai.

Soient u et v deux fonctions dérivables sur R et f une fonction continue sur R.
o(@)
1. On pose F(z) = /u(x) f(t)dt. Montrer que F' est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

2z
dt
2. Calculer la dérivée de G(l‘) = / m

Correction :

v(x)
1. Commencons plus simplement avec la fonction H(z) = / f(t)dt. En fait H est la composée de la fonction
a
x — v(x) avec la fonction G : x +— / f)dt : H= G owv. La fonction v est dérivable et la fonction G aussi

(c’est une primitive) donc la compos%e H = G o est dérivable, de plus H'(z) = v'(2)G'(v(z)). En pratique
comme G'(z) = f(x) cela donne H'(z) = v'(z) f(v(x)).
)

v(z
On montrerait de méme que la fonction z — / f(t)dt est dérivable de dérivée —u'(z) f (u(z)).
u(z)

v(x) a v(x)
Revenons & notre fonction F(z) = / f)dt = f)dt+ / f(t)dt, c’est la somme de deux fonctions
u(z) u(x) a
dérivables donc elle est dérivable de dérivée : F'(z) = v(z)f(v(z)) — o' (z) f (u(z)).

2. On applique ceci a u(r) = z et v(x) = 2z nous obtenons :

, _ 2 _ 1
¢(z) = 1+ (22)2 + (22)t  1+22+ a2t

2
o1
Soit F(x) = / O
. In

1. Quel est ’ensemble de définition de F'? F est-elle continue, dérivable sur son ensemble de définition ?
2

v 1
2. Déterminer lim F(z) en comparant F' a H(z) = / ——dt.
z—1t o thl(t)

Correction :

1. F est définie sur ]0,1[U]1,4+o0[. F est continue et dérivable sur ]0,1[ et sur ]1,+oc[. Pour voir cela il suffit

¢ dt Todt
d’écrire F(z) = / — + / ——. La premiére de ces fonctions est continue et dérivable (c’est une
a

. In(t) In(t) .
t
primitive), la seconde est la composée de x — 22 avec = / m et est donc aussi continue et dérivable.
n
On pourrait méme calculer la dérivée. ‘
1 1
2. Notons f(t) = —— et g(t) = ——. On se place sur |1, +oo[. Bien évidemment g(t) < f(¢), mais nous avons

In(t) t1n(t)
aussi que pour € > 0 fixé il existe > 1 tel que pour tout ¢t € [1,z

avons f(t) < (1+¢)g(t). Par intégration de I'inégalité g(t) < f(t) < (1+¢€)g(t) sur [z, 2%] nous obtenons pour
x assez proche de 1 :

1
2] on ait 7S 1 + & donc sur |1, 2%] nous

H(z) < F(z) < (14¢)H(x).

1
Il ne reste plus qu’a calculer H(x). En fait g(t) = ; est la dérivée de la fonction h(t) = In(In(¢)). Donc

In(t)
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H(z) = / dt [ln(ln(t))]ﬁ2 = In(In(z?)) — In(In(z))
’ - . (2In()
= In(2ln(z)) — In(ln(z)) = In ( () )
= In(2).
Nous obtenons alors, pour € > 0 fixé et > 1 assez proche de 1, ’encadrement
In(2) < F(z) < (14 ¢)In(2).

Donc la limite de F(x) quand @ — 400 est In(2).

8 Changement de variable

Théoréme 8.1 Soit ¢ une fonction numérique définie sur un intervalle compact I = [a,b] de R, et pourvue d’une
dérivée continue. Pour toute fonction f (numérique, complexe ou d valeurs dans un e.v.n. complet) définie et
continue sur l'intervalle compact p(I), on a la formule dite de < changement de variable > :

»(b) b
x)dx = x)]¢ (x)dx.
L NE | el @

Proposition 8.1 Cas ou l'intervalle d’intégration est symétrique par rapport a l’origine.
Soit f une fonction intégrable sur un intervalle compact [—a,a] de centre O, alors

e = [ @)+ £

Proposition 8.2 Invariance par translation. Application auz fonctions périodiques.
Soit f une fonction intégrable quelconque sur l'intervalle compact [a, b], alors la fonction translatée f,, : x — f(x+u)
est intégrable sur Uintervalle [a — u, b — u] et qu’elle vérifie la relation :

/ab—“ Ju(w)dz = /ab_u flz+u)de = /ab f(x)dz.

—Uu —Uu

En particulier, si f est une fonction périodique, de période T sur R, on a quels que soient a,b € R :

/:T f(@)de = /abf(m)das.

9 Intégration par parties

Proposition 9.1 Soient u,v deuz fonctions numériques ou complexes définies sur un intervalle compact [a,b] de
R et pourvues de dérivées continues. On a la formule d’intégration par parties :

soit, sous forme condensée :

b b
/ udv = [uv]? —/ vdu.
a a

Proposition 9.2 Soient [a,b] un intervalle compact de R et E un e.v.n. complet sur le corps K =R ou C. Si les
applications u : [a,b] = K et v: [a,b] = E sont de classe C" sur [a,b], on a :

b
/ u(2)o"™ (2)dz = [u(z)o" Y (2) — v ()" () + ...+ (=D)PuP ()P () + .+

b
(—1)"_1u("_”(x)v(fc)]i+(—1)"/ ut™ (z)o(z)da.

a

Proposition 9.3 Cas particulier des polynémes de degré n — 1 au plus.
Si u est un polynéme de degré n — 1 au plus, on a u'™ =0 d’oi :

b n—1 n—1
[ aan® @de = S @D @)l = S D @ @)l
a p=0 k=0

12/19



. R (t—z)" ! .
En changeant les notations et en prenant pour u le polynéme ¢t — W, on obtient la
n—1)!

Proposition 9.4 Application. Formule de Taylor avec reste intégral.

Soient [a,b] un intervalle compact de R et f : [a,b] — E une fonction de classe C™ sur [a,b], a valeurs dans un
e.v.n. complet E. Pour tout t € [a,b] on a alors :

t — n—1
+Z f(k (a) + / (t(n—)l)!f(n)(z)dx
10 Calcul des primitives

Exercice 13| Calculer les primitives suivantes, en précisant si nécessaire les intervalles de validité des calculs :

a) / arctan(z)dz | b) / tan?(z)dz ¢) / e d) \/g%d:z:
1

e) /arcsin(m)dm ) /mdx 9) \/ﬁ h) /xm

1 . r—1 z+ 2
i) /mdx 7) /mdx k) /md:c D) /cos(z)exp(:c)d;v

Correction :

dx

1
a) /arctan(:z:)d:c = zarctan(x) — 3 In(1+ z%) + ¢ sur R (intégration par parties).

b) /tanQ(x)dx = tan(z) — x + ¢ sur } —— 4+ km, = + Imr[

1
c) / xln(x)dx = In|In(z)| 4 ¢ sur ]0, 1{U]1, +00[ (changement de variable : u = In(z)).

x 2 1
d ———dr=—(x—2)(x+1)2 +csur | —1,4+o0[ (changement de variable : u = v/ + 1 ou intégration par
) [ e = Se =2+ | =1, o] (chang VT T ou itégration p
parties).

e) /arcsin(m)dx = zarcsin(x) + /1 — 22 4+ ¢ sur | — 1, 1] (intégration par parties).

1 1
f) /mdx =3 In(3exp(z) + 1) 4+ ¢ sur R (changement de variable : u = exp(z)).

-1 1 1
) /\/ﬁdaz = arccos (295 - 1) + ¢ sur |0, 4[ (changement de variable : u = 3%~ 1).
1 1
h) /7@0 = arcsin(In(x)) + ¢ sur } -, e[ (changement de variable : v = In(z)).
V1 —-1nz €
1
—————dx =2 —2In(1 + y/exp(x) + 1) + ¢ sur R (changement de variable : ©u = y/exp(z) + 1).
)/ o) (1+ Vexp(z) +1) (chang p(z) +1)
. x—1 1 2 1
J) /md 2 1 (Jj +x + 1) \/garctan <\/§ (.T + 2)> + ¢ sur R.
T+ 2 6
k) mdw =— ln |z + 1] —|— In |z — 4| + ¢ sur R\—1,4 (décomposition en éléments simples).
2 — 3z —

1
1) /cos(x) exp(z)dx = i(cos(aj) + sin(z)) exp(x) + ¢ sur R (deux intégrations par parties)

Calculer les primitives suivantes :

/ o sm@) e / _oeos@)
sin(x) + cos(x) sin(x) + cos(x)
Correction :

. / sin(x)sf(c:f))s(m)dx = %(x —In|cos(x) + sin(x)|) + ¢ sur R,

o / sin(x)cj—si(x)i(x)dx = %(x + In| cos(z) + sin(x)|) + ¢ sur R,
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(en calculant la somme et la différence).

Exercice 15| Calculer les primitives suivantes, en précisant si nécessaire les intervalles de validité des calculs :

a) /sing(x)COSS(x)dx b) /cos4(x)d1: c) /cos2003(a:)sin(x)d:v d) /2+sin(x1 dx

) + cos(x)
1 1 - 3 — sin(x) X 1 -
°) / sin(z) de /) / cos(x) dz | 9) / 2 cos(z) + 3tan(z) de | h) / 7+ tan(x) d
Correction :
a) /sins(x) cos® (x)dx = %sing(x) — % sin'!(z) + ¢ sur R.

1 1
b) /cos4(x)dx =3 sin(4z) + 1 sin(2z) + gz + ¢ sur R.

1
2003\ o _ 2004
c) /cos (z)sin(x)dr = 5004 8 (z) + ¢ sur R.

d) / o sin(x; T oos(@) dr = v/2arctan <l—|—tzj/n§(a:/2)> + ¢ sur R\{km, k € Z} (changement de variable u =
tan(x/2)).
e) /;d:z: = 11n ’HOS(I) +c=1In ‘tan E’ + ¢ sur Jkm, (k4 1)x] (changement de variable u = cos(z) ou
sin(x) 2" |1+ cos(z) 2 ’
x
u = tan (5)

1+ sin(z)
1 — sin(x)

1 1
b /cos(x)dw =g

. x
u = sin(z) ou u = tan 5)

+c=1In )tan (g + %)‘ + ¢ sur }—g + km, gw{ (changement de variable

3 — sin(x) 1 . 7 ) 27 27
=——In(2-s —In|14+2s sur R\ ¢ —[27], ——|2 h
g) /2cos(ac) 3 tan(7) dx z n(2—sin(z))+ 10 n|1+2sin(z)|+c sur \{ 3 [27], 3 [ 71']} (changement

de variable u = sin(z)).

1 7 1 1
h) /mdx = 5 + 50 In|tan(z) + 7| + %1n|cos(x)\ + ¢ sur R\{arctan(—7) + kﬂ',g + km,k € Z}

(changement de variable u = tan(x)).

Intégrales de Wallis.

2

Soit I, = / sin™(z)dx si n € N.

0
1. Montrer que (I,,),, est positive décroissante.

1

1
2. Montrer que I, 15 = %In et expliciter I,,, en déduire / (1- x2)"d:v.
n -1

3. Montrer que I,, ~ Ip,11.

4. A laide de (n+ 1)I,1,,;1 montrer que I, ~ /21,

n
5. En déduire M ~o 2
24...(2n) T

Correction :

71'
1. Sur [O, 5}, la fonction sinus est positive donc I,, est positive. De plus sin(z) < 1 donc la suite (sin™(z)),, est

décroissante.
x

2
2. Inio= / sin(z) sin" " (z)dz. En posant u/(z) = sin(z) et v(z) = sin™ ™! (x) et en intégrant par parties nous
0

obtenons

™

nis = (n+1) /05(1 — sin(2)) sin™(@)dz = (n+ DI — (n+ D pso.

Donc (n+2)I,42 = (n+1)I,. Un petit calcul donne Iy = g et Iy = 1. Donc par récurrence pour n pair nous
obtenons que
13...(n=1)m

[, =2 nZ )T
" 24...n 2’
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et pour n impair :

1.3...n
1

1
Avec le changement de variable z = cos(u), on montre assez facilement que / (1 —2H)"dr = 2 / (1-
—1 0

)" dg = 2 / "1 — cos? ()" (— sin(u)du) = 2 / " in2 (u)du = 2011

% 0
I
3. Comme (I,,) est décroissante alors I, 1o < I,,41 < I,,, en divisant le tout par I,, > 0 nous obtenons nt2 <
n
T n+1 I
2+l < 1. Mais nous avons déja calculé 7;“2 =3 qui tend vers 1 quand n tend vers I'infini. Donc 7}“
n n n

n
tend vers +1 et I, ~ I, 11.
4. Lorsque l'on calcule (n+ 1)1, 1,41 & laide des expressions explicitées & la deuxiéme question, nous obtenons

i
une fraction qui se simplifie presque complétement : (n + 1)1, I,,+1 = 5 Maintenant

™ ™ ™
2~T, %I, = S~ o In~ ] 2.
Xt T o) one M
13...(2n+1) ,2 ,2 =
5, 0T (9 1122 L, ~ (20 1)22, [~ 2
2a. ) ol Cnt 1) [

Voici un tableau (non limitatif) de primitives utiles :

a+1

d
/xo‘dx S +ecste, a#1l & = Log|z| + cste
a+1 z
exp((a +if)x)dx = exp(( +iB)x —|— cste sin(z = —cosx + cste
a+1if
cos(z)dx = sin(z) + cste tan(z)dx = —Log| cos(z)| + cste
dac dz x
= Log ’tan ( )’ + cste = Log ‘tan ( f)‘ + cste
sin cos (x 2
cotan(z)dz = Log| sin(z)| + cste cosf( = tan(x) + cste
= Log|t t
sin?(z) sin(z) cos(x og| tan(z)| + cste

sh(z)dz = ch(x) + cste ch(z)dx = bh( ) + cste

dz = Log ‘thf‘ + cste
s (
chg; = 2arctan(exp(x)) + cste thiz) ~ = Log|sh(z)| + cste
dx dx
+ cste = coth(x) + cste
ch2( ) sh?(z) @)

dxr
2 —|— a?

/
J
/
/
d /
Y — _cotan(x) + cste /
/
/5
[ac
/
/

= Log\th( )| + cste =- arctan ( ) + cste
a

sh chx

+ cste = arcsin ( ) -+ cste
‘ Va2 — a2 |al

> + cste = Log(z + v 22 + a?) + cste

xr2 —

= arg ch

lal
) + cste = Log|z + v 22 — a?| + cste

\/7
= + cste / de = i +cste, a#0
P10 aviita (@ P2 aja—at O

x+
= arg sh <

v a:2 + a?
x

e
/
e
/
/
/
/th z) = Log(ch(x)) + cste
/
/
[ i
[ =
| Fra
e
/

11 Valeur approchée d’une intégrale définie

Lorsqu’on ne connait pas l'expression d’une intégrale définie au moyen de fonctions continues, on peut en
chercher une valeur approchée en remplagant la fonction a intégrer par une fonction voisine plus simple.
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Proposition 11.1 Méthode des rectangles pour une fonction monotone.
Soit f une fonction monotone (supposée croissante) sur lintervalle compact [a,b]. L’entier n € N* étant fixé
arbitrairement, on pose h = (b — a)/n et on considére la subdivision

(a,a+h,...,a+kh,...,a+nh=0).

On obtient alors

n—1 b n
h}:f@+k@ia/j@&hgh}:f@+km,
k=0 @ k=1
o ’ I b—a
c¢’est-a-dire la valeur de / f(x)dx avec une erreur au plus égale & E(f) = [f(b) = f(a)].
a n

Proposition 11.2 Méthode des trapézes.
Soit f:x — Ax + p une fonction affine sur lintervalle [a,b] ot A, v désignent des constantes. On a :

2
Plus généralement, soit f une fonction intégrable quelconque sur Uintervalle [a,b] et soit (xg = a,x1,...,2, = b)
une subdivision quelconque de cet intervalle. On désigne par g la fonction qui prend les mémes valeurs que f aux
points T, T1,. .., Ty et qui se réduit & une fonction affine sur chaque intervalle [x;, x;11] (1 <14 < n). On obtient
alors :
n
(@) + f(wia
/ dx—Z/ dx—Z(xi—xi_l)%.
=1
Si f est pourvue d’une dérivée seconde vérifiant pour tout x € [a,b] : a < f'(z) < B avec «a, B des constantes, on a
alors :
3
ab-af o / font < 5=
12n2 12712
b—a b—
avec S = fla)+ f(b +2Zf< )1

Proposition 11.3 Autre méthode, applicable auz fonctions vectorielles.
Soit f une fonction vectorielle définie sur lintervalle compact [a,b] et pourvue d’une dérivée seconde vérifiant pour
tout x € [a,b] : || f"(x)|| <k avec k une constante. On a alors :

ab f@)dz — (b—a)f (jb)

et plus généralement pour tout entier n >0 :

gy b—a 2%+ 1) k(b —a)”
]C f(@) x'_ngg%j;<a'F( + 243

Proposition 11.4 Méthode de Simpson.
Soit f une fonction numérique ou vectorielle définie sur lintervalle [a,b] de R et pourvue d’une dérivée d’ordre 5
vérifiant pour tout x € [a,b] : || fO)(z)|| < k avec k une constante. On a alors :

(b= a)*

<k
- 24

2880

-5 s+ s (450 H b o

d’ou pour tout entier n >0 :

n _\5
o)

hopm+km+f@+khm+4f@+khgﬂ

16/19



12 Limite uniforme de fonctions intégrables. Intégration terme a terme
d’une série

Théoreme 12.1 Soit (fn)nen une suite uniformément convergente de fonctions intégrables sur [a,b] a valeurs
dans le méme e.v.n. complet E. Alors la fonction limite f = lirf fn est intégrable sur |a,b] et on a :
n—-+0oo

n—-+o0o

/abf(a:)d:z: lim /abfn(x)dx. (5)

Il faut bien prendre garde que la convergence uniforme de la suite (f,) est une condition suffisante mais non
nécessaire pour entrainer 1’égalité (5) et la théorie de Lebesgue permet d’établir le résultat puissant que voici :

Proposition 12.1 Soit (f,) une suite de fonctions numériques ou complezes intégrables sur lintervalle |a, D]
convergeant simplement vers une fonction f intégrable sur [a,b]. Si les fonctions f, sont bornées par un méme
nombre, on a encore l’égalité (5).

Proposition 12.2 Soit (f,) une suite de fonctions intégrables sur lintervalle compact [a,b] convergeant simple-
ment vers une fonction f sur [a,b]. Si les fonctions (f,) snt bornées par un méme nombre k, et si la convergence de
fn vers [ est uniforme sur tout intervalle compact [a, 8] contenu dans Uintervalle ouvert |a,b| alors f est intégrable
sur [a,b] et on a encore I’égalité

n—-+4oo

/ab f(z)dz = lim /ab fo(z)dz.

Proposition 12.3 Application aux séries.
Sit (u,) une suite de fonctions intégrables sur 'intervalle compact [a,b], d valeurs dans un e.v.n. complet E.

+oo
St la série g Uy, est uniformément convergente sur [a,b], sa somme S : x g un(x) est une fonction intégrable
n n=0

b
sur [a,b]. La série de terme général v, = / un(x)dz est convergente et on a :
a

b +oo
/ S(x)dx = Z Un
a n=0

soit

n=0 n=0va

b [+oo +o0 b
& lZun(:r)] dr =) / U (z)d.

En pratique, on retiendra les deux faits suivants :
— en intégrant terme & terme une série uniformément convergente sur I'intervalle compact [a, b], on obtient une
série convergente,
— la convergence uniforme d’une suite (resp. série) de fonctions définies sur un méme intervalle compact est une

condition suffisante pour pouvoir échanger les signes lim et / (resp. les signes Z et / ).

1
Soitfn:/
0 1+$

1. En majorant la fonction intégrée, montrer que lim I, =0.
n—-+oo

n

dx.

2. Calculer I, + I}, 11.
U . =N (1)
. Dét | E - .
3. Déterminer nirfm <k1 3

Correction :
n

< z" donc
1 1
1 1
I, < / "dr = | ——a" | = .
0 n+1 g n+1
Ainsi, I,, — 0 lorsque n — +o00.

1 1
1 1
2. In—i—InH:/ z" +xd:v:/ z"dx = .
0 1+Jj 0 TL—|—1

1. Pour:zc>00na1
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3. Soit S,, = (IO + Il — (L + L)+ Iy +1I5) —... £ (In-1 + I,,). Par la question précédente nous avons
1 I N C L
Sp=1—=-4+-—- + ot —= Z i Mais d’autre part, cette somme étant télescopique, nous avons
2 3 4 no =k
n _1)k+1
Sp = Iy + I,,. Alors la limite de S,, est égale a Z — (quand n — 400) soit Iy car I, — 0. Un petit
k=1
bodx , .
calcul montre que Iy = / vz~ In(2). Donc la somme alternée des entiers converge vers In(2).
O :I:
Calculer la limite des suites suivantes :
n—1 1
L up n Z k2 +n? ’
k=0
k‘2 n
2 %:IIO+nJ
k=1
Correction :
1 1= 1 1
1. Soit = —_— = — — . E t = —— d’écrire 1 d
oit up, Z 2 - Z - (E)Q n posant f(z) T g2 Dous venons d'écrire la somme de
= k=0 n
1 1 (N
Riemann correspondant a / f(z)dx. Cette intégrale se calcule facilement : / f)ydt = / T3 =
0 0 0
1
[arctan(t)]§ = % La somme de Riemann w, convergeant vers / f(z)dz, nous venons de montrer que
0

™
Uy, converge vers Z

1
n K2\ n
2. Soit v, = | I <1 + 2) , notons
n

k=1

wy, = In(vy,) = Zln(l+ 2)
n

1
En posant g(z) = In(1 + 2?) nous reconnaissons la somme de Riemann correspondant a I = / g(x)dx.
0

/01 g(s)dx = /01 In(1 + 2%)dx

1
x
= [zln(1+2%)]; - /0 xmdx par intégration par parties

=1“”—241@‘4A2a)ﬂ

In(2) — 2 + 2[arctan(z)]}
1

T
2)—24 —.
n(2) +2

Calculons cette intégrale :

1

Nous venons de prouver que w,, = In(v,,) converge vers I = In(2) — 2+ g, donc v,, = exp(w,,) converge vers

exp (ln(2) -2+ g) = 2exp (5 — 2) Bilan : (v,) a pour limite 2 exp (g — 2).
13 Formules de la moyenne

Proposition 13.1 Soient f,g deux fonctions numériques intégrables sur lintervalle [a,b]. Si la fonction g est
positive et st m, M désignent respectivement la borne inférieure et la borne supérieure de f sur [a,b], on a :

/ dm</f d:ch/abg(ac)dx

Si de plus la fonction f est continue, il existe au moins un point ¢ € [a,b] tel que :
b b
[ t@starts = 5(e) [ gla)as.

18/19



Proposition 13.2 Deuzieme formule de la moyenne.
Soient f,g deux fonctions numériques intégrables sur lintervalle [a,b], la fonction f étant supposée positive et
décroissante. 1l existe alors un point ¢ de [a,b] tel que l'on ait :

/ ’ F)g(e)dz = flat0) | stwra.

14 Sommes de Riemann

Théoreme 14.1 Soit f : [a,b] — E une application intégrable d’un intervalle compact de R dans un e.v.n. complet
E. Quel que soit le nombre € > 0, il existe un nombre h > 0 possédant la propriété suivante : pour toute subdivision
o= (xg =a,z1,...,Tp—1,T, = b) de [a,b], de pas au plus égal a h et toute suite ((1,...,(,) de points de [a,Db]
vérifiant ;1 < (G < x; pouri=1,2,...,n, on a

<e.

b
S(fao-7C17--~7Cn)_/ f(l‘)dl‘

Proposition 14.1 Soit f une fonction intégrable sur Uintervalle [a,b] et soit (op) une suite de subdivisions de
la, b] dont le pas tend vers zéro. Si pour chaque subdivision oy, = (Tp,0,Tp,1;-- -, Tpnm,) ON choisit un point ¢, ; dans
chaque intervalle [xp -1, %], la somme de Riemann

p
Sp = Z(l'p,i - xp,i—l)f((p,i)
i=1
b
tend vers l'intégrale f(@)dx quand p tend vers linfini.

a
En particulier, si f est intégrable sur |a,b], la suite (Sy) définie par

_(b—a) - b—a
Sn="— ;f<a+k n)

b
tend vers / f(x)dx quand Uentier n tend vers 4o0.
a
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