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ANALYSE 2

Fiche de Mathématiques 8 - Intégrales généralisées.

Dans ce chapite, on traite deux problemes distincts, mais qui se posent souvent simultanément : celui des
intégrales généralisées (intégrales de fonctions définies sur des intervalles ouverts de R) et celui des intégrales

b
dépendant d’un parametre, ¢’est-a-dire d’intégrales de la forme / f(t,x)dt ou (t,x) — f(t,x) désigne une fonction
a

a deux variables t, x.

1 Intégrales généralisées

Définition 1.1 Soient I un intervalle quelconque de R, et E un e.v.n. complet. Une application f : I — E sera
dite localement intégrable sur I si sa restriction & chaque sous-intervalle compact de I est intégrable.

Définition 1.2 Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle semi-ouvert [a,b] de R (—oo < a <b <
+00). On dit que Uintégrale généralisée de f sur [a,b] est la limite au point b, si elle existe, de la fonction

xr
F:x—>/ f®)dt (a <z <b).
a
Si cette limite n’existe pas, on dit que lintégrale de f sur [a,b] est divergente. De méme, si f est localement

intégrable sur Uintervalle semi-ouvert |a,b] (—oo < a < b < +00), Uintégrale généralisée de f sur]a,b] est la limite
au point a, si elle existe, de la fonction

F:m—>/bf(t)dt (a <z <b).

b
Dans les deuz cas, lintégrale généralisée de f sur [a,b] ou |a,b] est notée / f(¥)de.
a

Définition 1.3 Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle ouvert ]a,b[ de R (—oo < a < b < 400)
et soit ¢ un point quelconque de |a,b[. On dit que intégrale de f sur]a,b[ est convergente si chacune des intégrales

/:f(t)dt et /be(t)dt

/abf(t)dt - /:f(t)dt + /be(t)dt.

On va voir que l'intégrale de f sur lintervalle ouvert |a,b[ peut se définir directement comme une limite
d’intégrales sur des intervalles compacts.

est convergente et on pose alors :

Proposition 1.1 Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle ouvert ]a,b| borné ou non. Pour que
Uintégrale de f sur cet intervalle soit convergente, il faut et il suffit que la fonction

ap:(m,y)—>/yf(t)dt, (a<z<y<b)

ait une limite lorsque le point (xz,y) tend vers le point (a,b) dans R? et cette limite est l'intégrale généralisée

b
/ f(®)dt. On a donc

b x
/a fde=  tim / F(t)dt.

a<z<y<b

“+o0
Montrer que Pintégrale de f : t — exp(—t) est convergente sur [0, +oo[ et / exp(—t)dt = 1.
0

Correction : Pour tout > 0, on a :
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F(x) = /Ox exp(—t)dt =1—exp(—z) — L

Tr— 400

1 e dt
Montrer que l'intégrale de f : ¢ — e est convergente sur [0, +oo] et /0 e g

Correction : Pour tout > 0, on a :

odt
F(x) = /0 i arctan(x) oo g

1 Lt
Montrer que l'intégrale de f : ¢ — — est convergente sur ]0, 1] et — =2.
\/f 0 \/f

Correction : Pour tout x €]0,1], on a :

F(m):/ %:2—2@@:@2

x
: o 1 .
Montrer que l'intégrale de f : ¢ +—> 5] est divergente sur |0, 1].

Correction : Pour tout x €]0,1], on a :

Yar 1
o1 & 1
2z z—0+

F(z) =

x

Montrer que Pintégrale de f : ¢ — sin(t) est divergente sur [0, +o0].

Correction : Pour tout £ > 0 on a :

/Z sin(t)dt = 1 — cos(x)
0

et la fonction cos n’a pas de limite a I'infini.

2 Calcul pratique des intégrales généralisées

Proposition 2.1 On désigne par [a,b] un intervalle compact de R et par (co = a,cq,...,¢, = b) une subdivision de
[a,b] et soit f une fonction vectorielle définie et continue sur chacun des intervalles ouverts Jc;—1,¢;[ (1 <i < n).
S’il existe une fonction vectorielle F' définie et continue sur [a,b] admettant f(t) pour dérivée en tout point t ot f
est définie, alors f admet une intégrale généralisée et on a

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

Proposition 2.2 Changement de variable.
Soit ¢ une bijection de classe C* de Uintervalle ouvert ]a,b
vectorielle continue sur |a, B[. Pour que lintégrale de f sur ]
de (f o)y’ surla,b| le soit et on a alors :

[ sur Uintervalle ouvert |a, B[ et soit f une fonction
a, B] soit convergente il faut et il suffit que Uintégrale

B b
| #@a= [ flowle e
Proposition 2.3 Intégration par parties.
Soient u,v deuz fonctions numériques ou complexes de classe C* sur lintervalle ouvert ]a,b| telles que les limites
A = lim u(z)v(z) et B = lim u(z)v(x)
T—a z—b

ezistent. Si l'une des intégrales
b

/ab u(z)v' (z)dx et/ o' (x)v(x)

a

est convergente, il en est de méme de autre, et on a

/abu(x)v’(x)dx —B-A- /abv(a?)u/(x)dx.

Théoreéme 2.1 5i les intégrales de [ et g sur I sont convergentes, il en est alors de méme de l'intégrale des
fonctions f et f + Ag pour tout nombre complexe \ et on a :
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/: flz)de = /abf(rc)dx et /ab(f(m) + Ag(z))dz = /ab f(x)dx + A/abg(g;)dm,

b b b
Si/ f(x)dx converge et/ g(z)dz diverge alors/ (f(x) + Ag(z))dz diverge.

Remarque 2.1 On ne peut rien dire a priori concernant la somme de deux intégrales divergentes ni le produit de
deux fonctions convergentes.

b
Corollaire 2.1 Si f est a valeurs complexes, alors / f(z)dz est convergente si et seulement si les intégrales
a

b b
/ Re(f)(x)dx et/ Im(f)(x)dx sont convergentes et en cas de convergence on a :
b b b
/ f(m)dx:/ Re(f)(ac)dw—i—i/ Im(f)(z)dx.

1
Montrer que Pintégrale de f : ¢ — In(t) est convergente sur ]0, 1] et / In(t)dt = —1.
0

1
Correction : On a / In(t)dt = —1 —zln(x) + _e —1.
z—

x

1 1
Montrer que Uintégrale de f : ¢t — (1(1&) +In(t) — t) exp(—t) est convergente sur ]0, +o00[
— exp(—
+oo
et / f(t)dt = 0.
0

Correction : Une primitive de f(t) = 1exp((t)t) - ( exp(—t) In(t) + exp(t)i) est :
—exp(—
1 — exp(—t)

F(t) =In(1 — exp(—t)) — exp(—t) In(t) = In ( ,

) + In(t)(1 — exp(—t))

+oo
etona lim F(t)=0et }in(l) F(t) =0, ce qui donne / f(t)dt = 0.
- 0

t——+o0
[Exercice 8] Montrer que lintégrale de f : ¢ s —— est X ]11“/1 L
Xercice ontrer que l'itegrale ae : ———= €st convergente sur | — 1, € p——— = T.
d & V1 —t2 & 1 V1 —t?

Correction : Pour tout z € [0,1], on a :

dt = arcsin(z) —

| ™
Fle) = /0 Jio2 a1 2
et par parité, pour y €] — 1,0],
EE | | .
G(y) = /y ﬁdt = /0 ﬁdu = arcsin(—y) i d

ce qui donne le résultat annoncé.

bl 3

1

+oo
Soit A un nombre complexe. Etudier la nature de l'intégrale / exp(Az)dz en précisant sa va-
0

leur en cas de convergence.
Correction : Soit F' la primitive de f définie sur |0, +oo[ par

x x si A=
F(z) = At)dt = _ _
(2) /0 exp(At) exp(Az) — 1 S8 OA£0
A
e Pour A\=0,0n a lirf F(z) = 400 et lintégrale diverge.
r— 400
e Pour Re(\) >0, 0on a:
A Re(\
()| = | ZPOD | (g = SREEND) o Re)r) = oo
A [Al z—+00

et I'intégrale diverge.

e Pour Re(\) <0, o0n a: exp(\z)

A

Re(A 1
= exp(Re(\)z) — 0 et 'intégrale converge vers ——.
‘)\| T ——+00 A
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e Il reste & considérer le cas ot Re(A) = 0, soit le cas ot A = iy avec y € R* (A = 0 est déja étudié).
Dans ce cas l'intégrale diverge puisque la fonction ¢ : x — exp(iyz) n’a pas de limite & 'infini (la suite

<<,0 <”y“)>n> = (exp(in))u>1 = ((—1)")n>1 est divergente).

>1
Soit f € CO(R,R) telle que lir_sr_l flz)y=1let lim f(z)=1.
T—r1+00 Tr—r—00
400
1. Existence et calcul de / (f(t+1) = f(t))dt.
+oo
2. Calcul de / (arctan(t + 1) — arctan(t))dt.

Correction :

x
1. En notant F(z) = / f(t)dt pour = > 0 et en utilisant le Théoréme des Accroissements Finis, on a :
0

/Ox(f(t+1)—f(t))dt= [F(t+1) = F@)]g = Flz +1) = F(z) = F(1) = f(cz) = F(1).

ou ¢, €]z, z + 1[. Et faisant tendre = vers +o00, on en déduit que :

“+oo
LA (F(E+1) — f(t)dt =1 — F(1).

De maniere analogue, on vérifie que :

0
/ (F(E+1) — f(t))dt = F(1) 1"

— 00
et finalement

/+Oo(f(t +1)— ft)dt=1-1".

— 00

2. Avec f(t) = arctan(t) =+ g, on déduit que :

t—too

+oo
/ (arctan(t + 1) — arctan(t))dt = .

— 00

+oo
Soient a,b deux nombres réels. Etudier la nature de l'intégrale / exp(at) cos(bt)dt en précisant
0

sa valeur en cas de convergence.
Correction :
e Pour b = 0, U'exercice 9. nous dit que cette intégrale converge si et seulement si a < 0.

b
e Pour b # 0, le changement de variable t = u — % nous dit que cette intégrale converge si et seulement si

+oo T
) / exp(a) cos (bu — 5) du converge, ce qui est encore équivalent a dire que l'intégrale

ey
2b

Pintégrale exp(—a—
mtegrale expl—a—
g p(—ay;

+oo
/ exp(at) sin(bt)dt converge.
En notant A = a + b, on a : exp(at) cos(bt) = Re(exp(At)) et exp(at)sin(bt) = Im(exp(At)) et utilisant le résultat
“+oo

de l’exercice 9., on déduit que 'intégrale / exp(at) cos(bt)dt converge si et seulement si a < 0.
0
Pour a < 0 et b € R, on a alors

+oo +oo 1 a
/o exp(at) cos(bt)dt = Re (/0 exp(At)dt) = Re (A) RN

+oo
Montrer que / t" exp(—t)dt est convergente et calculer sa valeur I,, pour tout n € N.
0
o0

+
Correction : On a Iy = / exp(—t)dt = 1 et une intégration par parties nous montre que I,,11 = (n + 1)I,, ce
0
qui donne I,, = n!.

1
In(¢
Exercice 13| Montrer que I'intégrale / ®) dt converge et calculer sa valeur.
0

(1+1)?
Correction : Une intégration par parties nous donne pour z €]0,1] :
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F) = /1 (11n+(tt))2dt: {_ inf)t]l +/1-1 t(ldj— £ [ln <1t+t> B llnj—t)t]:
“In(2) —In (lix) L@ ),

1+x z—0

+o0 2
arctan(?
Exercice 14| Montrer que I'intégrale / %dt converge et calculer sa valeur.
0

arctan(t?)

Correction : Avec lim =1, on prolonge par continuité en 0 la fonction & intégrer et le seul probleme de

t—0 t2
convergence est a 'infini. Une intégration par parties nous donne pour x > 0 :

2 2\17 T 2 T
F() :/ arctan(t )d _ {_ arctan (¢ )] +2/ at _ arctan(z?) +2/ dt
0 0 0 0

2 t 14 ¢4 x 1+ t4

arctan(t?)

(la fonction g : ¢ — se prolonge aussi par continuité en 0 avec g(0) = 0) et la décomposition en éléments

. 1 1 1
simples de T A+ )7 -2 donne I = 5\/577
+oo

1
Montrer que l'intégrale dt converge et calculer sa valeur.
0 Vit + 2

+oo
Correction : Le changement de variable ¢t = u? donne I = 2 / — ¢t une décomposition en éléments simples
0 u

4
donne I = f\/§7r.

Prouver la convergence et calculer / In(sin(nt))d

in(¢
Correction : Pour t > 0, on a : f(t) = In(sin(t)) = <sm > + In(¢) avec lim In (SH;( )) = In(1) = 0, donc

t—0+

T

sin(t z
t— ( ) se prolonge par continuité en 0 et comme / n(t)dt est convergente (exercice 6.), on en déduit
0
3

que / In(sin(t))dt est convergente. Notons I la valeur de cette intégrale. Le changement de variable u = g —t
0

™
nous donne pour 0 < xz < 5"

z—0*t

[i In(sin(t))dt = /02_$ In(cos(t))dt — I

[SE]

ce qui signifie que / In(cos(t))dt = I. On peut alors écrire que :
0

of = /O %1n(sin(t))dt+ /O : In(cos(t))dt = /O i (Siné%)) dt = /0 %1n(sin(2t))dt—gln(2).

Le changement de variable u = 2¢ nous dit que / In(sin(t))dt est convergente et :
0

™

’ i _1 i n(sin
/0 ln(sm(Qt))dt—Q/0 In(sin(t))dt.

0
De méme, le changement de variable u = 5~ t nous donne :

/ " In(sin(26))dt = /0 * In(cos())dt = I.

™

2

s

On a donc en définitive : 2/ = /2 In(sin(t))dt — gln(Q) =1- gln(2) 1= fg In(2).
0

3 Les intégrales de Riemann

Une famille importante d’intégrales généralisées est donnée par celle des intégrales de Riemann.

1
Théoréme 3.1 Soient « un réel et f la fonction définie sur |0, +oo par : f 1t — =
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1. L’intégrale de f sur [1,4o00[ est convergente si et seulement si o > 1 avec :

oo qt 1
Va>1,/ — = .
1 te Oz—l

2. L’intégrale de f sur]0,1] est convergente si et seulement si a« < 1 avec :

bat 1
ot 1—a’

Va < 1,

On pourra noter 'analogie entre les intégrales de Riemann sur [1, +oo] et les séries de Riemann.

“+o0
Remarque 3.1 L’intégrale / o est divergente quel que soit le réel a.
0

On peut montrer de maniere analogue la

1 1
Proposition 3.1 Pour a < b et o dans R, Uintégrale de f : t — 7@ e (resp. f:t— 7@ )a) sur [a,b] est
— —a

convergente si et seulement st a < 1 avec :

o<1 ]/b dt __t/w a1 1
S -t ), G—ae  1-ab-aeL

On considere pour (7, s) € R? I'intégrale :

L(r,s) = /@1 " (m (;))daz ot a €)0, 1]

1 S
1. Calculer la limite lim " (ln <>> suivant les valeurs de r et de s.
z—0t x
1 1 s
2. Montrer que 'intégrale / " <1n ()) dx converge si et seulement si r > —1 et s > —1.
0 xr
On notera I(r, s) cette intégrale généralisée pour r > —1 et s > —1.
3. Sir>—1et s> —1, montrer que :
“+o0
I(r,s) = /0 exp(—(r + 1)z)a’dx = WI(O, s).
4. Montrer que pour s > 0, 1(0,s) = sI(0,s —1).
5. En déduire la valeur de I(r,n) pour tout r > —1 et n € N.
Correction :
1
1. Le changement de variable x = n nous donne :

0 si r>0etseR
s 0 si r=0ets<0
1 In(t)*®
lim (ln ()) = lim n;) = 1 si r=s=0
v=0 z oo 4+1 si r=0ets>0
+1 si r<0etseR

2. L’intégrale

1/e 1 s 1/e dx
er In| — dx:/ — T
o) =] e

est une intégrale de Bertrand et on sait qu’elle converge si et seulement si —r < 1 et s € Rou —r =1 et

—s> 1.
. o ! da )
Le changement de variable t = —In(z) nous montre que I'intégrale / W est de méme nature
1/e 77 In(x

e ! dt o R . . Lot
que l'integrale — ., Celte derniere etant de meme nature que l'integrale de hiemann )
I’int 1 tte d tant d t I’int le de R
0 exp((r + 1)t)t_9 0 t—s

donc convergente uniquement pour —s < 1.

1 s

1

En conclusion, I'intégrale / x” (ln ()) dx converge si et seulement si r > —1 et s > —1.
0 x

3. En effectuant le changement de variable t = —In(z), on a pour r > —let s > —1:
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I(r,s) = /01 o <ln (;))dx - /Om exp(—(r + 1)) dt

et le changement de variable u = (r + 1)t nous donne :

“+oo u® m
I(r,s) = /o exp(—u)( d L

r+1)r+1 - (r+1)
4. Pour s > 0, une intégration par parties donne :

71(0,s).

“+o0
1(0,8) = [—t° exp(—1)]§™ + s/ t* L exp(—t)dt = sI1(0,s — 1).
0

5. Avec I(0,n) = nI(0,n — 1) pour tout entier n > 1, on déduit par récurrence que I(0,n) = n!I(0,0) = nl. 11
en résulte que :
1 n!
—_I(0,n) = ————
(r+1)n+t (0.n) (r+1)n+t

pour tout entier naturel n et tout réel r > —1.

I(r,n) =

4 Criteres généraux de convergence

Soit f une fonction localement intégrable sur 'intervalle ouvert |a, b[. Soit ¢ un point quelconque de ]a, b[ et soit
xX
F(z) = / f(t)dt. Par définition, la convergence de l'intégrale / f(t)dt équivaut a lexistence des deux limites
c a
finies F'(a +0) et F(b—0).
Proposition 4.1 Cas d’une fonction numérique positive.

Soit f une fonction numérique positive localement intégrable sur l'intervalle semi-ouvert [a,b[. Pour que l'intégrale

/ ft)dt soit convergente, il faut et il suffit qu’il existe un nombre M > 0 tel que pour tout x € [a,b[, on ait :
a

/;f(t)dt < M.

Si lintégrale de f sur [a, b est divergente, l'intégrale F'(z / f(t)dt tend vers +oo quand z tend vers b. On
conviendra alors d’écrire : / f(t)dt = 4o0.

Corollaire 4.1 Soient f,g deuz fonctions numériques positives sur l'intervalle semi-ouwvert [a,b[, vérifiant pour
tout t € [a,b] linégalité f(t) < g(t).
b

o Si lintégrale / g(t)dt converge, il en est de méme de / ft)

o Si lintégrale / f(t)dt diverge, il en est de méme de / g(t)dt.

a

Proposition 4.2 Cas général. Critere de Cauchy.
Soit f une fonction localement intégrable sur Uintervalle semi-ouvert [a,b[. Pour que lintégrale de f sur [a,b] soit
convergente, il faut et il suffit que pour toute suite (x,,) de points de [a,b] convergeant vers b, la suite

Fan) = | " foyae

ait une limite et cette limite est alors égale a / f)de

On en déduit le résultat fondamental :

Théoréme 4.1 Critere de Cauchy pour les intégrales.

Soit f une fonction localement intégrable sur lintervalle semi-ouvert [a,b[, ¢ valeurs dans un e.v.N. complet E.
Pour que lintégrale de f sur [a,b[ soit convergente, il faut et il suffit qu’a chaque nombre € > 0 donné, on puisse
faire correspondre un nombre X (e) tel que les inégalités b > v > u > X (e) entrainent

[rou] =
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5 Convergence absolue et semi-convergence. Regles pratiques

Définition 5.1 Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle ouvert ou semi-ouvert I de R, d’extrémités

b
a,b. On dit que lintégrale de f sur I est absolument convergente si l'intégrale / IIf()]|dt est convergente.
a

Théoréme 5.1 Soient I un intervalle ouvert ou semi-ouvert de R d’extrémités a,b et f : I — E une application
localement intégrable de I dans un e.v.n. complet E. Pour que l'intégrale de f sur I soit convergente, il suffit qu’il
existe une fonction numérique positive ¢ localement intégrable sur I, telle que pour tout t € I, on ait ||f(t)] < ¢(t)

b b
et telle que l’intégrale / o(t)dt soit convergente ; l'intégrale / f(t)dt est alors absolument convergente.
a a

Corollaire 5.1 Pour que lintégrale d’une fonction localement intégrable soit convergente, il suffit qu’elle soit
absolument convergente.

Proposition 5.1 Soient f, g deux fonctions numériques positives localement intégrables sur l’intervalle semi-ouvert
[a,b], équivalentes au voisinage de b. Si l'une des intégrales

b f()de, bg(t)dt
J J

est convergente, il en est de méme de autre.

Proposition 5.2 Soit g une fonction numérique strictement positive et localement intégrable sur lintervalle semi-
ouvert [a,b| et soit f une fonction numériqgue ou complexe localement intégrable sur [a,b] telle que la limite k =

ft)

lim ——= existe. Alors :
t—b g(t)

b

1. S l’intégmle/

a

b
g(t)dt converge, lintégrale / f(t)dt est absolument convergente.
a

b

b
2. Sik#0 et st lintégrale / g(t)dt diverge, il en est de méme de l’intégrale / f(®)dt.
a

a
En prenant pour fonction de comparaison g la fonction t — 1/t* (a € R), on obtient les régles suivantes :

Proposition 5.3 Soit f une fonction numérique ou complexe localement intégrable sur lintervalle ]a,b] telle que
la limite k = tlim (t—a)* f(t) existe.
—a

b
e Sia <1 lintégrale / f)dt est absolument convergente au point a.
a
b
o Sia>1 etk +#0, lintégrale / f(t)dt est divergente au point a.
a

On a de méme

Proposition 5.4 Soit f une fonction numérique ou complexe localement intégrable sur l'intervalle [a,+oo[ telle
que la limite k = lim t* f(t) existe.
t—a
+oo
e Sia>1 lintégrale / f@)dt est absolument convergente au point a linfini.

a

+o0o
e Sia<1 etk=#0, lintégrale / f(t)dt est divergente a linfini.
a

+o0 +oo s
cos(t sin(¢
Exercice 18| Montrer que pour tout réel a > 1 les intégrales / %dt et / %dt sont absolument
1 1

convergentes.
Correction : Cela résulte immédiatement de la convergence des intégrales de Riemann a 'infini pour o > 1 et de :

sin(t)‘ < 1

— cosa(t) <

ta

1
‘StactVtzl,

+oo « +oo ;
cos(t sin(¢
Exercice 19| Montrer que pour tout réel o > 0 les intégrales / #dt et / #dt sont convergentes.
1 1

sin(t)
tOL

—+o0
Correction : On traite le cas de / dt. Une intégration par parties donne, pour tout réel x > 1 :
1
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/I sin(t) dt = cos(1) — cos(x) N a/“’ cos(t) b

to xre ta-i—l
20 cos(t) os(x) 1
On conclut alors avec ’absolue convergence de dt et avec <— = 0
te 41 T T =400

+o0 =
Nature de / _sin®) g
o cos(t) ++/t

Correction : La fonction f est continue sur [0, +o0o[. Un développement limité nous donne pour ¢ > 1 :

sin(¢) 1 sin(¢) ( cos(t) 1cos®(t) >
t) = = 1- + 5 14e(t
TO=" 1z ol Vi i a4
avec lim e(t) = 0. Soit
t——+oo
sin(t)  1sin(2t)  1sin(t)cos?(t)
t) = - += 1+ et
= 20 _ L) IO (14 o
in(t) cos?(t 2 oo

avec sm(zc\/(%s()(l + g(t))’ < i pour t assez grand. Il en résulte que /0 f(t)dt est convergente.

X
Soit f une fonction continue sur [1,4o0[ telle que la fonction F : z +— / f(t)dt soit bornée.
1

, Too £t
Etudier la convergence de / ydt.

1
Correction : On désigne par M un majorant de |F|. Une intégration par parties donne pour tout réel x > 0 :

[t [ 2

Fit)| M o F(t oo f(t R
t(2 ) ‘ < R ce qui entraine la convergence absolue de / t(2 ) dt et / @dt = / t<2 ) dt— F(1).
1 1 1

avec : ’

6 Intégrales semi-convergentes. Regle d’Abel

Proposition 6.1 Reégle d’Abel.
Sit f une fonction numérique définie sur lintervalle [a,+00[, positive, décroissante et tendant vers zéro & linfini.
Soit d’autre part g une fonction numérique ou complexe, localement intégrable sur [a,+o00[, telle que la fonction

[g(t)dt’

+oo
soit magjorée par un nombre k, indépendant de x. Alors l'intégrale / f(®)g(t)dt est convergente.
a

T —

Corollaire 6.1 Si f est une fonction numérique positive et décroissante sur lintervalle [a, +o00[ et si , li$1 f@) =
L—+0o0
+o0 too
0, lintégrale / exp(iAt) f(t)dt est convergente pour tout A € R*. En conséquence, l'intégrale / cos(At) f(t)dt
a a

+oo
converge pour tout A € R* et l'intégrale / sin(At) f(t)dt converge pour tout A € R.
0

+oo +oo .2
sin(? sin”“(¢
Exercice 22| Montrer que les intégrales généralisées / %dt et / %dt sont convergentes et que :
0 0

+o00 s +o0 (i02
/ sin(t) dt :/ sin”(t) Qb
0 0

4 t

Correction : Comme lim
t—0

+o0 s
sin(t
/ t( )dt est convergente. Avec 0 <
1

=1, il n'y a pas de probleme de convergence en 0 et I’exercice 21. nous dit que
sin?(t) < sin?(¢)
2 = 2 12

sin(t)
t

+o00
on déduit que / dt est convergente. Pour tous
1

réels x > ¢ > 0, une intégration par parties faite en posant :
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donne :

¥ sin Qi — 1—cos(t)]” i — CQOS dt
}C ;t) [ : (t)]£ ]Cm 1 t (t)

t
et en utilisant la relation 1 — cos(t) = 2sin? (2>, on obtient :

T 2 (t z T a2 (t
/ sm(t)dtZlem (2)] +2/ sin (Q)dt.
Tt t S

t
Le changement de variable y = 3 nous donne :

/z sin(¢) gt =2 [sin2 (1)
.t t

€\ sin (£ sin? (£
Enfin avec lim sin (7) (2) =0et lim & on déduit que :
e—=0 2 € z—+o0 T

“+o0 : 400 :..2
/ sin(t) gt :/ sin®(t) Qb
0 t 0 t2

On considere la fonction f définie sur [1,4o00] par :

Vo € [1, +oof, f(z) = xexp(iaz™)

+ /9” sinz(y) dy.

y2

ou n > 3 est un entier.

“+o00
Montrer que / f(z)dz est convergente avec lim |f(z)| = +o0.
1 xr——+00

1
Correction : Avec | f(x)| = z, on déduit que liIJIrl |f(x)] = 4+00. On peut écrire que f = u'v avec u(x) = — exp(iz™)
T—r400 ni

1 1
Comme |u(z)v(z)| = — 0 (onan > 3),on déduit du théoreme d’intégration par parties

et v(z) = e S O

pn—2"
400 400 92 _ 400 P Tl
que les intégrales / o (z)v(z)dr = zexp(iz™)dz et / uw(x)v' (z)dr = n / %ﬁ)dx sont de méme
1 1 ni 1 X
exp(iz™)
xn—1

exp(iz™)

nature. Comme
xn—l

+oo
avec n—1 > 2, 'intégrale /
1

dx est absolument convergente et on en déduit

+o00o
alors que l'intégrale / x exp(iax™)dx est convergente.
1

7 Relations entre la convergence des intégrales et la convergence des
séries

+oo
Proposition 7.1 Soit f une fonction localement intégrable sur lintervalle [a, +oo[. Pour que l’intégrale / f)de

a
soit convergente, il faut et il suffit que pour toute suite (x,) tendant vers +oo, la série de terme général u, =

Tn+1
/ f(®)dt soit convergente.
x

n

Cette proposition permet difficilement d’établir la convergence d’une intégrale donnée, car elle exige que ’on étudie
toutes les suites (z,,) tendant vers +oo. Dans le cas ot f est une fonction positive, il suffit de considérer une suite
particuliere (z,,) :

Proposition 7.2 Soit f une fonction numérique positive localement intégrable sur Uintervalle [a,4o00[. Pour que

400
l'intégrale / f(t)dt soit convergente, il suffit qu’il existe une suite croissante (z,) tendant vers +oo, telle que
a

Tn+1
la série de terme général u, = / f(¥)dt soit convergente.
T

n

Dans le cas plus particulier ou la fonction positive f est décroissante, on a :
Théoréme 7.1 Soit f une fonction numérique positive et décroissante sur lintervalle [a, +00[. Pour que lintégrale
+oo
/ f)dt converge, il faut et il suffit que la série de terme général u, = f(n) soit convergente (u,, étant défini
a

pour n entier tels que n > a).
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- L 0 sin(t) )
Exercice 24| Montrer que pour 0 < a < 1 l'intégrale / 7o dt est semi-convergente.
1

+oo ;
sin(t
Correction : On sait déja que les intégrales ®) dt sont convergentes pour a > 0 (exercice 18.). Comme pour
sin(t sin(t L, .
t>let0<a<l1l,ona tCE ) ‘ > t( ) ‘ (qui résulte de ¢ >t ou encore t1=® > 1), il nous suffit de montrer que

+oo ;
sin(t
/ ( )dt est semi-convergente. Pour ce faire, on utilise la suite (z,,),en+ définie par Vn > 1, z, = nw. Pour

n > 1, le changement de variable ¢ = nm + u nous donne :

(n4+1)7 | o2 ¢ L 1 ™ 2
/ sin(t) gt — / sin(u) du > 7/ sin(u)du = ————
- t 0 NTH+u (n+1)m Jo (n+ )

(n+1)7

sin(t) sin(t)

+oo +oo
et en conséquence / ‘ dt = 400, ce qui entraine la divergence de /
n 1

n=1

K2

T

8 Intégrale définie dépendant d’un parametre

Théoreme 8.1 Soient X un espace topologique [a,b] un intervalle compact de R et f : (t,x) — f(t,x) une
application continue de [a,b] x X dans un e.v.n. complet E. Alors la fonction :

b
F:X— FE, xr—>/ f(t,x)dt
est continue.

Théoréme 8.2 Dériation sous le signe /
Soit A le rectangle semi-ouvert de R? défini par les inégalités a <t < b, a < x < f3, (a,b réels finis, —co0 < a <

B < +00) et soit f: (t,x) — f(t,x) une application continue de A dans un e.v.n. complet E, telle que la dérivée

b
partielle fl(t,x) existe et soit continue sur A. Alors la fonction F : x — / f(t,x)dt est dérivable sur ]a, B[ et on
a

a !

b
)= [ Lt &)

En d’autres termes, si f : A — E est continue, I'existence et la continuité de f’ sont des conditions suffisantes pour
assurer D'existence de la dérivée I’ et permettent d’échanger les signes de dérivation et d’intégration. On traduit

aussi la relation (1) en disant que la dérivée de F' s’obtient par dérivation sous le signe /

Proposition 8.1 Cas ou les limites d’intégration dépendent du parameétre.
Les hypothéses étant celles du Théoréme (8.1), la fonction (de trois variables) :

¢ :la,b] x[a,b] x X - E, (u,v,x)l—>/vf(t,x)dt

est continue.

Proposition 8.2 Si les hypothéses du Théoréme 8.1 sont vérifiées, et si x — u(z) et © — v(x) sont deuz applica-
tions continues de X dans [a,b], la fonction

¢:X—>E,x»—>¢)(m):/() flt,x)dx

est continue.
Proposition 8.3 Si les hypothéses du Théoréme 8.2 sont vérifiées et si x — u(x) et x — v(x) sont deuzx applica-
tions dérivables de |a, B[ dans [a,b], la fonction :

v(z)
6 Ja, Bl E, z s ¢(z) = / | Jea

est dérivable et sa dérivée est donnée par :

v(x)
¢'(x) = / fet@)dt + f(o(z), )" () — f(u(z), z)u'(z).
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9 Intégrale généralisée dépendant d’un parametre

Définition 9.1 Soient [a,b] un intervalle semi-ouvert de R, X un ensemble quelconque et f : (t,x) — f(t,x) une

application de [a,b[xX dans un e.v.n. complet E, telle que pour chaque x € X, l’intégrale F(x) = / ft,x)dt

a
soit convergente. On dit que cette intégrale est uniformément convergente sur X si, pour chaque € > 0, il existe un
nombre $(g) (ne dépendant que de ) tel que les inégalités B(e) < u < b entrainent

| /u " (b2

Théoréme 9.1 Soient [a,b] un intervalle semi-ouvert de R, X un espace topologique et f : (t,x) — f(t, ) une
application continue de [a,b[x X dans un e.v.n. complet E telle que l’intégrale

<e.

On a alors

b
F(x) :/ ft,x)dt
a
soit uniformément convergente sur X. Alors la fonction F : X — E est continue.

Théoréme 9.2 Soit A un ensemble plan défini par des inégalités de la forme a <t < b, a < x < [ et soit
(t,z) — f(t,x) une application continue de A dans un e.v.n. complet E telle que :

1. f admet une dérivée partielle fL(t,x) continue sur A,

b
2. pour chaque x €la, B[, lintégrale / f(t,x)dt est convergente,
a
b
3. lVintégrale / fi(t,x)dt est uniformément convergente sur ]o, (.
a

b
Alors la fonction F o, f|— E, © — / f(t,z)dt est dérivable sur |a, [ et on a
a

b
Flz) = / (¢ 2)dt

10 Criteres de convergence uniforme pour les intégrales

Proposition 10.1 Critére de Cauchy pour la convergence uniforme.
Soient [a,b] un intervalle semi-ouvert de R, X un ensemble quelconque et (t,x) — f(t,x) une application de

[a,b[x X dans un e.v.n. complet E, telle que pour chaque x € X, la fonction t — f(t,z) soit localement intégrable
b

sur [a,b]. Pour que l’intégrale f{t,x)dt soit uniformément convergente sur X, il faut et il suffit qu’a chaque

a
nombre € > 0 on puisse associer un nombre 5(g) (ne dépendant que de €) tel que les inégalités fe) <u < v <b
entrainent

Vo e X,

/vf(t,x)dtH <.

b
Définition 10.1 Les notations étant celles de la Proposition précédente, on dit que l’intégrale flt,x)dt est
a
normalement convergente s’il existe une fonction numérique positive o, localement intégrable sur [a, b| telle que

1. pour tout t € [a,b] et tout x € X on ait || f(t,x)]] < (t),
b
2. lintégrale / p(t)dt soit convergente.

a
b
Théoreme 10.1 Pour que l’intégrale / f(t,x)dt soit uniformément convergente, il suffit qu’elle soit normalement
convergente. ¢

Proposition 10.2 Régle d’Abel pour la convergence uniforme.
X étant un ensemble quelconque et a un nombre réel, soient (t,x) — f(t,x) une fonction numérique définie sur
Uensemble [a, +oo[x X et (t,x) = g(t,x) une fonction numérique ou complexe définie sur [a,+o0[x X, telles que :
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1. pour chaque x € X, la fonction t — f(t,x) est positive et décroissante; de plus elle tend vers zéro uni-
formément par rapport a x lorsque t tend vers +oo,

2. pour chaque x € X, la fonction t — g(t,x) est localement intégrable sur [a,+o0[, et il existe un nombre k

/ g(t,x)dt’ <k.

indépendant de x tel que pour tout x € X, et tout u € [a,+o0[, on ait :

+o00o
Alors intégrale / f(t,z)g(t,x)dt est uniformément convergente sur X.

a

Proposition 10.3 Soit f une fonction numérique positive et décroissante sur Ry, tendant vers zéro a l'infini.
Alors lintégrale

+oo
F(x) = /0 exp(itx) f(t)dt, v € R*

est uniformément convergente sur 'ensemble défini par |x| > xg, quel que soit xg > 0. En conséquence, si | est
continue, F est continue sur R* = R\{0}.

Montrer que si f : RT + R est une fonction continue par morceaux, décroissante et telle que

+oo
lim f(z) = 0 alors pour tout réel A non nul, I'intégrale / f(t) exp(iAt)dt est convergente.
0

Tr—+00
Correction : Pour tout réel x > 0 on a :

2
Al

¥ 1
/ exp(i)\t)dt’ = W| exp(idx) — 1] <
0

—+o0
La fonction f étant décroissante sur RT, on déduit du théoréme d’Abel que I'intégrale / f(t) exp(iXt)dt est
0

convergente pour tout réel o > 0 et tout réel A # 0.

+o0 ;
exp(iAt
Le but de I'exercice est de déterminer la nature de l'intégrale / %dt suivant les valeurs
1

des nombres réels a et .
1. Traiter le cas A = 0.
On suppose, dans les questions suivantes, que « # 0.
o0 exp(iAt)
ta
o0 exp(iAt)
1 t
o0 exp(iAt)

tOL

2. Montrer que, si a > 1, alors /
1

dt est absolument convergente.

3. Montrer que, si 0 < a < 1, alors dt est semi-convergente.

4. Montrer que, si a < 0, alors / dt est divergente.

1

0 cos(At 0 sin(Mt
5. Montrer que, si 0 < a < 1, alors les intégrales / %(a)dt et / SH;(T)dt sont semi-convergentes.
1 1
+oo 1.2
t
6. Montrer que / wdt est divergente.
1
sin(t sin(t a2 t
7. Montrer que les deux fonctions f et g définies sur [1,4o0[ par f(t) = sin(t) et g(t) = sin(t) | sin () sont

Vit Vi

équivalentes au voisinage de +oo. A quelle propriété cette question fournit-elle un contre-exemple 7

Correction :

—+oo
1. Pour A = 0, l'intégrale / t—adt converge si et seulement si o > 1. Pour a > 1, on a alors :
1

/+°° a 1
.t a—1

i\t 1 +oo i\t
2. Pour tout réel t > 1, on a GXP(Z)’ / Q)(pt(%)

o =t donc dt est absolument convergente pour a > 1.

1
3. Pour tout réel z > 1, on a :

v 1 2
/ exp(i)\t)dt‘ = —|exp(iAz) — exp(iN)| < —.
1 Al A
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1
La fonction t — pre étant décroissante sur [1, +o00[ pour « > 0, on déduit du théoréme d’Abel que l'intégrale

/+°° exp(iAt) exp(iAt)
1

+oo
m dt est convergente pour tout réel a > 0 et tout réel A # 0. Pour 0 < a < 1,ona / o
1

oo gt
/ t—adt = 400 donc l'intégrale est semi-convergente dans ce cas.
1

+o0 ;
exp(—iAt
dt est convergente si et seulement si / wdt

1 t
cos(At)

o : o exp(iAt)
. Par conjugaison complexe, on voit que _—

ta
2 exp(idt) |
explt
Iest. Il en résulte que / SPUIAY

1 e
0 sin(\t
/ bu;i )dt le sont.
1

+oo
dt est convergente si et seulement si les intégrales / dt et
1

+o0 ; +o0
exp(iAt cos(At
Pour montrer la divergence de %dt pour « < 0, il suffit donc de montrer celle de / ti )dt.
1 1
Tenant compte de la parité de la fonction cos, on peut supposer que A > 0. Soit donc « = —f un réel négatif

ou nul, A un réel strictement positif et F' la fonction définie sur [1,4o0[ par :

F(z) = /1+Oo cos(\) oy /j 8 cos(\t)dt.

ta
- . P 2nm
En désignant par (x,),>1 la suite définie par x,, = N ona:
T Tntox
F (l’n + 7) — F(xy,) = / tP cos(\t)dt
2A .

n

et le changement de variable ¢t = x,, + u, nous donne :
7r X T
F (Jcn + ﬁ) — F(x,) = / (2 4 u)? cos(N(zy, + u))du = / 2A(z,, + u)? cos(Au)du.
0 0

Mais pour 0 < u < %7 on a0 < Au< — et cos(Au) > 0, de sorte que :

f
A

T 2x T b
F (xn + ﬁ) — F(zy,) > xfb/o cos(Au)du = /0 2X(zy, + u)? cos(u)du = 7” e +oo
. . . C o 20 cos(At) .
et F' ne peut avoir de limite finie en 400, ce qui signifie que Tdt diverge.
1
o0 sin(At)

“+o0
cos(At
. On sait déja que les intégrales / #dt et / dt sont convergentes pour tout réel a > 0 et

1 1
tout réel A. Par parité, on peut supposer que A > 0. On note F la fonction définie sur [1,+oo[ par :

Flo) = /1 [eos(A)] 1,

tOL
. o 2nm
et (n)n>1 est la suite définie par z,, = - Pour o > 0, on a :
R
2\ 0 (zp, + u)® 0 (T, +u)®
1 X 1
771_&/ COS()\U)d’LL = N onn . moa
(mn+ﬁ) 0 )\(T‘Fﬁ)a
= 1 = T
Pour0<a<1,ona nz::l NEZ 4 ) = 400 et donc ;(F(xn + ﬁ) — F(x,)) = 4+00. Avec :

Zn:(F (o0 + 55 ) = Flar) = Xn:/+ [eosQo)] ,,

«
k=1 k=1Y%k t

*nF2X | cos(At)| T
1SN 4t = Fa, + ),
/1 1o (@ +33)

IN

on déduit que lim F(z, + %) = 400 et l'intégrale dt est divergente pour 0 < o < 1. On

n—-+
oo || sin( A\t
procede de maniere analogue pour / HSH;#
1

/+°O || cos(At)]
1 i
dt.
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s 2 +o0 +o0

t 1/1 2t 2t 1

6. Pour tout réel ¢, on a Smt( ) =3 (t - COSIE )) Comme / %()dt est convergente et / gdt est
1 1

+o0 sin?(¢)
divergente, on en déduit que / Tdt est divergente.
1

_ sin(t) sin(t) . osin(t) P N A
7. Avec g(t) = v (1 + i et t_l:+moo N 0, on déduit que f(t) ol g(t). Et on a ici /1 f(®)dt

o0

convergente et / g(t)dt divergente.
1

11 Limites d’intégrales généralisées
Proposition 11.1 Soit (f,) une suite de fonctions localement intégrables sur lintervalle ouvert a,b[, d valeurs

b
dans le méme e.v.n. complet E et telles que les intégrales généralisées I,, = fa(t)dt soient uniformément

a
convergentes. Si la suite (f,) converge simplement sur |a, b| vers une fonction f, et si la convergence de (fy,) vers f
est uniforme sur chaque intervalle compact [u,v] contenu dans Ja, b| alors la fonction limite est localement intégrable

b
sur |a, b, Uintégrale I = / ft)dt est convergente et la suite (I,,) tend vers I lorsque n tend vers +oo.
a

Proposition 11.2 Soit (f,) une suite de fonctions numériques ou vectorielles localement intégrables sur l'in-
tervalle ouvert ]a,b| et convergeant simplement vers une fonction localement intégrable f. Supposons qu’il existe
une fonction positive g satisfaisant a || fn ()| < g(t) quels que soient t €la,b] et n € N et telle que Uintégrale

b b
/ g(t)dt soit convergente (ce qu’on peut exprimer en disant que les intégrales I,, = / fn(t)dt sont normalement
a a

b
convergentes). Alors lintégrale / f(t)dt est convergente et on a :

a

n—4oo

/abf(t)dt ~ lim /ab Fa(t)dt.

12 Application aux séries

+oo
Proposition 12.1 Soit g une série de fonctions continues sur ]a,b] convergeant uniformément sur chaque in-

n=0

b
tervalle compact contenu dans ]a,b| et telles que les intégrales / un (t)dt soient convergentes et soient
a

n —+o00
Su(t) = up(t), St) = un(t).
p=0 n=0

b b +oo
Si les intégrales / Sy (t)dt convergent uniformément aux points a et b alors lintégrale / Z un (t)dt est conver-
a a

n=0
gente et on a :

Références

[1] JAcQUELINE LELONG-FERRAND, JEAN-MARIE ARNAUDIES. Cours de mathématiques. Tome 2, Ana-
lyse, 4éme édition.

[2] JEAN-ETIENNE ROMBALDI. Intégrales généralisées.
http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~rombaldi/Capes/AnalyseChap13.pdf

15/15



