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ANALYSE 2

Fiche de Mathématiques 9 - Séries de Fourier.

1 Séries trigonométriques
2 Coefficients de Fourier

3 Regles de convergence

Soit f : R — R la fonction paire, 27m-périodique, définie par

f(x):{ 4z% — 72 sixz € [0,7/2] .

8xm — 312 — 422  sinon

1. Montrer que f est de classe C! et calculer sa dérivée.

2. Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de la fonction f.

3. En déduire la valeur de Jio &
. 3
— (2n+1)

Correction :
1. Sur [0,7/2], on a f(x) = 42> — 7 et donc f est de classe C' sur [0,7/2] avec f(0) = 0 et f)(n/2) = 4.
Sur |7/2, 7], on a f(z) = 8xm — 3% — 422 et cette relation est aussi valable pour z = 7/2. On en déduit que
[ est de classe C! sur [1/2, 7] avec fj(w/2) = 4w et f)(m) = 0. Par parité et périodicité, on peut affirmer
que f est de classe C! sur R (et un dessin serait stirement trés convaincant) et f’ est une fonction impaire,
2m-périodique avec
8z size|0,m/2]
/ _ )
)= { 87 —2x sinon

2. Puisque la fonction f est paire, les coefficients b, (f) sont nuls et

™

_2 _ 2 T e o 2 2
an(f) = ;/0 f(t) cos(nt)dt = - (/0 (4t — 7) cos(nt)dt + /7T/2(8t7r — 31" — 4t%) cos(nt)dt

ce qui donne apres quelques calculs pénibles

32(—1)pt!
azp(f) =0 et agpy1(f) = 22+ 1)
ou plus simplement en exploitant la relation b,(f") = —nan(f), ou an(f”) = nb.(f) = —n?a.(f) en
P P p (f

considérant la pseudo-dérivée d’ordre 2 de f.
3. Puisque la fonction f est de classe C!, elle est égale & sa somme de Fourier (Théoréme de Dirichlet) et donc

+oo (71)n+1

Va:ER,f(x):%Z(

2 m COS((QTL —+ 1)1’)

En évaluant pour x = 0, on obtient

)
—(2n+1)p 32

Soit f: R — R la fonction 27-périodique définie par f(z) = |cos(z)].

1. Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
+oo 1
i ) (_1)n+
2. En déd la valeur d E —.
n déduire la valeur de PR
n=0
Correction :
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—1)r*+14
1. agn(f) = 77((471)2—1) et asn+1(f) = 0 pour n € N et b, (f) = 0 pour n € N*

2. La fonction f est de classe C! par morceaux, il y a donc convergence uniforme de la série de Fourier vers f
En z = 0, on obtient :

too n+1 too n+1
o) =243 LU e U

54
2 _
™ < m(4n® — 1)

T™—2
=
= = In 1
Soit la fonction f: R — R 27-périodique définie par

4

Vo E} - 7T77T}7 f(l‘> = exp(m).
1. Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de f

—+o0 ( 1)n —+o0
2. En déduire la valeur des sommes Z

1
2 + 1 Z TL2 + 1 :
n= n=1
Correction :

1 en(f) = S (D

T 1—in’

2. La fonction f est C! par morceaux donc la série de Fourier converge simplement vers la fonction f* régularisée
+oo

de f. Ainsi, Vz € R, f*(x) = bhl Z (_1)
™

. T X (~1)m
20 exp(mx) Pour 2 = 0, on obtient () = ngoo i Or,
+oo n +oo +oo n
ng%ﬁgn:_l+g%“”"(1lm ]A2n>:_1+;%i§iz'
Par suite
+ZOO(_l)n=1<1+ T )
= n?2+1 2 sh(rm) )

00 1
De méme avec x = 7, on obtient g

1
s (1 + meoth(m)).
n= O
Soient o € R\Z et f : R — R la fonction 27-périodique définie par

f(z) = cos(ax) sur | — 7, .
1. Déterminer les coefficients de Fourier an(f) et by, (f) de f.

400
2. En déduire les valeurs des sommes Z

(—1
L thz_az
n=1

“+oo
1
3. En déduire enfin la valeur de Z —
n=1
Correction :
1. ba(f) =

9
0 pour n > 1 et a,(f) = (=1)"* asin(ar)

(2 % pour n € N. La série de Fourier de f converge
m(n? —«
normalement vers f car celle-ci est continue et C* par morceaux. Par suite
. +00 :
sin(a) _1 2asin(am)
x) = + -n"
fla) = 9 4 S ()

————cos(nzx).
2 _ 2
— w(n? — a?)
+0<> 1
" 1
2. Pour x = 0, on obtient Z #042 = BYe) ( — sino(é;r)) et pour z =T,
“+oo
Z 11— anrcotan(ar)
n2—a? 202 ’
n=1
+oo “+o0 1 +oo 1
3. Il y a convergence normale de Z 5 pour a € [0,1/2] donc quand Z — = lim -
— n—0 n® —u«o
n=1 n=1 n=1
1 — arcotan(arn) N X1 2
Quand z — 0, cotan(z) = 3% + o(x) donc 507 08 d’olt ; 2=
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Soient o € R* et f : R — R la fonction 27-périodique définie par f(z) = ch(ax) sur | — 7, 7].
1. Déterminer les coefficients de Fourier a,(f) et b,(f) de f.
+oo ( 1)n +oo 1
2. En déduire les valeurs des sommes Z Lol e Z RN

n=1 n—=

Correction :
2ash(ar)
m(a? 4+ n?)

vers f car celle-ci est continue et C! par morceaux. Par suite,

1. bp(f) =0pourn > leta,(f)=(—1)" pour n € N. La série de Fourier de f converge normalement

+oo
flz) = sh(am) n Z(_l)n 2ash()

fe%s w(a? + n?)

cos(nx).
n=1

2. Pour x = 0, on obtient

'io (-p» 1 ar_
—n?+a? 202 \sh(an)

et pour x =T,

+§ 1 amcoth(ar) —1
n2+a2 202 ’
n=1

4 Convergence des séries de Fourier au sens de Cesaro

On désigne par D 'espace des fonctions de Dirichlet, c’est-a-dire ’espace des fonctions f : R — R
qui sont 2m-périodiques, continues par morceaux et telles qu’en tout point de discontinuité a de f, on ait :

fla™) + fa*
oy = L4
Soient f € D et g € D définie par g(x) = f(z + a) ou a est un réel fixé. Exprimer les coefficients de Fourier de g

en fonction de ceux de f.
Correction : Pour n € Z, on a :

() = o / - t) exp( —mt)dt—2i f(t + a) exp(—int)dt
= o Mﬂ f () exp(—in(z — a))dz = exp(ina)— 0% f(x) exp(—inz)dz = exp(ina)c, (f).
1l en résulte que :
an(9) = cn(g) +cnlg) = exp(—ina)e_n(f) + exp(ina)cn(f)
_ exp(ing) + exp(=ina) ) + exp(ina) — exp(~ina), )

2
= cos(na)a,(f) + sin(na)b,(f)

24

et

bu(g) = i(cn() —n(9)) = ( p(ina)en (f) — exp(—ina)c_n(f))
an(f) = ibn(f) )

= exp(ma) 2 exp(—z’na)()—;lbn(f>
exp(ina) + exp(—ina) exp(ina) — exp(—ina)
= 5 bn(f) — % an(f)
= cos(na)b,(f) — sin(na)a,(f),
ce qui peut aussi se vérifier avec :
an(g) = 1 " f(t+ a)cos(nt)dt = 1 f( ) cos(n(x — a))dx
T Jo T Jo

2m

= i(COS(na) 0 ﬂf(a;) cos(nz)dzx + sin(na) | f(a:)sin(nx)dx)
= cos(na)ay,(f) + sin(na)by, (f)
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et
% | 7Tf t+a) sln(nt)dt % ; f(x)sin(n(z — a))dx
2m
% (co f(z) sin(nz)dx — sin(na) f(x) cos(m:)da:)
0 0
= cos(na)b,(f) — sin(na)a,(f).

Soit f € D continue et de classe C! par morceaux. Montrer que :

ez, enf) = 2L
Yn € N*| a,(f) = _onlf) et b, (f) = a"(f/).
n n

Correction : Si f € D est de classe C! par morceaux, il existe alors une subdivision de [0, 27] :
O=ap<ar <...<ap=2m

telle que la restriction de f & chaque intervalle ]ay, ax41| se prolonge par continuité en fonction de classe C! sur
[ak, ag+1] et on a, pour tout n € Z* :

27 p—1 A1
en(f) = % ; f(t) exp(—int)dt = % Z/ f(t) exp(—int)dt
k=0 " @k

et comme f est de classe C! sur [ax, ag+1], une intégration par parties donne :

/ ) exp(—int)dt = [zf(t)e}q’(_““)]+l / ) expl(—int)dt

ay n ag N Jay,

_ (e exp(zinarty) — f(ay) exp(—inay) Z'/ak+1 £ (t) exp(—int)dt.

n n Ja,

Si on suppose de plus que f est continue sur R, on a alors f(ay ) = f(a;) = f(a) pour tout k compris entre 0 et
pet:

dmen(f) =+ 3 (F(akr) exp(—inags) — (o) exp(—ina) — -3 / " ) exp(—intyae

k=0 k=0 7k
i p—1 api1 1 27
= 2 Z/ () exp(—int)dt = — f'(t) exp(—int)dt
" =0 a i Jo
Cn(f/)

puisque f est 2m-périodique et ¢, (f) = . I en résulte que :

in

conlf) + enlp) = D onl) Il

balf) = ilealf) —c-alf)) = _

S
S
—
~
~—

Il

Remarque 4.1 Avec les notations et hypotheses précédentes, on a :

2
(/) = 5 /0 F(t)dt =0

puisque f est 2m-périodique. Donc la relation ¢, (f’) = inc,(f) est valable pour tout n € Z.

5 Problemes d’approximation

Montrer que pour tout entier naturel n les fonctions :

t > (cos(t))™ et t +— (sin(t))™

sont des polynomes trigonométriques.

Corection :

Pour tout entier naturel n, on note P, I'’ensemble des polynomes trigonométriques de degré inférieur ou égal a n.
On note P = U,enPy lespace de tous les polynomes trigonométriques, c’est-a-dire I’ensemble des fonctions de R

dans R, de la forme :
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P:xw—ap+ Z(ak cos(kx) + by sin(kx)).
k=1

Montrons maintenant le résultat par récurrence. Pour n = 0 et n = 1, c’est évident. En supposant le résultat acquis
pour n>1,0n a:

(cos(t))"1 = (cos(t))" cos(t) = (ao + Z(ak cos(kt) + by, sin(kt))) cos(t)

k=1

= apcos(t) + Z (ay, cos(kt) cos(t) + by sin(kt) cos(t))
k=1

_cos((k + 1)t) + cos((k — 1)t)
cos(kt) cos(t) = : ep
et :
sin(kt) cos(t) = sin((k + 1)¢) + sin((k — 1)t) cp

2

pour k > 1, ce qui entraine (cos(t))"*! € P.

On procede de méme pour (sin(¢))™.

On peut aussi utiliser les exponentielles complexes et la formule du binéme pour écrire :

(exp(it) + exp(—it))™
271

= 2% > Chexp(ikt) exp(—i(n — k)t) = 2% > CFexp(i(2k — n)t)

k=0 k=0

(cos(t))" =

et :

n

(cos(t))” = < Z CF exp(i(2k — n)t ) Z —2 cos((2k —n)t) € Pp.

k=0

Soit f € D continue et de classe C! par morceaux de R dans R.

1. Montrer que :
+oo 27
2+, 2_\/? (4124t
3 Va TP TRP <[ [ 15 opa

2. Montrer que pour tous réels a, b, t, on a :
la cos(t) + bsin(t)| < Va2 + b2.
3. Montrer que :

27

2m
r) =g [ i <[5 [T 1wk

Correction :

1. Dans le cas ou f € D est continue et de classe C! par morceaux, on a :

0 g3, 7) = ol

n
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans l'espace des suites réelles de carré sommable nous dit que :

+o00 +oo
S VaGP A 0E = > - anlF P4 bl

Vn e N*, a,(f) = —

n=1
+u>1 +00
< |2y 2o @+ b))

n=1 n=1

=1 us

ce qui donne, compte tenu de Z 2% et de I'égalité de Parseval (voir derniére section) appliquée a la
n
n=1

fonction f/ € D :

+o00 2w 2#
> Van(DZ+0.(F)? < §: If\%t\/ |f7(t) |2t
n=1
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(on rappelle que ag(f’) = 0).
2. Sia? 4+ b? = 0, c’est évident, sinon il existe un réel 6 tel que :
a b .
\/ﬁ = COS(H) et \/TW = sm(9)

2 2
. a b _
(pulsque (M) + (M) = 1) et :
a
Ve Y

On peut aussi écrire que :

' i = i i = cos(f — -
+ \/ﬁ sin(t) = cos(#) cos(t) + sin(0) sin(t) = cos(d — t) € [-1,1].

exp(it) + exp(—it) n bexp(it) — exp(—it) _a—ib exp(it) + a
2

t) + bsin(t) =
acos(t) + bsin(t) = a 5 5

b exp(—it)

2

et :

a+1b
2

a—1b

<la+ib| = Va2 + b2

3. Comme f € D est continue et de classe C* par morceaux, sa série de Fourier converge normalement vers f
sur R et on a pour tout réel x :

la cos(t) + bsin(t)| <

+

£ = D] — S (1) costnz) + b, () singna))
9 == P n n
“+oo
< Z |an(f) cos(nx) + b, (f) sin(nz)|
Zzol 27
— mn n — E !
< VU EROE <G [ rop
c’est-a~dire que :
1 27 T 27 )
sup )~ o [ sar) <\ [T [ pear

6 Un exemple d’espace préhilbertien

sin(nx
Montrer que la série trigonométrique (n2) est convergente sur R, mais qu’elle ne peut étre

Vvn
la série de Fourier d'une fonction f € D.
Correction : Le théoréme d’Abel nous assure la convergence de la série trigonométrique pour tout x € R\27xZ
et pour x € 27Z cette série est nulle. Si cette série est la série de Fourier d’une fonction f € D, cela signifie

1
que a,(f) = 0 pour tout n > 0, b,(f) = — pour tout n > 1 et le théoréme de Bessel nous dit que la série

NG

1 1
Z(bn( f ))2 = Z - est convergente, ce qui n’est pas vrai. On peut en fait remplacer la suite () par n’importe

NG

n

quelle suite réelle (u,)nen qui tend vers 0 en décroissant et telle que Z ui = +o0.

n

7 Théoréme de Parseval

Soit f: R — R la fonction régularisée, 2m-périodique, impaire, constante égale a 1 sur |0, 7[.

1. Calculer ses coefficients de Fourier trigonométriques.

2. Etudier la convergence simple ou uniforme de la série de Fourier vers f.

3. En déduire +ZOO (=1)” et +§ ;
= 2p+1 (2p+1)2

p=0
+oo
1 (=)™
4. Calculer Zl 3 et 2 e

Correction :
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1. f est impaire donc Vn € N, a,,(f) = 0.

1 [ 1 /[ ™ 1—(=1)"
Pour n € N*, b,(f) = — f(t)sin(nt)dt = 7/ —1) sin(nt) t+/ (1) sin(nt)dt = 2# donc
T J_x ™ 0 nm
4 21 z+T T
b2p(f) =0et b2p+1(f) = W (On a utilisé : /0 = /0 = / — en posant z = _ﬂ.).
xT —T

n

4
On en déduit que S, (z) = Z ———sin((2p + 1)x).
= 2p+

2. D’apres le théoréme de Dirichlet, la fonction f étant C! par morceaux, la série de Fourier converge simplement
vers la régularisée de f soit lirf Sp(x) = f(x), ou encore
n—-+0oo

n

4 .
ngffoop @p+r sin((2p + D)z) = f(z).
Si xg # km (zo n'est pas un point de discontinuité), S(z) = ( ), et si kg = k7 (z¢ est un point de
dicontinuité), étant donné que f(z*) = f(xT) = 11m flx)y =1et f(a7) = f(n7) = lim f(z) = —1,
T
+ —
N (GO ES (C B
2

3. La convergence simple de la série de Fourier vers f(x) en z = g (qui n’est pas un point de discontinuité)

donne :

+o00 4sin ((21)-42-1)77) 4 +00 (_1);0 +o0 (_1)1) B

2p+1)m :;Z

p=0 p=0 p=0

400 2
92 . 7’ 1 16 1 71—
L’égalité de Parseval donne 3 Z @+ 12 o | f( dt =1« Z 2p +1)2 T

n
4. in eX1bteetZ Z 2p+1 iZ—d’ uz

yn—1 +°° 1 1+°°1 2 7T2 2

Ensuite, Z ;W_Zzng_ﬁzﬁ.

Soit f : R — R l'application 27-périodique, paire, telle que Vz € [0, 7], f(z) = .

1. Calculer la série de Fourier de f.

2. Etudier la convergence simple ou uniforme de la série de Fourier de f.

“+o0 “+oo
1
. Dét i —— et —_—
3. Déterminer kgo 2k 1) e ZO @+ 1)
+oo
4. En déd et
n déduire Z Zn4

Correction :

1. Puisque f est paire : Vn € N, b,,(f) = 0. Ensuite,

caln) =g [ swar= [Crwa = ([ o [Toa) = 2 T2l -

2r Jo Chasles 2 \J_» parité 2m

0
2 T 2 (7 2 2((-1)" =1
e Pour n >1:a,(f) = - {n sm(nt)}o “or ), sin(nt)dt = ﬂ[cos(nt)}g = %
4
DOHC, G/Qk;(f) = 0 vk 2 1et a2k+1(f) = m7vk Z 0.
cos((2k + 1)x)

Par suite, S, (x) = ao(f) + Z ap(f) cos(pzr) = = + Z CIESI

2. f est continue, C! par morceaux donc d’apres le théoréme de Dirichlet, S(z) = EIE Sn(x) = f(x) c’est-a-dire

%icos ((2k+ 1)z )—f(ac)

T
2 2k 4 1)2
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+oo 1 2
3. Pour x = 0, on obtient Z

2k+12 8
Par la formule de Parseval
T +oo 2 +oo
1 ) , 1 , w2 8 1
— t)°dt = 2 — - 4 -
o ,Wﬂ) ao(/) +22a2’°“(f) 1Tl k)
k=0 k=0
1 (" 11" =2 =X m
Or — 2dt==|=¢3| ==—4d —_— = .
r27r f() 7r/0 77{3 L 3 Onc§(2k+1)4 9%
+oo +oo +oo 2 +oo 4
1 1 1 . 1 T R . 1 T
4.;—ex1steetz Z 2k+1 Zz::k—dou;ﬁzg.Dememe,onobtlentnz::lﬁ:%.
—1
Soit f : R — C, 2w-périodique, impaire et vérifiant f(¢) = sur |0, 7.

1. Justifier que f est développable en série de Fourier et former ce développement.

+oo .
2. En déduire la convergence et la valeur de Z M
n=1 n
+o0 1
3. Calculer Zl ol

Correction :
1. f est C! par morceaux et régularisée donc développable en série de Fourier. a,,(f) = 0 et, par intégration par

parties, b, (f) = —. Le développement en série de Fourier de f s’écrit
n

L= sin(n) w—1
2. Pour ¢t = 1, on obtient Z —_— =
n

11 1
3. Par la formule de Parseval on a B nz::l =5 » |f(t)|?dt donc

+oo s 2 2
2 (m—t)? 1 39 T

1 +oo
Pour 6 €]0, [, calculer de deux maniéres la partie réelle de / Z t" exp(i(n + 1)0)dt afin d’en

LR cos(nb)
déduire Z B

n=1 n
1 +o0 1 : 1
, exp(if) / 1 L
C t : D’ t t" + 1)0)dt = ———dt = ——dt tifi
orrection une par / HZO exp(i(n + 1)) /0 = texp(i0) | o) 1 ce qui justifie
I'existence de l'intégrale.
e Ensuite,
1 1 : 1
dt —if) —t 0)—t
Re/ — = :Re/ %dt:/ cosO) =t g — _n(2sin(8/2)).
o exp(—if) —t o |exp(—if) —t| o (cos(@) —t)2 +sin*(0)
1 400 1 N 1 oo
e D’autre part / Z t" exp(i(n + 1)0)dt = / Z t" exp(i(n + 1)8)dt + / Z t" exp(i(n + 1)0)dt
0 n—o 0 n=0 0 n=N+1
donc
/1§t”e (i(n + 1)0)dt XN: expliln +1)9) |
xp(i(n = —_—
0 n=o ’ n=0 n+1 "
1 ,N+1 1 N+1
tN T exp(i(N +2)60) t 1 .
" 1)8)dt dt| < dt = 0
avec [ex| = / n;ﬂ exp(i(n +1)9) /0 1 — texp(if) —Jo ma mg(N + 2) NDo Ot

mf = min{|1 — texp(if)|/t € [0,1]} > 0. Ainsi
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/1 +iot"exp (i(n + 1)8)dt = +Z exp(in + 1)6)

— n+1

puis

R " oocos
Re Zt exp(i(n + 1)0)dt :Z
0 n=o0 n=1

+oo
cos(n) =—In <2 sin 9).
ot n 2

a désigne un réel de 'intervalle 0, 7| et f la fonction 27-périodique définie sur | — m, 7] par

et enfin

1 sifz| <«

/(@) :{ 0 sinon

1. Etudier la série de Fourier de f ainsi que sa convergence.

2. Que vaut la somme de cette série pour x = 0, pour x = o ?

3. Calculer +§ sirfia)
. 2 poa
4. Justifier et calculer / o sin;(t) dt.
Correction : 0
1. La fonction f est paire donc b,(f) = 0 et a,(f) = QW f(t) cos(nt)dt. On obtient ag(f) = 2?0( et a,(f) =
0
%ﬁ?a) pour n € N*. La série de Fourier est alors

310

sm cos nt
y 2y dnlnacostnt)

n>1

En vertu du théoréeme de Dirichlet, celle-ci converge en tout point vers la régularisée de f car la fonction f
est de classe C'' par morceaux. Puisque la régularisée de f n’est pas continue, cette convergence ne peut pas
étre uniforme.

2. La régularisée de f prend respectivement les valeurs 1 et 1/2 en 0 et .
3. Par la formule de Parseval, on obtient

1 27 +oo

Ayt =2a0(f)* + ) an(f)?

n=1

™

On en déduit apres calculs

Z sin? (7r2— a).

. 2
sin“(¢
4. La fonction ¢ : t +— T() est intégrable sur ]0,4o00[ car continue, prolongeable par continuité en 0 et

1
dominée par t — 7 en +00. En découpant l'intégrale

400 12 +oo (n+1)a
sin“(t) sin? sin? na—|—t)
dt = d = —
| ==y z W

n=0 YN
et donc
4o s 2 +o00 : 2
sin”(¢) sin?(na) sin?(na+t)  sin(na)
dt = — dt.
/0 2 nz% Z / [ (na+t)? (na)?
2sin(t) . . , . :
Ona ¢'(t) = 3 (t cos(t) — sin(t)). Puisque ¢’ est continue et puisque

B320() — 0et t32p(t) — 0,

t—0+ t—+o0
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et en particulier

R
(na)3/2'

il existe M € R* vérifiant V¢ €]0, +-o00|, |¢'(t)] < e
vt € [na, (n+1)a], [¢'(1)] <

Par I'inégalité des accroissements finis, on a alors
/a sin?(na + t) B sin?(na) &t /at M gt = Va M
o a2 (na) o Tnap T nir

(bln no + t) sinz(na) dt)

puis

(na +t)? (na)?

+o0 1
<MVay o =Cva.
n=1

-2

sin®(t) v

——dt = —.
t2 2

+oo 142 +o0
t —
Ainsi / sin”( )dt =T, O(Va) et quand o — 0T, on obtient /
0 0

2

1. On note g la fonction 27r-périodique définie par g(t) = m — ¢ sur [0, 27]. Calculer les coefficients de Fourier
trigonométriques de g.

2. Soit f : R — R une fonction continue, C! par morceaux et 2m-périodique. Montrer que

+00 27
> bnnﬂ = %/O (7 — 1) f(t)dt.

3. Etablir que l'identité est encore vraie pour f seulement continue par morceaux.

Correction :
1. En représentant la fonction g, on peut voit qu’a la valeur en 0 [27] pres, cette fonction est impaire. Par suite
s

an(g) =0 et by(g) = %/o (m —t)sin(nt)dt = —

2. Puisque f est continue et C' par morceaux, f est développable en série de Fourier et donc
vt € [0,27], f(t) )+ Z an(f) cos(nt) + by, (f) sin(nt)).
De plus, il y a convergence normale de cette série de Fourler. On a alors
vt € [0,2x], (r — ) f(t) = ao(f)(m = t) + Y (7 = t)(an(f) cos(nt) + by(f) sin(nt))

avec convergence normale de la série de fonctions sous-jacente. On peut donc intégrer terme a terme sur le
segment [0, 27] cette série de fonctions continues et ainsi obtenir

L — (f " —t)cos(n M " —t)sin(n
o ), (m—t)f(t)dt = dt+z< /0 t) cos(nt)dt + == /0 (m —t) (t)dt).

En reconnaissant les coefficients de Fourier de g déja calculés
2m +o0

1 b
o ), (r—t)f(t)dt =

3. Par polarisation
27 1 2 2
[ sawae =5 ( [+ stz [0 - g2ar).

Soit ¢ €] — 1, 1[. Former le développement en série de Fourier de

sin(z)

— .
YT T otcos(z) + 12
Correction :
sin(x) _ a . a _ (aveca = ' sin(x) _ i)
1 — 2t cos(x) + t2 t —exp(iz) t—exp(—iz) exp(iz) — exp(—iz)  2i
1
pumy R ) - )
¢ (Z exp(—iz) 1 — texp(—ix)

“+oo
= Z t" sin((n + 1)x).

n=0
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La fonction étudiée étant impaire, a,(f) = 0. Par convergence normale obtenue via [t| < 1, on a b,1(f) = t".
Ainsi I'écriture précédente est le développement en série de Fourier de la fonction étudiée.

Former le développement en série de Fourier de = — exp(cos(x)) cos(sin(z)).

Correction :

+o00o
e
exp(cos(x)) cos(sin(z)) = Re Z xp(inz) = Z = cos(nx). 1l reste & justifier que ce développement correspond
n!

n=0
au développement en série de Fourler de la fonction. Puisque la fonction est paire, b, (f) = 0. On a

m© +oo
Z — COS TLlL'
271'

Par convergence normale de la série de fonctions engagée,

2 Z/ —cosnx Ydx = 2.
Y3

On a
7w +oo
/ Z — cos(m:c) cos(nz)dz.

Par convergence normale de la série de fonctions engagée,

1 /™
an(f) = = rnZ—O/Tr — cos(mz) cos(nz)dz.

Or / cos(max) cos(nz)dx =0 si m # n et / cos(mx) cos(nx)dx = m si m =n # 0. Ainsi a,(f) = l'
n!

—T

Finalement, I’écriture

—T

+<>01

exp(cos(z)) cos(sin(x)) = Z = cos(nx)

n=0

est bien le développement en série de Fourier de la fonction considérée.

i 1-— t
Pour |z| < 1, calculer / 2 cos(t) cos(nt)dt.
o 1—2zcos(t) + 22

Correction :

1 — zcos(t) _;( 1 1 ‘)) 1%

== Z(exp(int) + exp(—int))z" puis

1—2zcos(t) +22 1 — exp(it)z + 1 —exp(— 24
1 — zcos(t Z 1)z
cos(nt)
1 —2zcos(t

avec convergence normale sur [0, 7]. Par suite,

4 1-— t
/ 2 cos(?) cos(nt) = Ton
0 2

1—2zcos(t) + 22

compte tenu de l'orthogonalité des fonctions ¢ — cos(kt).
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