Exercices d'algébre — Fiche 1: Réduction de formes quadatiques réelles

Responsable: Isar Stubbe

. Démontrer que n formes linéaires ¢;: R" — R: (z1,...,x,) — Zj a;jz; forment une base de
(R™)* si et seulement si la matrice A = (a;;);; est inversible; dans ce cas, (¢1, ..., ¢n) est la base
duale de la base formée par les colonnes de A~!. Appliquer cette méthode a:

(a) ¢1(x,y) =3z + 2y, ¢a(z,y) = —x + 4y
(b) ¢1 x,y ,z)—3:c—y—|—z (;32(:13 Y,z )_—117+Z, d)g(x,y,z):x—i—y—i—z
(c) &

¢

(
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(1, ... 364) =1 + 22 + 23 + T4, Q2(x1, ..., 74) = —x1 + T2 + 23 + 24,
3(21, .., 04) = —1 — T2 + 23 + X4, Ga(T1, .., T4) = —T — T2 — T3+ 24

. Soit la forme quadratique ¢: R® — R: (21, 20, 23) > —2(2129 + T213) + 222(22 + 23) + 31‘%.

(a) Donner sa matrice réelle symétrique M par rapport a la base canonique.
(b) Ecrire la forme bilinéaire symétrique associée.

(c) Expliquer pourquoi il n’est pas possible de construire une base g-orthogonale par le procédé
de Gram-Schmidt partant de la base canonique.

(d) Ecrire la forme ¢ comme une somme pondérée de carrés de formes linéaires indépendantes
par la méthode de réduction de Gauss.

(e) En déduire une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que P!DP = M.
(f) Donner une base g-orthogonale de R3.

(g) Déterminer le rang et la signature de q.

. Ecrire chaque forme quadratique ¢: R™ — R comme une somme pondérée de carrés de formes

linéaires indépendantes par la méthode de réduction de Gauss, en déduire une base g-orthogonale
de R™, puis donner le rang et la signature de ¢:

(a) q(z,y) = 2® +ay

() q(x,y,2) = 322 + 11y? — 22 4+ 22y — 222 — 6y2
(c) q(z,y,2) = 2% + 3y

(d) q(z,y,2,t) = 2y +yz + 2t + tx

. Pour chaque matrice réelle symétrique donnée, faire la réduction de Gauss d’une forme quadra-
tique associée pour trouver une matrice diagonale congruente (et préciser la matrice de passage),
puis déterminer le rang et la signature de la forme quadratique associée:
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