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1.1 Dérivée d’une fonction

En pratique, les domaines de définition des fonctions que nous considérons sont des intervalles
ou des réunions d’intervalles. Nous nous limitons dans les énoncés au cas ou les fonctions sont
définies sur un intervalle ouvert (non vide) de R. On désigne ci-dessous par I un tel intervalle,
c’est-a-dire de la forme :

o [ =la,b|, avec a < b;

o [ =|a,+o0[, avec a € R;

o [ =] —00,b], avec b € R.

Etant donné un point zg € R, les énoncés peuvent en fait se généraliser a des fonctions définies
sur un voisinage de xg, c’est-a-dire sur un intervalle contenant x.

Définition 1.1.1. Soit f : I — R une fonction et soit xo € I. On dit que f est dérivable en xg
st le taux d’accroissement %HW admet une limite finie quand h tend vers 0. On appelle

dérivée de f en xg la valeur de cette limite :
f(x) = f(=o)

f/(xo) = }%lg%) f(mO + h})l - f(CC()) _ wli)nwlo 753 - .

Exemple 1.1.2. 1. Soit f: R — R I'application définie par f(z) = 22 et soit 2o € R. Alors
f est dérivable en xg de dérivée f'(xq) = 2xo.
2. Soit f :]0, +00[—]0, +oo[ application définie par f(z) = 1 et soit zy €]0, +0c[. Alors f est

dérivable en z( de dérivée f'(xg) = —I%.
0

Gra hiquement, une fonction est dérivable en un point g si la courbe représentative de la
) 0
fonction est ”lisse” au voisinage de Zo- Dans ce cas, cette courbe admet une tangente.
)

Définition 1.1.3. Soit f : I — R et soit g € I. Supposons que f soit dérivable en xy. On
appelle tangente d la courbe associée a f en le point d’abscisse xq la droite passant par le point
de coordonnées (xo, f(x0)) et de coefficient directeur f'(xo).
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CHAPITRE 1. DERIVATION

Proposition 1.1.4. Sous les mémes conditions que la définition ci-dessus, la tangente admet
pour équation

y = f'(wo)(x — wo) + f(wo)-

Exemple 1.1.5. Soit f : R — R D'application définie par f(x) = x2. L’équation de la tangente
a la courbe au point d’abscisse g = 1 est y = 2z — 1.

Définition 1.1.6. Soit f: I — R une fonction et soit xg € I. On dit que f est continue en xg
st

Aig%f(ﬂﬂo + h) = f(2o).

Proposition 1.1.7. Soit f : [ — R et soit zo € 1. Si f est dérivable en xq alors f est continue
en Tg.

Remarque 1.1.8. 1. II existe des fonctions continues en un point zy mais non dérivable en
xo. Par exemple, Uapplication = — |z| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

2. En pratique, lorsqu’une fonction f n’est pas dérivable en un point z, on est dans I'une des

configurations suivantes :

o f nest pas continue en xo (exemple : la fonction f définie par f(z) = L si @ # 0 et
f£(0) = 0 n’est pas continue en zy = 0);

e f admet un point singulier (exemple : la fonction f définie par f(z) = |z| pour tout
x € R n’est pas continue en zy = 0);

e [ admet une tangente verticale (exemple : la fonction f définie par f(z) = ¢z pour tout
x € R n’est pas continue en zy = 0).

Définition 1.1.9. Soit f : I — R une fonction.

1. On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.
2. Si f est dérivable sur I, on appelle dérivée de f la fonction f': I — R,z — f'(x).

Exemple 1.1.10. Si f désigne la fonction définie par f(x) = 2% — 322 + 2z, alors f est dérivable
sur R et sa dérivée est donnée par f/(x) = 42® — 6x + 2.

En pratique, pour étudier la dérivabilité et calculer la dérivée d’une fonction, on commence par
étudier la dérivabilité d’un point de vue "global” et on calcule la dérivée a partir de théorémes
généraux (dérivées de fonctions usuelles, opérations sur les dérivées). Si nécessaire, on étudie
également la dérivabilité d’un point de vue "local” en d’éventuels points a partir du taux d’ac-
croissement.



CHAPITRE 1. DERIVATION

Dérivées de fonctions usuelles

Le tableau suivant rassemble les dérivées connues de diverses fonctions usuelles.

Domaine de définition f(x) Domaine de dérivabilité | f'(x)
R c R 0
R 2™ (n € N) R na" !
R* % R —
R, Va R NG
R CcoS X R —sinx
R sin x R cos T
R exp(z) R exp(z)
R’ In(a) R} s
[—1,1] arccos T ] =11] B 117x2
[—1,1] arcsin | —1,1] 1%962
R arctan R 14.%

TABLE 1.1 — Dérivées de fonctions usuelles

Opérations algébriques

Les propriétés suivantes fournissent une méthode pratique pour calculer la dérivée d’une
fonction a partir des dérivées des fonctions usuelles.

Sommes, produits et quotients

Proposition 1.1.11. (i) Soit f : I — R wune fonction dérivable et soit ¢ un nombre réel.
Alors, pour tout x € I, on a :

(f+e(@) = fla), (c-f)(2)=c-f(a).
(i) Soient f et g deux fonctions dérivables sur I. Alors, pour tout x € I, on a :
(F+9)(@) = f@) + 9@, (fxg)(@)=F o))+ fa)g ().
De plus, si g(z) £ 0, on a :

(Jg‘)' (z) = fl(@)g(z) — f(2)g'(z)
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Exemple 1.1.12. 1. Soit f : R — R la fonction définie par f(r) = z* + 322 + €*. Alors f
est dérivable sur R de dérivée f’(z) = 423 + 6 + €®.
2. Soit f: Ry — R la fonction définie par f(z) = (322 + /) sinz. Alors f est dérivable sur
R’ de dérivée f'(x) = (Gac + ﬁ) sinz — (322 + /) cos z.
3. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = 557~ Alors f est dérivable sur R de dérivée

_z2
f'(z) = (£2+T)12 .

Composées

Définition 1.1.13. Soient f : I — J et g : J — R deux fonctions définies respectivement sur
des intervalles I et J. On appelle composée de g et de f la fonction notée go f : I — R définie

par go f(x) = g(f(x)) pour tout x € I.

Proposition 1.1.14. Soient f : I — J et g : J — R deux fonctions dérivables sur des intervalles
ouverts I et J respectivement. Alors go f est dérivable et, pour tout x € I, on a :

(gof)(z) =g (f(z)) x f'(x).

Par abus de notations, on écrira ci-dessous (g(f(z)))’ := (g o f)'(z). En d’autres termes, la
dérivée de la fonction z — g(f(x)) est donnée par (g(f(z))) = ¢'(f(z)) x f'(z).

/

Remarque 1.1.15. On obtient les cas particuliers suivants :
1. Si f:I— R} est dérivable sur I, la fonction  +— /f(x) est dérivable sur I et

2. Si f: I — R est dérivable sur I, la fonction x — exp(f(z)) est dérivable sur I et
(exp(f(x)))" = exp(f(x)) x f'(x).

3. Si f: I — R est dérivable sur I, la fonction = — In(f(x)) est dérivable sur I et

fa)

f(x)

4. Si f: I — R est dérivable sur I, la fonction x — cos(f(z)) est dérivable sur I et
(cos(f(x)))" = —sin(f(x)) x f'(x).

5. Si f: I — R est dérivable sur I, la fonction « — sin(f(z)) est dérivable sur I et
(sin(f(2)))’ = cos(f(2)) x ['(a).

Exemple 1.1.16. 1. Soit f: R — [0, 1],z + sin(2?). Alors f est dérivable sur R de dérivée
f(x) = cos(z?) x (z2)" = 2z cos(x?).

2. Soit f: R} — R%,z— 2% olt a € R. La fonction f s’écrit sous la forme suivante :

(In(f(x)))" =

x® = exp(aln(x)).

D’apres la proposition ci-dessus, la fonction f est dérivable sur I'intervalle R et sa dérivée
est donnée par (z*)" = az®~! pour tout z € R.
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Dérivée a droite et a gauche

Dans la définition 1.1.1, le h est non nul et tend vers 0 par valeurs positives (par la droite)
ou par valeurs négatives (par la gauche). Ceci motive la définition suivante.

Définition 1.1.17. Soit f : I — R une fonction et soit xg € I. On dit que f est dérivable a
gauche (respectivement 4 droite) si la limite suivante existe :

lim f(:c0+h)—f(x0)( f(xo—f'h})l—f(%))‘

h—0— h

respectivement lim
h—0%+

Proposition 1.1.18. Soit f : I — R une fonction et soit xq € I. Alors f est dérivable en xg si
et seulement si f est dérivable d gauche et a droite de xo et
f(@o +h) — f(z0) f(@o +h) — f(zo)

lim = lim
h—0~ h h—0+ h

1.2 Principaux théorémes

Théoréme 1.2.1. (Rolle) Soient a < b deur nombres réels. Soit f une fonction continue sur
Uintervalle fermé [a,b] et dérivable sur Uintervalle ouvert Ja,b[. Si f(a) = f(b) alors il existe (au
moins) un nombre réel ¢ €la,b| tel que f'(c) = 0.

Exemple 1.2.2. Soit f la fonction définie par f(z) = 22 + 1. Prenons a = —1 et b = 1. Le
nombre réel ¢ est ici unique et est égal a 0.

Théoréme 1.2.3. (Accroissements finis) Soient a < b deuz nombres réels. Soit f une fonction
continue sur lintervalle fermé [a,b] et dérivable sur Uintervalle ouvert |a,b[. Alors il existe (au
moins) un nombre réel ¢ €]a, b tel que

—a

Nous donnons ci-dessous des applications de la notion de dérivation. Le théoreme suivant est
une conséquence du théoréme 1.2.3 et fournit une méthode pratique pour déterminer le sens de
variations d’une fonction dérivable.

Théoréme 1.2.4. Soit f: I — R une fonction dérivable. Alors :
(i) f est croissante sur I si et seulement si, pour tout x € I, on a f'(x) > 0;
(ii) f est décroissante sur I si et seulement si, pour tout x € I, on a f'(x) <0;
(iii) f est constante sur I si et seulement si, pour tout x € I, on a f'(x) = 0.
Exemple 1.2.5. 1. Soit f la fonction définie par f(z) = 23 — 3. Alors f est croissante sur
] — 00, 1], décroissante sur [—1, 1] et croissante sur [1,4o0].
2. Soit f la fonction définie par f(x) = —%5 pour tout x € R\ {1}. Alors f est décroissante

sur | — oo, 1] et décroissante sur |1, +o00].

Remarque 1.2.6. Si f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que f/(z) =
g'(x) pour tout € I et f(xg) = g(xg) pour un certain zy € I, alors f(x) = g(x) pour tout
rel.

Le théoréme suivant traite des fonctions strictement monotones.
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Théoréme 1.2.7. Soit f: I — R une fonction dérivable.
(i) si, pour tout x € I, on a f'(x) > 0 alors f est strictement croissante ;
(ii) si, pour tout x € I, on a f'(x) < 0 alors [ est strictement décroissante.
Remarque 1.2.8. La réciproque du théoréme ci-dessus n’est pas vraie : il existe des fonctions

strictement monotones dont la dérivée peut s’annuler. Par exemple, la fonction f: R = R,z —
x> est strictement croissante mais sa dérivée s’annule en 0.

Une autre application de la notion de dérivation concerne le calcul de certaines limites.

Proposition 1.2.9. (régle de I’hopital) Soient f et g deux fonctions dérivables sur I, et soit
xg € I. Supposons que f(xo) = g(xo) =0 et que ¢'(xg) # 0. Alors
flx) _ f'(xo)

im = .
v g(x)  g'(x0)

Exemple 1.2.10. Considérons les fonctions f et g définies par f(x) = sinx et g(x) = x pour
tout x € R. Puisque f(0) = g(0) = 0 et puisque ¢'(0) = 1 # 0, la régle de I'hépital s’applique et
I’on obtient

sinx  cosO

i%le_l'

1.3 Dérivées successives

Définition 1.3.1. Soit f : I — R une fonction dérivable. Si la fonction f' admet une dérivée,
on appelle dérivée seconde de f la quantité f"' = (f').

Exemple 1.3.2. Prenons f la fonction définie par f(z) = e®". Alors f(z) = 2ze® et f"(z) =
(422 4 2)e*” pour tout x € R.

De proche en proche, et sous réserve d’existence, on peut définir la dérivée n-iéme de f.
On la note ().

Exemple 1.3.3. Soit f la fonction définie par f(x) = z3. On a f/(z) = 322, f"(z) = 6u,
f@)(z) =6 et f™(z) =0 pour tout = € R et pour tout n > 4.
Définition 1.3.4. (fonction continument dérivable) Soit f : I — R une fonction.

(i) On dit que [ est continument dérivable sur I si f est dérivable sur I et si f' est de plus
continue. On dit alors que f est de classe C'.

(ii) Plus généralement, étant donné un entier n > 1, on dit que f est n-fois continument
dérivable ou de classe C" sur I si f est n-fois dérivable et si () est continue sur I.

Si, pour tout n € N, la fonction f est de classe C™ on dit que f est de classe C*.

Exemple 1.3.5. 1. Toute fonction polynomiale est de classe C*.

2. Les fonctions cos, sin, exp, In sont de classe C* sur leurs domaines de définition.

Contre-exemple 1.3.6. La fonction f définie sur R par f(z) = ?sin (1) siz # 0 et f(0) =0
est dérivable mais n’est pas de classe C!.
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Dans ce chapitre, on considere une fonction f définie sur un intervalle ouvert I de R.

2.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 2.1.1. Soit f : I — R une application et soit xg € I. On dit que f admet un
développement limité a ’ordre n en xq s’il existe des nombres réels ag, aq,...,a, tels que la
fonction R : I — R définie par

f(x) = ag + ar (2 — 20) + ag(x — 20)* + - + an(z — 20)" + R(z)
satisfait la propriété suivante :

lim ) g, (2.1.1)
z—xo (aj — )"
e La quantité

Po(x —x0) = ao + ay(z — z0) + az(z — x0)> + - - - + an(z — x0)",

s’appelle la partie réguliére (P, étant un polynoéme de degré au plus n).
e La fonction R s’appelle le reste.
On écrit alors que f admet un DL, (z). Il est d’usage d’adopter la notation o((z — z¢)™) pour
désigner le reste. En d’autres termes, (2.1.1) se réécrit sous la forme

f(x) = ag + ai1(z — x0) + ag(x — 20)? + -+ + an(x — 20)" + o((x — 20)™).

Plus généralement, on utilise la notation suivante :

11
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Notation 2.1.2. Soient [ et g deuzx fonctions définies sur un intervalle I et soit xg € 1. Si

limg_sq, % =0, on utilisera la notation f = o(g).

Proposition 2.1.3. Soit f : I — R une application et soit xg € 1.
(i) Si f admet un DL,(xo) alors la partie réguliére de ce développement est unique.

(i) Si f est une fonction paire, alors tous les coefficients d’indice impair de la partie réguliére
du développement en 0 sont nuls.

(iii) Si f est une fonction impaire, alors tous les coefficients d’indice pair de la partie réguliére
du développement en 0 sont nuls.

2.2 Formules de Taylor

Théoréme 2.2.1. (Formule de Taylor-Young) Soit f : I — R une application et soit xo € I.
Supposons que f soit n-fois dérivable sur I, ot n > 1. Alors f admet un DL, (xq) et, pour tout
xzel,

f(@) = f(xo) + f'(0)(x — 20) + - x—x0)" +o((x — x0)"). (2.2.1)

L’identité (2.2.1) s’appelle le développement de Taylor-Young de f en zy a ’ordre n.

Théoréme 2.2.2. (Formule de Taylor-Lagrange) Soient a < b deux nombres réels, n > 0 et f
une application. Supposons que f soit de classe C™ sur [a,b] et que ™) soit dérivable sur ]a,b[.
Alors il existe ¢ €]a, ] tel que

Fr (e
(n+1)!

f"(a)

n!

f)=fl@)+ f@)b—a)+-+ (b—a)" + (b—a)"*.
Théoréme 2.2.3. (Inégalité de Taylor-Lagrange) Soient a < b deux nombres réels, n > 0 et f
une application. Supposons que f soit de classe C™ sur [a,b] et que f™) soit dérivable sur ]a,b|.

Alors

SUPgela,b] ‘f(n+1) (I)‘

mrnr o

(b _ a)n <

2.3 Développements limités de fonctions usuelles

Dans cette section, on donne quelques exemples de développements limités en xg = 0.

Développements limités obtenus par Taylor-Young

Proposition 2.3.1. (i) Fonction exponentielle : pour tout v € R

1 1
e””:1+x+§x2+~-~+mx"+o(x").

(it) Fonction puissance : pour tout x > —1 et pour tout « € R,

ala—1 aola—-1)--(a—n+1
(1+x)a:1+ax+¥x2+-~+ ( ) n'( )m”—l—o(m").
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(iii) Fonction cosinus : pour tout © € R,

1 —1)
cosz=1-— 53;2 IS ((227))!x2p + o(z? ).

(iv) Fonction sinus : pour tout x € R,

sinr = x — lx3 + o+ ﬂx2p+l + O($2p+2)
31 2p+ 1) '

Exemple 2.3.2. 1. Le DL{(0) de & + /1 + x est
Vitz= (1+:c)1/2 = 1+%x+o(x)
et le DLy(0) est
Vitz=(1+z)2=1+ %x— éxQ + o(x?).

Application numérique : prenons z = 0.1. On a
e 1+ 2x=+1.1~1.04881;

e 1+ Jz=1+% =1.05 (approximation & l'ordre 1);
e l+ix—fa?=1+9% - % = 1.04875 (approximation & l'ordre 2).
2. Le DL;(0) de sin est
sin(z) = x + o(x)
et le DL3(0) est
. L 5 3 L 3 3
sin(z) zl—gx + o(x )zl—ém + o(z?).

Application numérique : prenons z = 0.1. On a

e sin(z) = sin(0.1) ~ 0.0998334 ;

e z = (.1 (approximation & 'ordre 1);

o — %x3 =0.1- % = 0.0998333 (approximation & 'ordre 3).

Autres développements limités

Proposition 2.3.3. (i) Fonctions inverses : pour tout x €] — 1,1],

ﬁ:l+x+x2+~~+z"+o(x”)
et
! =1—az+z? 4+ +(=1)"z" + o(z").
1+

(ii) Fonction logarithme : pour tout x €] — 1,1],

1 1 . 1
In(l1—z)=—2— 2% — 2% — .. — Z2" + o(z")
2 3
et
1 —1)n-1
1n(1+x):x—§m2+§x3—~ —1—( 7)1 " + o(z")
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FIGURE 2.1 — courbes représentative du cosinus et parties régulieres de ses développements limités
a Pordre 0 (noir) et 2 et 4 (bleu).

A titre d’illustration, la figure 2.1 représente la fonction cosinus en rouge ainsi que les parties
régulieres des développements limités en 0 a l'ordre 0 (en noir) puis ceux d’ordre 2 et 4 en bleu.
Plus 'ordre du développement limité est élevé, plus la courbe représentative de la partie réguliere
est proche de celle de la fonction cosinus.

2.4 Opérations sur les développements limités

L’utilisation de la formule de Taylor-Young pour trouver des développements limités n’est,
en pratique, intéressante que dans de rares cas. Dans la pratique, on obtient le plus souvent
les développements limités recherchés comme produits, sommes, quotients et compositions de
développements usuels.

Somme

Proposition 2.4.1. Soient xp € R, n >0, A € R, f et g deuz fonctions définies au voisinage
de zq. Supposons que f et g admettent des DL, (x¢), c¢’est-a-dire qu’il existe un intervalle ouvert
I centré en xqg et des polynomes P, Q. de degré inférieur ou égal a n tels que, pour tout x € I,

f(@) = Pp(x — o) +o((z —20)") et g(z) = Qn(z —20) +0((x — 20)").
Alors f + g et \f admettent des DL, (xg). De plus, pour tout x € I, on a :

(f +9)(@) = (Pn+ Qn)(z — z0) + o((x — 20)")
et

A (@) = (APp)(@ — 0) + o((x — x0)").

14
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Exemple 2.4.2. 1. Le DL3(0) de « — €® + sinx est

1 1 1 1
e””—i—sinx:1+m+§x2+6m3+m—6x3+0(x3):1+2x+§w2+0(x3).

2. Le DL3(0) de  — /1 —z + /1 + x est

2
\/1—x+\/1+x:2—%+0(3§3).

Produit

Proposition 2.4.3. Soient xg € R, n >0, A € R, f et g deuzx fonctions définies au voisinage
de xg. Supposons que f et g admettent des DL, (xg), ¢’est-a-dire qu’il existe un intervalle ouvert
I centré en xqg et des polynomes P, Q. de degré inférieur ou égal a n tels que, pour tout x € I,

f(x) = Pz —x0) + o((x —xz0)") et g(x) = Qnlx —x0) + o((z — zo)").
Alors fg admet un DL, (o). De plus, pour tout x € I, on a :

f9(x) = [PaQnln(z — 20) + o((z — 20)"),
ot [PQ),, désigne la restriction de tous les termes de degré inférieur ou égal d n dans le polynome
PQ.
Exemple 2.4.4. 1. Le DL3(0) de & + e®sinz est!

1 1 1
e’sinx = (1 +o+ -t + a4 0(953)) (;v - 6:133 + 0(963))

2 6
1 1 1 1 1 5 1
:x+x2+§x3+6x476x376x4fﬁx f%xGJro(x?’)

1
=z+a2*+ gx?’ + o(z?).

2. Le DLy(0) de x ~ cos(x) In(1 + z) est?

22
cos(z)In(1 +2) = z — == + o(z?).

2
Composition

Proposition 2.4.5. Soient xg € R et n > 0. Soit f une fonction définie au voisinage admettant
un DL, (xg) de partie réguliére P, et telle que lim,_, ., f(x) = yo. Soit g une fonction définie
au voisinage de yo admettant un DLy, (yo) de partie réguliére Q.. Alors go f admet un DL, (xo)
dont la partie réguliére est donnée par [Qn, o Ppln.

Exemple 2.4.6. 1. Calculons le DL3(0) de = — €*®. Pour cela, on utilisera les DL3(0) des
fonctions exponentielle et sinus. On a

1 . .
sine =x — gxd + o(z%).

1. 1l suffit de faire un DL2(0) de exp
2. 11 suffit de faire un DLy (0) de cos
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Donc

: 1.3 3
eSinT _ r—gw +o(x )

Or e* =1+ u+ 2u® + fu® 4 o(u?). Donc, en posant u =z — 12° + o(z%), on a

esmw:1+<x—éx3+o( )>+1< éx +o(z ))2
é(x—a? + of 3)>3+0<<x—éx3+0(x3))3>.

in @ 1 1 1
e =14 (gc - 6:1:3) + 5332 + 6:103 + o(x?)

N |

En développant, cela donne

1
=1l+z+ ixg + o(z?).

2. Le DL5(0) de z — In (222) est

. 2
In (smx) _ _% +o(a?).

X

Quotient

Proposition 2.4.7. Soient z9 € R, n > 0, f et g deux fonctions définies au voisinage de
xg. Supposons que [ et g admettent des DL, (xq), c’est-a-dire qu’il existe un intervalle ouvert
I centré en xqg et des polynomes P,,, Q, de degrés inférieurs ou égauxr a n tels que, pour tout
rel,

f(@) = Po(x — z0) + o((x — x0)") et g(x) = Qn(x — m0) + o((x — m0)"),
avec Qn(xo) # 0 (c’est-d-dire lim,_,,, g(x) #0). Alors f/g admet un DL, (xq).

Nous ne donnons pas de formule générale donnant I'expression de la partie réguliere du
quotient mais illustrons le concept avec un exemple.

Exemple 2.4.8. 1. Calculons le DLy(0)

22
cosx =1-— 5 + o(z?).

On a donc

x x

€ €

5 .
cosS T 1— %4-0(352)

En posant v = % + o(z?) et en utilisant le fait que 2 =1+ u + u* + o(u?) on a donc

e’ x?
= (1 i 2
coS T ¢ ( + 2 ol ))
z? 9 z? 9
= 1+x+?+0(x) 1—1—3—1—0(:1:)

=14z +2%+o(2?).
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CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENTS LIMITES, FORMULES DE TAYLOR

2. Calculons le DL3(0) de # — %22, On sait que

1
sine =x — Eac?’ + o(z?)

et
z Lo, 13 3
e :1+x+§x +6x + o(z?).
On a donc
sinx x— g2’ + o(z?)

e 14z + 1224 323 + o(23)

En posant u = x+ 22+ $2° +o(2?) et en utilisant le fait que H% =1—u+u?—ud+o(u?),

on a donc
i 1 1 1 1 1 2
i R of@®)| |1 = (w+ 52+ g o@®)) + (w+ 52+ Fa o(z*))
1 1 3 1 1 3
- ([L’ + §x2 + gx?’ + 0(953)) + 0((:8 + 5152 + gx?’ + o(x3)) )}

En développant, cela donne

sinz 1 3 3“ 1o 13 2 3 3 3}
o —{x & +o(z”)| |1 <x+2x +6m)+(x —I—x) x° + o(x”)
1 1 1
= [x — éx?’ + o(x?’)] [1 —z+ 5952 - 6:133 + o(x?’)}
1 .
::z:fx2+§1’3+0(353).

3. Le DL3(0) de x ﬁ est

1

ooy - L-ete +o@).

2.5 Applications

Recherche de limites

Puisque les développements limités permettent 1’étude de fonctions au voisinage d’un point,
ils peuvent étre utiles pour la recherche de limites. On donne ci-dessous quelques exemples.

Exemple 2.5.1. 1. On souhaite déterminer si la limite de 17;88 L quand x tend vers 0, existe

et le cas échéant la calculer. Pour cela, il suffit de faire un DLy(0) de cos. On a

1—cosz 1—(1—12%+o0(2?))

x? x?
32?4 o(2?)
= =
1
= - +o(l
5 +ol1)
Ceci montre que la limite existe et que lim,_, 1_;% = %

17
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sinx

2. On souhaite déterminer si la limite de

(1+2)”
la calculer. Pour cela, il suffit de faire un DL;(0) de sin et de  + In(1 + z). On a?

quand z tend vers 0, existe et le cas échéant

sinz x+o(x)
In(1+2) z+o(x)
=1+o0(1).

Ceci montre que la limite existe et que lim,_.q 151& =1.

n(1l+z)
3. On souhaite déterminer si la limite de vz + 1 — v/ — 1, quand = tend vers +00, existe et
le cas échéant la calculer. Pour cela, on écrit que

1 1
Ve+1l—vVz—1=vay 1+ - —ay/l——
X X

1\ /2 1\ /2
:ﬁ<(1+) —(1—) )
T T
1 1 1 1 1 1
:ﬁ((1+x+o()> — (1—x+0(>>)
2 T 2 T
(L
-V NZYa
Ceci montre que la limite existe et que lim, 400 vV +1—+v2x —1=0.

Application a ’étude d’une courbe au voisinage d’un point

Un DL; peut étre considéré comme une approximation linéaire de la fonction. En d’autres
termes, il nous donne de l'information sur la tangente a la courbe représentative de la fonction.

Proposition 2.5.2. Soient zo € R et f une fonction définie au voisinage de xy. La fonction f
est dérivable en xq si et seulement si f admet un DLy (xzg). De plus, si f(z) = ap+ a1(x — z9) +
o(x —xq), alors la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse (xq, f(x0)) a pour
équation y = ag + a1 (x — ).

Remarque 2.5.3. Si f admet un DL;(zg), de la forme f(z) = ag + a1(x — o) + o(z — o)
alors I’équation de la tangente & la courbe représentative de f, au point d’abscisse xg, est y =
ag + a1 (z — xp).

Pour avoir la position relative de la courbe par rapport a la tangente, il faut prendre des
termes d’indices plus élevés dans le développement. Voici un exemple.

Exemple 2.5.4. Soit f la fonction définie par f(z) = (1 + x)*/? — (1 + 2)'/3. On remarque
que la tangente & la courbe représentative de f en (0,0) a pour équation y = %x. Pour avoir la
position relative de la courbe par rapport a la tangente, on effectue un DLy(0). Cela donne

1 17
flz)= g%~ 51’2 + o(z?).
En particulier, au voisinage de 0, on a f(z) < %x. La courbe de f se situe en-dessous de sa

tangente au voisinage de 0.

3. Remarquons que le résultat final est bien 1+ o(1) et non 1. En effet, les o(z) apparaissant de part et d’autre
de la fraction désignent des fonctions qui, divisées par z, tendent chacune vers 0, mais qui ne sont pas identiques.

Une autre fagon de rédiger aurait été : lns(ilnfz) = iiiz;g; =1+e3(x).
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Dans ce qui suit, on considére un intervalle fermé borné [a, ], avec a < b.

3.1 Aire et intégrale

Intégrale d’une fonction positive

Définition 3.1.1. Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I = [a,b]. On appelle
intégrale de [ sur Uintervalle [a,b] Uaire de la surface S délimitée :

e 4 gauche par a et d droite par b ;

o aqu-dessus par la courbe de f et en-dessous par l'axe des abscisses.

On désigne cette quantité par f; f(@)dz. En d’autres termes (la fonction f étant positive), on a

b
/ f(z)dz := A(S).

Les quantités a et b s’appellent les bornes de 'intégrale.

Exemple 3.1.2. 1. Considérons le cas ot @ = 0, b = 1 et f(x) = 1 sur lintervalle [0, 1].
Alors, la surface S est un carré et l'on a : fol f(z)dz = fol de = 1.

2. Considérons le cas ot a = 0, b =3 et f(z) = 2+ = sur Uintervalle [0, 3]. Alors, la surface S
est un trapeze et l'on a : f03 f(z)dz = f03(2 +z)de =6+ 5 = 2L

Proposition 3.1.3. Soit f une fonction continue, positive et croissante sur un intervalle I =
[a,b]. Pour tout n > 1, posons

3 <+k> et v —b_a§f<a+(k+1)b_a>
"o n '
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Alors

n—oQ

/f J:—hmun—hmvn

Cas général
Définition 3.1.4. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b]. On appelle :
(i) partie positive de [ Uapplication fy définie par

C(f@) sif@)>0
fil) = {O si f(z) <0

(i) partie négative de f Uapplication f_ définie par

0 st f(z) >0
—flz)  sif(z) <0

Remarque 3.1.5. Les fonctions fi et f_ sont toutes les deux positives et f = f, — f_.

f-(x) =

Définition 3.1.6. Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b]. On appelle intégrale
de f sur Uintervalle [a,b] la quantité

LU@MW:LUM@M—Lmem

Exemple 3.1.7. Considérons le cas ot a = —1, b =1 et f(x) = x sur 'intervalle [—1, 1]. Alors
f_ll f(z)dz = f_ll xdz = 0.

Remarque 3.1.8. 1. La quantité f: f(z)dz doit étre interprétée comme laire algébrique de
la surface délimitée a gauche et a droite par a et b respectivement, et comprise entre la
courbe et ’axe des abscisses.

2. On dit que x est une variable muette, au méme titre que I'indice ¢ d'une somme ), indexée
par i. En particulier, on peut utiliser n’importe quelle autre lettre pour désigner la variable
d’intégration, par exemple :

[ = [ s [ s =

3. La notation ”"dz” a pour origine la largeur des rectangles qui ont été utilisés dans les
premiers calculs d’approximation, cette largeur multipliant les valeurs prises par la fonction.

Proposition 3.1.9. Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b]. Alors

(i)
JRECES

(i1) relation de Chasles : pour tout ¢ € [a,b], on a

/a " o + / " ) = / ' fa)da

20
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(iii) linéarité de lintégrale :
b b b
[t +a@as= [ @+ [ g
et, pour tout A € R,
b b
[ On@is=x [ s
(iv) si f < g sur[a,b] alors

/ab fz)dz < /abg(sc)d:c;

(v) inégalité triangulaire :

/ab f(z)dz

En accord avec ces propriétés, lorsque les bornes d’intégration sont inversées, il convient de

poser [," f(z)dax = — ff f(x)da.

< [ @

3.2 Primitives

On introduit ci-dessous la notion de primitives. Cette notion fournira un procédé pratique
pour calculer des intégrales de fonctions continues. On limite les énoncés au cas ot les fonctions
sont définies sur un intervalle I de R.

Définition 3.2.1. Soit I un intervalle et soient f et F' deuz fonctions définies sur I. On dit que
F est une primitive de f si F est dérivable et F'(z) = f(z) pour tout x € I.

Exemple 3.2.2. 1. Considérons le cas o f(x) = 322 — z. Alors les fonctions définies par
Fi(z) = 23 — 2% et Fy(2) = 2% — 12% + 2 sont des primitives de f.
2. Considérons le cas ou f(z) = z* + sin(z). Alors les fonctions définies par Fy(z) = 1a* —

4

cos(z) et Fy(z) = 1a* — cos(z) + 8 sont des primitives de f.

Pour calculer les primitives, le procédé est analogue a celui de la dérivation : on décompose
une fonction f en des fonctions usuelles; on détermine les primitives de ces fonctions usuelles et
on en déduit les primitives de la fonction f en effectuant des opérations algébriques.

Primitives de fonctions usuelles

Remarque 3.2.3. On désigne ci-dessous par f une fonction dérivable sur un intervalle I.

e Une fonction de la forme [’ x f™, avec n € Z\ {—1} a pour primitives toute fonction de la
forme n%_lfnﬂ +c.
Une fonction de la forme % a pour primitives toute fonction de la forme 2./f + c.

Une fonction de la forme fTI a pour primitives toute fonction de la forme In(|f|) + c.

Une fonction de la forme f’ x ef a pour primitives toute fonction de la forme e/ + c.
Une fonction de la forme f/ xsin(f) a pour primitives toute fonction de la forme — cos(f)+c.
Une fonction de la forme f’ x cos(f) a pour primitives toute fonction de la forme sin(f) +c.
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Domaine de définition |  Fonction Primitive
R (neN) fx) = am Fz) =2 +c

RY fl@) =5 Fr)=yr+c
R* fl@)=—2 F(z) =3 +c
R flz) =exp(z) | F(z)=exp(z) +c
R flzy=1 F(z) =In(|z]) + ¢
R f(z) = cos(z) | F(z)=sin(z)+c
R f(z) =sin(z) | F(z) = —cos(z) + ¢

] —1,1[ - F(z) = arccos x

] —1,1] L F(z) = arcsinx
R T F(z) = arctan x

TABLE 3.1 — Primitives de fonctions usuelles

Résultats généraux

Proposition 3.2.4. Soient f et g deuzx fonctions définies sur un méme intervalle I. Supposons
que f et g admettent des primitives, notées F et G. Alors, pour tout o, B € R, la fonction af + g
posséde une primitive donnée par aF + BG.

Remarque 3.2.5. La proposition 3.2.4 n’est pas vraie si on remplace la somme par un produit :
une primitive de f x g n’est pas F'x G. En général, pour déterminer une primitive d’un produit de
fonctions, il faut utiliser la formule de dérivation d’une composée : (fog)'(z) = f'(g9(x)) x ¢’ (x).

Théoréme 3.2.6. (Théoréme fondamental de 'analyse) Soit f une fonction continue sur [a,b],
avec a < b.

(i) La fonction F : [a,b] — R définie pour tout x € [a,b] par :
x
Fla) = / Ft)dt
a
est une primitive de f, c’est-a-dire F'(x) = f(x) pour tout x € [a,b].

(i) La fonction f posséde une infinité de primitives sur lintervalle [a,b] et ces derniéres
différent toutes d’une constante additive.

3.3 Calculs d’intégrales a partir de primitives

Proposition 3.3.1. Soit f une fonction continue sur [a,b], avec a < b. Soit F' une primitive de
f. Alors

/f@ﬁhﬂﬂ@B:F®—FW)
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Remarque 3.3.2. 1. Si G est une autre primitive de f, on a également f; f®)dt = G(b) —
G(a). L’intégrale semble dépendre du choix de la primitive, c’est-a-dire de F' ou de G.
En fait, le calcul de l'intégrale est bien indépendant du choix de la primitive car on a
F(b) — F(a) = G(b) — G(a) pour toutes primitives F' et G puisque les fonctions F' et G
different seulement d’une constante.
2. En particulier, pour calculer une intégrale, il suffit de choisir une et une seule primitive de
la fonction f.

Exemple 3.3.3. 1. On souhaite calculer I'intégrale fol (22 + 3z)dw : celle-ci a bien un sens
puisque la fonction f définie f(z) = 22+ 3z est continue sur I'intervalle [0, 1]. Une primitive
de la fonction f est donnée par F(z) = $2% + 322, En particulier,

! 1 3,1" 1 3 1 3 11
2y3x)dr = |t oa?| = (o x P HSx1?) (o x0P+Zx0%) = —.
/O(a: x)dx 37 57 . 3>< 2>< 3>< 2>< 5

2. On souhaite calculer I'intégrale fog cos?(z)dz. Pour déterminer une primitive de la fonction
x +— cos?(z), I'idée est de "linéariser” le cos?. Plus précisément, en utilisant des formules
usuelles de trigonométrie, on sait que cos(2z) = 2 cos?(z)— 1. En particulier, on a cos?(z) =

% + %221) Une primitive de la fonction cos? est donnée par F(z) = s+ L“fr) . On obtient
donc :
/5 COSZ(:C)de = /5 de _ |z + sin(2z) | 2 _ ﬁ
0 0 2 2 4 0 4

3.4 Formules d’intégration

Dans cette section, on fournit deux méthodes pratiques pour calculer des intégrales.

Théoréme 3.4.1. (Intégration par parties) Soient f et g deux fonctions de classe C* sur [a, b],
avec a < b. Alors

b b
/ f@)g (z)dw = [f(x)g(w)]l;*/ f'(@)g(z)d.

Exemple 3.4.2. On souhaite calculer l'intégrale fog x cos(x)dz. Pour cela, on effectue une
intégration par parties en posant f(z) =z et g(x) = — cos(z). Cela donne :

™

/5 xsin(z)dr = [z x (— cos(:c))]og - /E 1 X (—cos(x))dx = [sin(m)]og =1
0 0

Théoréme 3.4.3. (Changement de variables) Soit f : I — R une fonction continue sur un
intervalle I et soit ¢ : [a,b] — I une fonction de classe Ct, avec a < b. Alors

»(b) b
/ f(z)dz = / Fo(®) (t)dt.
w(a) a

Remarque 3.4.4. Informellement, I’idée du changement de variables est de poser x = ¢(t). En
particulier, dz = ¢’ (t)d¢. En remplagant = par ¢(t) et dz par ¢’ (t)dt dans 'intégrale, on obtient
alors que [ f(z)dz = [ f(p(t))¢’ (t)dt.
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Exemple 3.4.5. 1. On souhaite calculer I'intégrale suivante : f}f 2z cos(z?)dx. Pour cela,

on pose f(z) = 2z cos(x?) et on consideére le changement de variables :

¢:R} = R}

tr—>\/f::x.

La fonction ¢ est de classe C! de dérivée ¢/ (t) = 2%/5 Concernant les bornes d’intégration,

on prend p(a) = /7, ¢(b) = 2y/m, a = w et b = 4n. Par changement de variables, on
obtient :

27T 47 1 47
/ 22 cos(x?)dx = / 2vV/tcos(t) x —=dt = / cos(t)dt = 0.
VT T 2\/% T

. On souhaite calculer 'intégrale suivante : fol V1 — z2dz. Pour cela, on pose f(z) = V1 — 2
et on considere le changement de variables :

@:[O,g[—wo,l]

t — sin(t) =: z.

La fonction ¢ est de classe C! de dérivée ¢’ (t) = cos(t). Concernant les bornes d’intégration,
on prend ¢(a) =0, p(b) =1, a =0 et b = 7. Par changement de variables, on obtient :

[V = [F T st

En remarquant que 1 — sin?(¢) = cos?(t) et donc que /1 — sin?(t) = | cos(t)|, on en déduit
que :

us
2

1 jus
/ V1—22dz = /2 | cos(t)| x cos(t)dt = / cos?(t)dt = T
0 0 0 4
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