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1.1 Dérivabilité

Définition 1.1.1. Soit I un intervalle ouwvert de R. Soient f : I — R une fonction et xg € I.
On dit que f est dérivable en xq si le taur d’accroissement w admet une limite finie
quand h tend vers 0. On appelle dérivée de f en xg la valeur de cette limite :

f(@o + h) — f(20) f(@) — f(@o)

! . .
To) := lim = lim ————=
F'(@o) h—0 h ToTo X — X

Définition 1.1.2. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. On dit que f est
de classe C' sur I si f est dérivable sur I et si f' est de plus continue.
1.2 Intégration

Théoréme 1.2.1. (Théoréme fondamental de l'analyse) Soit f une fonction continue sur [a,b],
avec a < b.

(i) La fonction F : [a,b] — R définie pour tout x € [a,b] par :

Pla) = / " far
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est une primitive de f, c’est-a-dire F'(z) = f(z) pour tout x € [a,b).
(i) La fonction f posséde une infinité de primitives sur lintervalle [a,b] et ces derniéres
différent toutes d’une constante additive.

Théoréme 1.2.2. (Intégration par parties) Soient f et g deux fonctions de classe C* sur [a,b],
avec a < b. Alors

b b
/ f(@)g (z)dz = [f(2)g(2)]; */ f'(@)g(x)da.

Théoréme 1.2.3. (Changement de variables) Soit f : I — R wune fonction continue sur un
intervalle I et soit ¢ : [a,b] — I une fonction de classe C', avec a < b. Alors

»(b) b
|t = [ retns at
@(a) a
Théoréme 1.2.4. (théoréme de dérivation sous le signe intégral) Soient A et I deux intervalles
quelconques et f: A x I — R une fonction telle que :

e pour tout x € A, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur I,

e pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est dérivable sur A,

e il existe une fonction g : I — Ry intégrable sur I telle que, pour tout (z,t) € AX I, on a

|0 f ()| < g(t).

Alors la fonction F : x — f[ f(z, t)dt est dérivable sur A. De plus, pour tout a € A, on a

F'(a) :/Iﬁxf(a,t)dt.

1.3 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Théoréme 1.3.1. Soient a et b deuz réels. Notons (E.) "équation caractéristique :
r? +ar+b=0.

(i) Les solutions de l’équation homogéne y"” + ay’ 4+ by = 0 sont les fonctions définies sur R de
la forme suivante :
o x> Ae™T 4 pe™® ou ry et ro sont solutions réelles de (E.) ;
o z— (Ax+ p)e™®, ot ry = ry est Vunique solution réelle de (E.) ;
o z— e*(Acos(wx) + psin(wz)), ot = a+iw et ro = a — iw sont solutions complezes

de (E.).

Dans les trois cas, les nombres A et p sont des constantes réelles.

(ii) Si de plus une condition initiale de la forme y(xo) = yo et y'(xo) = y1 est fizée, avec xyp € R
et yo € R alors les valeurs des constantes \ et p sont fixées. En particulier, I’équation avec
condition initiale possede une unique solution.

Théoréme 1.3.2. Soient a et b deux réels et fp une solution sur I de I’équation différentielle
Yy +ay +by=c.
(i) Les solutions de équation différentielle y" + ay’ + by = ¢ sur I sont les fonctions f de la
forme f = fg + fp, ot fy est solution de l’équation homogéne vy’ + ay’ + by = 0.
(ii) Si de plus une condition initiale de la forme y(xo) = yo et y'(xo) = y1 est fixée alors il
eziste une unique solution a l’équation y"” + ay’ + by = c.
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1.4 Autres concepts et résultats sur les fonctions

1.4.1 Fonctions paires et impaires

Définition 1.4.1. Soit f : R — R une fonction. On dit que :
e f est paire si, pour tout x € R, on a f(—z) = f(x);
o f est impaire si, pour tout x € R, on a f(—z) = —f(x).

1.4.2 Fonctions bijectives

Définition 1.4.2. Soient E et F' deuz ensembles et f : E — F une application. On dit que f
est bijective si, pour tout y € F, il existe un unique élément x € E tel que y = f(z).

Théoréme 1.4.3. (théoréme de la bijection) Soit f une application continue et strictement
monotone sur un intervalle I, d’extrémités a et b finis ou infinis. L’image f(I) de I par [ est
un intervalle de méme nature que I (ouvert, fermé, semi-ouvert), d’extrémités lim, f et lim,, f.
De plus, f est une bijection de I sur son image f(I).

1.4.3 Fonctions convexes et concaves

Définition 1.4.4. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction. On dit que :
o f est convexe si, pour tout (x,y) € I? et pour tout t € [0,1], on a

fltz+ (1 —t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y);
e f est concave si —f est convezxe.

Proposition 1.4.5. Soit I un intervalle et f : I — R une fonction deux fois dérivable. La
fonction f est convexe si et seulement si f'(x) > 0 pour tout x € 1.

1.5 Probabilités

1.5.1 Espérance, variance
Définition 1.5.1. Soit X wune variable aléatoire discréte, réelle, a valeurs dans un espace
dénombrable E.

(i) On dit que f admet une espérance siy . p|z|P (X =) < co.

(i) Si f admet une espérance, on appelle espérance de X le nombre réel

E(X]=) aP(X =ux).

zeE

Définition 1.5.2. Soit X wune variable aléatoire discréte, réelle, a valeurs dans un espace
dénombrable E.
(i) On dit que f admet une variance siy_, . px*P (X = x) < 0.
(i) Si f admet une variance, on appelle variance de X le nombre réel
VIX]=E[(X ~E[X])’] = Y. (z — E[X])’P (X = ).
zel

Il existe des définitions analogues dans le cas ou la variable réelle X admet une densité de
probabilité.
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1.5.2 Inégalités classiques

Proposition 1.5.3. (Inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire réelle positive. Alors,
pour tout a > 0,
E[X]

Pt

P(X>a)<

Proposition 1.5.4. (Inégalité de Tchebychev) Soit X une variable aléatoire réelle dans L*.
Alors, pour tout a > 0,

vIX]

PIX-EX]|za) < —3

a

1.5.3 Théoréemes limites

Théoréme 1.5.5. (loi forte des grands nombres) Soit (X,) une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes identiquement distribuées dans L*. Notons m = E [X1]. Alors

= .S.
X, 23 m.

Théoréme 1.5.6. (théoréme central limite) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes identiquement distribuées. Supposons que X1 € L? et notons m = E[X1] et 02 =
V[X1], avec 02 > 0. Alors

(X —m) x /=5 S N(0.1).
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2.1 Exponentielle de matrice

Définition 2.1.1. Soit A une matrice carrée a coefficients réels ou complexes. On appelle ex-
ponentielle de A la matrice notée e? définie par :

o0
A A"
et=> o
n!
n=0
. . 7’ . 7 . . n
L’exponentielle de A est bien définie car la série de matrices ), -, ’;‘l—, converge normalement,

fe. 3 HAI™ oy
s n>0 n!

Proposition 2.1.2. L’exponentielle de matrices satisfait les propriétés suivantes (A et B désignent
ci-dessous des matrices carrées) :

| - || désigne n’importe quelle norme matricielle.

*

(i) (AT = A", (eA) = "
(ii) det(e?) = eTr(A) ;
(iii) e? est toujours inversible et (e4)~

(iv) si A et B commutent, i.e. AB = BA, alors eA1B = eAeB = eBeA.

1 A

= e ;
2.2 Equations différentielles

2.2.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Théoréme 2.2.1. Soit a une fonction continue sur un intervalle I.
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(i) Les solutions de l’équation différentielle y' = a(x)y sur I sont les fonctions frg, définies
sur I par fg(x) = keA®) 0w k est un réel quelconque et A une primitive de a sur I.

(i) Parmi toutes les solutions de l'équation y' = a(x)y, il en existe une seule qui prend une
valeur donnée en un point donné.
Théoréme 2.2.2. Soient a et b deuzr fonctions continues sur un intervalle I et fp une solution
sur I de Uéquation différentielle y' = a(z)y + b(z).

(i) Les solutions de l’équation différentielle y' = a(x)y+b(z) sur I sont les fonctions f, définies
sur I par f(z) = ke™® 4 fp(z), ot k est un réel quelconque et A une primitive de a sur

1.

(ii) Parmi toutes les solutions de l’équation y' = a(x)y, il en existe une seule qui prend une
valeur donnée en un point donné.

2.2.2 Equations différentielles matricielles d’ordre 1 a coefficients constants

Proposition 2.2.3. Soit A une matrice carrée (réelle ou complexe) de taille n x n, avec n > 1.
L’ensemble des solutions de ’équation différentielle

Y = Ay,

ouY = (y1,...,yn)T est unn-uplet de fonctions définies sur R ou C, est ’ensemble des fonctions

Ys de la forme
Ys(l‘) = eAr X K,

ou K est une matrice de taille n x 1.

2.2.3 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

Théoréme 2.2.4. Soient a et b deux mombres réels. L’ensemble des solutions de I’équation
différentielle linéaire (sans second membre, a coefficients constants)

y' +ay +by=0

est un R-espace vectoriel de dimension 2. Les solutions fondamentales sont fournies dans le
théoreme 1.5.1.

2.3 Convergence d’une suite de fonctions

Définition 2.3.1. Soit I un intervalle. Soient (fn)n>0 une suite de fonctions définies sur I et
f une fonction définie sur I, a valeurs réelles. On dit que :

(i) (fn)n>o0 converge simplement vers f sur I si, pour tout x € I, on a fr(z) — f(x),
- n—roo

i.e. St

Veel Ve>0,dIN =N(,z): VneN, (n>N) = |fn(z) — f(2)] <&

(7i) (fn)n>0 converge uniformément vers f sur I si||fn — flloo — 0, 00 ||fn — flloo =
- n—roo

sup,cr | fn(x) — f(2)| désigne la norme uniforme de f, — f, i.e. si

Ve >0, IN=N(): Vzel, YneN, (n> N) = |fu(z) — f(z)| <e.

10
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Proposition 2.3.2. Soit I un intervalle. Soient (fn)n>0 une suite de fonctions définies sur I et
[ une fonction définie sur I, a valeurs réelles. Si (fn)n>0 converge uniformément vers f alors
(fr)n>0 converge simplement vers f.

La réciproque de la proposition ci-dessus n’est pas vraie. Cependant, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.3.3. Soit I un intervalle compact. Soient (f,)n>0 une suite de fonctions définies
sur I et f une fonction définie sur I, d valeurs réelles. Si (fn)n>0 converge simplement vers f
et si (fn)n>0 est une suite croissante de fonctions, i.e. si la suite de nombres réels (fn(x))n>0
est croissante pour tout x € I, alors (fn)n>0 converge uniformément vers f.

11
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3.1 Séries numériques

Soit (uy,) une suite de nombres réels ou complexes. On définit les sommes partielles par

Sn = Zuk.

k=0
La suite des sommes partielles (.S,,) s’appelle la série de terme général u,,. On la note Y - uy.

Définition 3.1.1. On dit que la série ), -, u, est :

e conwvergente si la limite lim,_,, S, existe, et on note alors ZZO:() Up = iMoo Zfl\fzo Up,
cette limite ;

e divergente si elle n'est pas convergente ;

o absolument convergente si la série ), - |uy| est convergente.

Remarque 3.1.2. Si (u,) est une suite a termes positifs, alors la série ano u, est convergente
si et seulement si elle est majorée, c’est-a-dire si et seulement si ), u, < 0o.

Théoréme 3.1.3. (Critére de Cauchy) Si une série converge absolument, alors elle converge.
La réciproque du résultat ci-dessus n’est pas vraie.

Proposition 3.1.4. Soit (u,) une suite. Si la série ), ., u, converge, alors la suite (uy) tend
vers 0. B

La réciproque de la proposition ci-dessus n’est pas vraie : par exemple, la série ), - % diverge
et pourtant % — 0.

n—r oo

13
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Exemple 3.1.5. 1. Soit (u,) la suite définie par u,, = 2". La série ) . u, est convergente
si et seulement si |z| < 1. La somme de la série vaut

> 1
nz:;)x 1z

On parle de série géométrique.

2. Soit (uy,) la suite définie par u,, = 7. La série ano u, est convergente pour tout z € R.
La somme de la série vaut

n=0

3. Soit (u,) la suite définie par u,, = n% La série ), -, u, est convergente pour tout > 1.
La somme de la série n’a pas d’expression analytique et est connue sous le nom de fonction
zéta, c’est-a-dire {(z) = Y. 7 -, pour tout # > 1. On parle de série de Riemann.

4. Soit (uy) la suite définie par u, = % La série ano u, est convergente mais pas
absolument convergente. Il s’agit d’un cas particulier de série alternée.

Proposition 3.1.6. Soit (u,) une suites de nombres réels positifs. La série ano U, CONVErge
si et seulement si Yy, < Un < 00.

Proposition 3.1.7. Soient (uy) et (v,) deux suites de nombres réels positifs. St u, < vy, pour
tout n >0 et si )y, Vs converge alors Y U, converge.

Théoréme 3.1.8. Soient (u,) et (vy,) deux suites de nombres réels positifs. Si un, ~ vy, i.e.
n—oo
Up

. . . ,
sUum = 1, alors les séries 3, ~oun €t ), o Vn sont de méme nature. En d’autres termes,

> >0 Un converge si et seulement si ), -, vn converge.

3.2 Séries de fonctions

3.2.1 Modes de convergence
Définition 3.2.1. Soit (u,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R d valeurs
réelles. On dit que la série de fonctions Y, <o Un :

(i) converge simplement vers une fonction u: I — R si, pour tout © € I, on a

N

N—o0
n=0

(i) converge uniformément vers une fonction u: I — R si, || Zﬁ:{:(} Up, — U] oo e 0, i.e.
Ede el
st
N

sup
zel

— 0
N—o0

un () — u(x)

n=

(iii) converge mormalement si la série numérique Y, < ||un||sc converge, i.e. si

Z [|tn]]oo < o0

n>0

14
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Proposition 3.2.2. (i) La convergence uniforme entraine la convergence simple.

(ii) La convergence normale entraine la convergence uniforme.

Les réciproques des assertions ci-dessus ne sont pas vraies.

3.2.2 Séries entieres

Une série entiére est une série de fonctions ) -, u, ou chaque fonction w,, est de la forme

un () = ayz™, avec ¢ € R et a,, € R pour tout n > 0. On note plus communément L une série
entiére sous la forme Y ., anz”.

Définition 3.2.3. On appelle rayon de convergence de la série entiére Y, -, anx™ la quantité
(éventuellement infinie) B

R =sup{r >0: (a,r"™) est bornée .}
Proposition 3.2.4. Soit )~ -, a,a™ une série entiére de rayon de convergence R. Alors, pour
tout r € R,
(i) silx| < R, la série Y, -, anx™ converge absolument ;
(it) silx| > R, la série Y, ~,anx™ diverge grossiérement.
Lorsque || = R, on ne peut pas conclure en général. L’intervalle | — R, R[ est appelé disque
de convergence de la série entiere.

Proposition 3.2.5. Soit ) ., a,x™ une série entiére a coefficients réels.

(i) Le rayon de convergence de )y, -, anx" est donné par

.
R lim sup |a,|*/™.

n— oo

i) Si lantil possede une limite, alors le rayon de convergence est donné par
lan] ’
n

1 l |an+1|

— = lim ———.

R n— 00 |an|
Proposition 3.2.6. Soit ) - an,x™ une série entiére & coefficients réels de rayon de conver-
gence R > 0. Soit r €]0, R[. Alors la série ), -, an,x™ converge normalement sur l'intervalle
fermé [0, 7].

Proposition 3.2.7. Soit ) . a,x™ une série entiére a coefficients réels de rayon de conver-

gence R >0 et f(x) = > 0" anx™ pour tout © €] — R, R|. La série entiére est de classe C*° sur
| — R, R[. De plus, pour tout x €] — R, R| et tout k >0, on a

oo

FR)(z) = Zn(n — 1) (n—k+Da,z"*.

n=~k

Proposition 3.2.8. Soit ) . an,x™ une série entiére a coefficients réels de rayon de conver-
gence R >0 et f(x) = > ,° ) anx™ pour tout x €] — R, R[. Pour tout n >0, on a

ARIO)
n!
1. Rigoureusement, il faudrait en réalité écrire Zn>0 T — apz™

QAp

15
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Définition 3.2.9. On appelle série entiére produit de ) n>0ant" el > n>0bn™ la série
.y n o n
entiére » n>0 Cn@" avec ¢, = > oo Okbn—k-

Proposition 3.2.10. Le rayon de convergence R de la série produit ), ., cpx™ de Y, <, anx™
et >~ bna™ vérifie R > min R,, Ry. De plus, pour tout v € R tel que |z] < min{R,, Ry}, on a

n=0

3.3 Théorémes d’intégration

Théoréme 3.3.1. (théoréme de convergence monotone) Soit (f,) une suite de fonctions me-
surables, définies sur un intervalle I a valeurs réelles et positives. Supposons que f, converge
simplement vers une fonction f et que, pour tout x € I, la suite (fn(x))n>0 est croissante. Alors

lim Ifn(x)dx:‘/lf(x)dx.

n— oo

Théoréme 3.3.2. (théoréme de convergence dominée) Soit (f,) une suite de fonctions mesu-
rables, définies sur un intervalle I a wvaleurs réelles et positives. Supposons que f, converge
simplement vers une fonction f et qu’il existe une fonction g intégrable, positive, telle que
| fn(x)] < g(x) pour tout x € I. Alors

lim Ifn(x)dxz/lf(x)dx.

n— oo

Théoréme 3.3.3. (Fubini-Tonelli) Soient I et J deux intervalles et f : I x J — R une fonction
mesurable. Si f est positive alors

IXJf($=y)d$dy=/[(/Jf(w,y)dy> dxz/J (/If(x,y)dx> dy.

Théoréme 3.3.4. (Fubini) Soient I et J deux intervalles et f : I x J — R une fonction
mesurable. S’il existe une fonction g : xI x J — R intégrable, telle que |f(x,y)| < g(x,y) pour
tout (z,y) € I x J, alors

,XJf(x’wdmdy:/I(/Jf(x,y)dy> dx:/J(/If(x,y)dx> dy.

Il existe des résultats analogues & ce qui précéde dans le contexte des séries (en remplagant
la notion d’intégrale par celle de série).
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