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 Le groupe des fractions de B�
n est Bn, le groupe de tresse à n brins.
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 Une tresse β P Bn est σ-positive si elle peut être représentée par un
mot contenant du σi, pas du σ�1

i et pas de σ�j pour j ¡ i.
 Pour β, β1 P Bn, on pose β   β1 ssi le quotient β�1β1 est σ-positive.
 Proposition: : La relation   est un ordre total compatible avec la multi-
plication à gauche.

 Ce résultat est basé sur deux propriétés : Acyclicité et Comparaison
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conjugués de σi est bien ordonné.
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 S. Burkel a montré en que le type d’ordre de B�
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.

 Preuve compliquée utilisant une inducion transfinie.
 Le monöıde de tresse dual B��
n est engendré par un nombre fini de

conjugués de σi.
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 Le monöıde de tresse dual à n brin B��
n est le sous-monöıde de Bn

engendré par les ai,j avec 1 ¤ i   j ¤ n.
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 Lemme: : Par rapport aux générateurs ai,j , le monöıde B��

n est présenté
par les relations Rn.
 Soit δn la tresse représentée par a1,2a2,3 . . . an�1,n.

Theorem [Birman-Ko-Lee]: Le monöıde B��
n a une structure de Garside

associée à l’élément de Garside δn.
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φn : B
��
n Ñ B

��
n

β ÞÑ δn β δ�1

n
 Lemme: : Pour tout 1 ¤ i   j ¤ n�1 on a φnpai,jq � ai�1,j�1 et
φnpai,nq � a1,i�1 pour 1 ¤ i ¤ n�1.

1

23

4

5 6

φ6



Automorphisme de cyclage
 Soit φn l’automorphisme de conjuquaison sur B��
n associé à δn :
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sous-monöıdes B��

n�1
, φn

�
B��

n�1

�
, φ2

n

�
B��

n�1

�
,... de B��

n .

δ2

3
� a1,2a1,3 a1,2a1,2



La B
��
n�1
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sous-monöıdes B��

n�1
, φn

�
B��

n�1

�
, φ2

n

�
B��

n�1

�
,... de B��

n .

δ2

3
� φ3pa1,3a2,3q � φ3 1 � a1,2a1,2



La B
��
n�1
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-éclatement
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-éclatement
 On réitère cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monöıdes B��
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-éclatement de β.

 La B��
2
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-éclatement
 La suite pβp, ...β1q est la B��
n�1
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-éclatement

de β et wi est la forme normale cyclante de βi.
 La B��
2
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Tresses séparatrices pδn,q

Lemme : Pour β une tresse de B��
n dont la n-largeur est au plus q�1, le

quotient β�1pδn,q est σn�1
-positif.

 La preuve est quasi immédiate.
 β�1pδn,q � β�1

1
φnpβ�1

2
q � δn � ... � δn � β�1

q�2
� δn � β�1

q�1
� δ�q�2

n�1
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 Décomposons a1,3 en a1,2a2,3 � a�1

1,2.
 φ4pa1,3q � δ�1

4
� φ4pa1,2q � δ�1

3
� φ2

4
pa�1

1,2q
 pδ�1

4,4 β � δ2

3
� φ4pa1,2qδ�1

3
� φ4pφ4pa�1

1,2q � a1,3qδ�1

4
� φ4pa1,3a2,3q � a1,2



Analysons le problème
 φ4pa1,3q � δ�1

4
est σ

3
-negative.
 φ4pa2,3q � δ�1

4
� δ�1

3
n’est pas σ

3
-négative.
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 Proposition: : Soit pβp, ..., β1q une B��
n�1
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Escaliers

On dit qu’un mot w de B
��
n�1

est un ak,n-escalier s’il existe une
décomposition

w � w0 s1 w1 ... wt�1 st wt,

et une suite k � k1   k2   ...   kt�1 � n�1 telle que

• pour chaque r, la lettre sr est une akr,n-barrière de la
forme a...,kr�1

;

• pour chaque r   t, le mot wr est dans B
��
n�1

et ne contient pas de
akr�1,n-barrière ;
 Proposition: : Soit pβp, ..., β1q une B��

n�1
-éclatement. Supposons que la

dernière lettre de βr est ak�1,n�1 avec k   n�1 et r ¥ 3. Alors la forme
normale de βr�1 est un ak,n-escalier.

 La forme normale de β1 est un a2,4-escalier.

 La tresse φ5pδ�3

3
qβ1 est σ3-positive.



Utilité des escaliers

1

2

3

4

5
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