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e Le groupe des fractions de B, est B, le groupe de tresse a n brins.
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e Une tresse 3 € B,, est o-positive si elle peut étre représentée par un
mot contenant du ¢;, pas du 0;] et pas de oji pour j > i.

e Pour 3,3 € B,,, on pose 3 < 3 ssi le quotient 373" est o-positive.

e Proposition: : La relation < est un ordre total compatible avec la multi-

plication a gauche.

~> Ce résultat est basé sur deux propriétés : Acyclicité et Comparaison
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e R. Laver a montré que tout monoide engendré par un nombre fini de
conjugués de g; est bien ordonné.

~» C'est le cas pour B}.

e S. Burkel a montré en que le type d'ordre de B;" est W

~~ Preuve compliquée utilisant une inducion transfinie.

e Le monoide de tresse dual B/* est engendré par un nombre fini de
conjugués de o;.
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e Posons a; j =0;...0; 5 0; 4 O'j__12 ot
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e Le monoide de tresse dual a n brin B/* est le sous-monoide de B,,
engendré par les a; j avec 1 <7 < j <n.
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La structure de Garside de B;*

e Lemme: : Par rapport aux générateurs a; ;, le groupe B;}* est présenté
par les relations R,,.

e Lemme: : Par rapport aux générateurs a; ;, le monoide B;* est présenté
par les relations R,,.

e Soit ,, la tresse représentée par aj 2as3...a,-1,n-

Theorem [Birman-Ko-Lee|: Le monoide B/* a une structure de Garside

associée a I'élément de Garside 6,,.
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La B} *,-fin

e Le sous-monoide B}*, de B/* est clos par diviseur a droite et ppcm a
gauche.

o Lemme: : Toute tresse 3 de B'* avec n > 3, admet un unique diviseur a
n q

droite maximal 31 dans B}* |. La tresse (31 est appellée la B}* |-fin de f.

e Si la BY* -fin de (3 est triviale, on note § L B}*,.

e Remarque: : Si 3 est la B* |-fin de 3, alorson a 337 L Bf* .
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e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
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e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B}* |, ¢, (B}* ), ¢2(B}*,),... de B}*.
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e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B}* |, ¢, (B}*,), ¢2(B)*,),... de B}*.
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e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B}* |, ¢, (B}*,), ¢2(B)*,),... de B}*.
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e La suite (8, ...01) est la B;* ;-éclatement de (.

~~ La B3*-éclatement de 07 est (aj2,21.0,1,03).

e La n-largeur de 3 est la longueur de la B* ,-éclatement de (.

~ La 3-largeur de 07 est 4.

e Proposition: : La B}* ,-decomposition de ¢ est
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Alors la n-largeur de 62 est q+2.
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e Pour 3 € B3*, il existe un unique p > 0 vérifiant 3 = af ,.
e On dit que al , est la forme cyclante de .

~> On définit une forme cyclante sur B}* par induction sur n.

e Proposition: : Pour 3 € B* avec n > 3, la forme normale cyclante de 3

est le mot ¢F~tw,, - ... - ppws - wy, ol (Bp, ..., F1) est la B}* -éclatement

n

de 3 et w; est la forme normale cyclante de |

n—

e La B;’*—éclatement de (5% est (al_z, a2, 1 al‘gal_z).

~+ La forme normale cyclante de 5§ est aj pa;,3a; 22 2.
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Un nouvel ordre : <}

e Pour 3, [3’ € B3*, il existe des uniques entiers p et ¢ vérifiant 3 = al 2
et f = af,.

~» On pose 0 <& ' ssi p < q est vérifié.

e Pour 3, € B}*, avec n > 3, la B}* |-éclatement de 3 est (3,,..., 51)
et celle de 3’ est ( s 01) -

~+ On pose 3 <* [’ ssi
ep<gq ou
e p = q et il existe r vérifiant
By = B pourt >r, et B, <k_, (..
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)

e Théoreme: : 38,6 ona 3 <* 3 ssi 3713 est o-positive.

n ! n

~» une nouvelle preuve de la Propriété de Comparaison,
~» <* et < coincide sur B}*,
~» <* est compatible avec la multiplication a gauche,

~~ (B}*, <) est un bon ordre de type au plus w®"

1—2
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Soient (et 3" deux tresses de B/* satisfaisant 5 < 3’
e On construit une tresse  vérifiant 5 <X* ~ et v <* '

e On montre que 317 est g, ,-positive et que 7~'/3’ est non
o, _1-négative.
e On définit
a2 pour ¢ =1
On.g =13 @n—1n pour ¢ = 2
642597 pour ¢ = 3

~

e Proposition: : La tresse d,, 4 est la plus petite tresse de n-largeur ¢ pour

I'ordre <.

~> Peut-on prendre ¢, , pour v avec ¢ = n-largeur de 3’ ?
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Lemme : Pour B une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g—1, le

quotient 3715,,. q est o, _-positif.

~> La preuve est quasi immédiate.

— n— —( 2
L4 /g u q /’)) L. ~/}2] St n /’))q 2" n /’))q— ”_IT

Lemme : Pour une tresse 3 de B* dont la n-largeur est au moins ¢, le
n [

quotient 3,,_({;‘3_1 est o-positif ou trivial.

~> La preuve n'es pas si immédiate.
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e On dit que a; ; est une ay, ,-barrieresiona 1 <i <k < j <n.

~ a; ; est une ay ,-barriére ssi a; ,a;; = ... n'est pas une relation
de R,,.

e La seule ¢4(ay 3)-barriere est a; 3.

e Les ¢5(ay 4)-barrieres, qui sont des as 5-barrieres, sont a; 3 et aj 4.

~~ (3 = ag saj 3aj 3ag4ag 4 contient une ag s-barriérer, a savoir aj 3.
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n—
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contient une ay,_,,-barriere.
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On dit qu'un mot w de ﬁ:*_l est un ay, ,-escalier s'il existe une
décomposition
W = Wy S, W1 ... W1 St Wy,
et une suite k = k1 < ky < ... < krp1 = n—1 telle que
e pour chaque 7, la lettre s, est une ay, ,-barriere de la
forme a_ k., ;
e pour chaque 7 < t, le mot w, est dans B}* | et ne contient pas de
a,,, n-barriere;

e Proposition: : Soit (8, ..., 1) une B}*-éclatement. Supposons que la
derniere lettre de 3, est ap_1 ,—1 avec k <n—1 et r > 3. Alors la forme

normale de (3,_1 est un aj ,-escalier.

~~ La forme normale de (3’ est un as 4-escalier.

~ La tresse ¢5(d; )3 est o;-positive.
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