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Monoide de tresses positives

e Le monoide B admet la présentation :
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Monoide de tresses positives

e Le monoide B admet la présentation :
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e Le groupe des fractions de B} est B, le groupe de tresse a n brins.
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Ordre de Dehornoy

e Une tresse B € B,, est o-positive si elle peut étre représentée par un
mot contenant du g;, pas du 0;1 et pas de aji pour j > i.
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Ordre de Dehornoy

e Une tresse 3 € B,, est o-positive si elle peut étre représentée par un
mot contenant du a;, pas du o; " et pas de o—ji pour j > i.

e Pour 3,3 € B, on pose 3 < 3 ssi le quotient 373 est o-positive.

Proposition: La relation < est un ordre total compatible avec la multipli-

cation a gauche.
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Ordre de Dehornoy

e Une tresse 3 € B,, est o-positive si elle peut étre représentée par un
mot contenant du a;, pas du o; " et pas de o—ji pour j > i.

e Pour 3,3 € B, on pose 3 < 3 ssi le quotient 373 est o-positive.

Proposition: La relation < est un ordre total compatible avec la multipli-

cation a gauche.

~ Ce résultat est basé sur deux propriétés : Acyclicité et Comparaison
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Motivation

e R. Laver a montré que tout monoide engendré par un nombre fini de
conjugués de o; est bien ordonné.
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Motivation

e R. Laver a montré que tout monoide engendré par un nombre fini de
conjugués de o; est bien ordonné.

~» C'est le cas pour Bj.

e S. Burckel a montré en que le type d'ordre de B} est w7

~~ Preuve compliquée utilisant une induction transfinie.

e Le monoide de tresse dual B}* est engendré par un nombre fini de
conjugués de o;.
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Monoide de tresse dual

e Posons a; j =0;...0;_5 0;_4 a;fQ ot
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Monoide de tresse dual

-1 -1
O 051 Oj 5...0; .
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e Posons a; ; = o; .

al,g ~
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Monoide de tresse dual

e Posons a; ; =0,...0,_y 0;_; Oj 9.0

Jj—2 "] i

4

D

al,g ~

engendré par les a; ; avec 1 <7 < j < n.

1 -1

L X

e Le monoide de tresse dual a n brin B}* est le sous-monoide de B,

¥
AN
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Représentation de a; ; comme corde d'un cercle
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Relations entre les a; ;

e Les tresses a; ; sont soumises aux relations R, :
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Relations entre les a; ;

e Les tresses a; ; sont soumises aux relations R, :

ap,qars = arsapq Pour (p—r)(p—s)(g—r)(g—s) >0,

ap qaq,r = q,rap,r = Aprap g POUr 1<p<qg<r<n.

\
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Relations entre les a; ;

e Les tresses a; ; sont soumises aux relations R, :

ap,qars = arsapq pour (p—r)(p—s)(g—r)(¢g—s) >0,
ap,qq,r = Aq,rap,r = ap,rap q POUr 1 < p<gqg<r < n.
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La structure de Garside de B;*

Lemme: Par rapport aux générateurs a; ;, le groupe B,, est présenté par

les relations R.,,.
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La structure de Garside de B;}*

Lemme: Par rapport aux générateurs a; ;, le groupe B,, est présenté par
les relations R.,,.

Théoreme: Par rapport aux générateurs a; ;, le monoide B}* est présenté
par les relations R,,.

e Soit §,, la tresse représentée par aj 2as 3...an—1,n = 0103...0;,_1.

Theorem [Birman-Ko-Lee]: Le monoide B}* a une structure de Garside

associée a I'élément de Garside 9,,.
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Automorphisme de cyclage
e Soit ¢, I'automorphisme de conjuguaison sur B}* associé a ¢, :
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Automorphisme de cyclage
e Soit ¢, I'automorphisme de conjuguaison sur B'* associé a ¢, :
¢n : BY* — B*

Lemme: Pour tout 1 < ¢ < j < n—1on a ¢p(a;;) = ajt1,+1 et
(f)n,(ai.n) = ai,i+1 pour 1<i<n-1
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Automorphisme de cyclage
e Soit ¢, I'automorphisme de conjuguaison sur B'* associé a ¢, :
¢n : BY* — B*

Lemme: Pour tout 1 < i < j < n—1 on a ¢u(as;) = ajy1,541 et

On(ain) = aii+1 pour 1 <i<n—1.

~~ L'ordre de ¢,, est n.
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La B} *,-fin

e Le sous-monoide B}*, de B'* est clos par diviseur a droite et ppcm a
gauche.
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gauche.

Lemme: Toute tresse 5 de B;* avec n > 3, admet un unique diviseur a

1- La tresse (31 est appellée la B * |-fin de .

n—
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10/29



+% ;
La B*,-fin

e Le sous-monoide B}*, de B'* est clos par diviseur a droite et ppcm a
gauche.

Lemme: Toute tresse 5 de B;* avec n > 3, admet un unique diviseur a

droite maximal 3; dans B*

n—

1 La tresse 3 est appellée la B}*

n—

1-fin de .

e Sila B*,-fin de (3 est triviale, on note § L B}*,.

10/29



+% ;
La B*,-fin

e Le sous-monoide B}*, de B/* est clos par diviseur a droite et ppcm a
gauche.

Lemme: Toute tresse 5 de B;* avec n > 3, admet un unique diviseur a

droite maximal 3; dans B*

n—

1 La tresse 3 est appellée la B}*

n—

1-fin de .

e Sila B*,-fin de (3 est triviale, on note § L B}*

n—1-

Remarque: Si 3, est la BX* ,-fin de 3, alorson a 86, L B*,.

n—
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La B;*,-fin de 64

e Exemple :

2
05 = aj 283312223
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La B;*,-fin de 64

e Exemple :

2
05 = aj 2a1,3a1,2a12
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La B;*,-fin de 64

e Exemple :

2
05 = aj2a;1,3-aj23a;12
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La B;*,-fin de 64

e Exemple :

2
03 = a12a13-a12a12

Lemme: La B}* -fin de 6% est §7 .
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

2 _
53 = aj,2a1,3 - a1,2a1,2

/ \

1 Bi* € Bi*
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.
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Le B}* ,-éclatement
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

63 = ¢3(ai3az,3) -apgai;

/

1 B3
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

63 = ¢3(aizazs) - ¢3(1) rajalg
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

63 = ¢3(arzazs) - ¢s(1) rajalg
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

63 = ¢s(a1,32a2,3) ~p3(l)  -argais
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

03 = ¢3(a1,3a2,3) ~¢3(1) -arpars
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

63 = ¢s(a1,32a2,3) ~p3(1) - ar2a1,0

12/29



Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

63 = ¢3(az3a1,2) ~p3(1) - ar2a1,0
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

02 = P3(az3) - p3(a12) - ¢3(1) - a1 a1 2
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

02 = @3 (a12) - p3(a12) - ¢3(1) - a1 a1 2
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B* |, ¢, (Bj* ), ¢2(Bj*,), ... de BJ*.

5§ = ¢§(al,2) 'fb ai, 2 ) aj,2ai,2

1/

(a1,27 ai,2, ]-7 a172)
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Le B}* ,-éclatement

e On réitere cycquuement la construction de la fin avec les
sous-monoides B}* |, ¢, (B}*,), ¢2 (B)%,), ... de B}*.

n—11 n—1 n—1

63 = ¢i(a12) - #3(a1,2) (1) -a12a1,2

1/

(a1,2,21,2,1,a7 )

Proposition: Pour toute tresse 5 de B}*, il existe une unique suite
(Bps ..., B1) de B}* | telle que

B=¢,(Br)- - Bu,
Br est la Bf* -finde g2 "(8,) - ... - Br.
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13/29



Le B}* ,-éclatement

e La suite (Bp, ..., 01) est le B}* ,-éclatement de (.

~ Le Bj*-éclatement de 63 est (a1 2,212, 1,27 ).

13/29



Le B}* ,-éclatement

e La suite (Bp, ..., 01) est le B}* ,-éclatement de (.

~ Le Bj*-éclatement de 63 est (a1 2,212, 1,27 ).

e La n-largeur de 3 est la longueur du B}* ,-éclatement de 3.

13/29



Le B}* ,-éclatement

e La suite (Bp, ..., 01) est le B}* ,-éclatement de (.

~ Le Bj*-éclatement de 63 est (a1 2,212, 1,27 ).

e La n-largeur de 3 est la longueur du B}* ,-éclatement de 3.

~ La 3-largeur de &3 est 4.

13/29



Le B}* ,-éclatement

e La suite (Bp, ..., 01) est le B}* ,-éclatement de (.

~ Le Bj*-éclatement de 67 est (aj 2,212, 1,05).

e La n-largeur de 3 est la longueur du B}* ,-éclatement de 3.

~ La 3-largeur de &3 est 4.
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Le B}* ,-éclatement

e La suite (Bp, ..., 01) est le B}* ,-éclatement de (.

~ Le Bj*-éclatement de 62 est (aj.2,a1.9,1,03).

e La n-largeur de 3 est la longueur du B}* ,-éclatement de 3.

~ La 3-largeur de &3 est 4.

Proposition: Le B}* |-decomposition de §¢ est
q
(a‘n.72.nflw ey Ap—2 n—1, ]-a 5,171)
—

q fois
Alors la n-largeur de 04 est q+2.
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Le B}* ,-éclatement
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Le B}* ,-éclatement

#6(51) Bo
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Le B}* ,-éclatement

5
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Le B}* ,-éclatement

1:/@ - ﬁ
vl
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Forme normale cyclante

e Pour 3 € B3*, il existe un unique p > 0 vérifiant § = af ,.
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Forme normale cyclante

e Pour 3 € B3*, il existe un unique p > 0 vérifiant § = af 2
e On dit que af , est la forme cyclante de £.

~» On définit une forme cyclante sur B}* par induction sur n.

Proposition: Pour 5 € B}* avec n > 3, la forme normale cyclante de /3 est

le mot @2 L (wp) - ... - pn(wa) - w1, ol (Bp, ..., 31) est le BM* -éclatement
de (8 et w; est la forme normale cyclante de

e Le Bj*-éclatement de 63 est (a1,2,a1,2,1,27 ).

~ La forme normale cyclante de 63 est aj 2a; 321 221 2.
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*

Un nouvel ordre : <}

e Pour 3,3 € BL*, il existe deux entiers uniques p et g vérifiant 8 = a’f’2
et ' =af,.

~» On pose 8 <& ' ssi p < q est vérifié.

e Pour 3,3 € B}*, avec n > 3, notons (8, ..., 51) le B;*,-éclatement
de B et (B, ..., 31) celui de 3'.
~» On pose 3 <* (' ssi
e p < g ou bien
e p = q et il existe r vérifiant
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n“n—1

Proposition: La tresse g,w est la plus petite tresse de n-largeur ¢+2 pour

I'ordre <.
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19/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 5~ (5,1 q est o, _;-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt dn(Bh) @R 2(BY) g (B, ) - on

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

el . T R

Bt bn(Brh) - 8 2(B0) - @b (B, Y) - on

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

el . T R

Bt on(B7Y) o R 20N b (B, o

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

el . T R

Bt on(B7Y) - el 2B - R N8, - on

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

Bt on(Brh) b 72BN eb (B ent

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

Bt dn(Bh) b 2B - eR (B et

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt on(Bah) @b 2B BB ot

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt on(Bah) b 72BN en (B ont

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient /j’*lg,hq est g,,_,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

(=9
3
!

Bt on(By) 028 0) - BB

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient /j’*lg,hq est g,,_,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

BTt o (B ) GRG0 SR80 o

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

el . T R

Bl (BT - o B2 (BTY) - orlpyt

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

B Ong = 007N oy 61,

BT bn(B3h) - o B0 2(By) 082 - 88,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

BTt o (B 1) o O2(B0)) - 05726y

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

BTt b (B 1) OB2(B1)) 052 0uB,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt dn(Brh) - L7287 082 0.6,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt bn(Byh) s GBT2(BY) R 0,8,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt on(Byh) o OR2(BL)) R 0uB,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

BTl dn(Br) o RT2(BL)  0RTR0uB,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt dn(Brh) - SETHBY) - 0RT2 6,8,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt (Brh) - GETHB) 026,80

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Brtn(Brh) - 6272B16,712 6072 5,0,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt -on(B31) - S8 00,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

B bn(B3t) - 60728 “0nly "

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt -on(B31) - S8 00,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

B bn(B3t) - 60728 “0nly "

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Brt-on(B30) - RTO 66,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

B bn(B3) s OET2BTY 6,8,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

Bt -on(B31) - OB - 0uB,t

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

B on(BY) s SRR 8,8,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

R R SR AR e

ﬁ;l'¢n(ﬁ{1)'~~'5£73'5nﬁ;jl'5nﬂ;1

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

ﬁ;l' 5nﬁ;1 Teee 5nﬁ;jl'5nﬁ;1

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

Bt 8.8 - 531 - 0n 3,

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 31 5,1 q est o, _;-positif.

I?—

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

ﬁ;l' 5nﬁ51 Teee nﬁ;-1 nﬁ !

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

Bl 685t e SuByh 0B

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

ﬁ;l' 5nﬁ51 Teee T 5nﬁ;jl'5nﬁ;1

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 31 5,1 q est o, _;-positif.

I?—

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

ﬁ;&' 5nﬁ51'~~' nﬁ;-1 nﬁ !

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

Bl GuBy e SuBty - 0uBy

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

5;1'5n551'-~' 5nﬁ;jl'5nﬁ;1

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (Bp, ..., 01) le B}*,-éclatement de (3 avec p < ¢+1.

R R SR AR e

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.

Soit (8, ..., 31) le B**  -éclatement de (3 avec p < ¢+1.
p n—1

I S P R WY mu R MmO A

20/29



Tresses séparatrices 0y, 4

Lemme : Pour (3 une tresse de B}* dont la n-largeur est au plus g+1, le

quotient 314, , est o, _,-positif.

~~ La preuve est facile.
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Lemme : Pour une tresse 3 de B}* dont la n-largeur est au moins ¢+2,

le quotient 3\,1_‘(1“,‘“’3_1 est o-positif ou trivial.
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e Probleme : En général, ce n'est pas suffisant (pour n = 5).
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e pour tout 7, la lettre s, est une ay, ,-barriere de la forme a
e pour tout r < t, le mot w, ne contient pas de aj

o kg

,1,n-barriere.

~> un ay , escalier correspond donc a une suite de barriéres se
recouvrant deux a deux.

Proposition: Soit (8, ...,1) un B}* -éclatement. Supposons que,

(e

pour 7 = 3, la derniére lettre de 3, est a_1,_1 avec k <n—1. Alors la

forme normale de 3,_; est un aj ,-escalier.
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e Le Bj*-éclatement de 3 est (ag 322421 2214, a3 421,381,382 4834, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3 est (ag 322421 2214, a3 421,381,382 4834, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

25/29



Exemple

o Le Bi*-éclatement de ' est (a2 3as 4212214, 23,421,321 332,423 4, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3’ est (az,322421,221,4, 33,421,321,332,433,4, 1),
qui est noté (34, 35, B1).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

t

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3’ est (az,322421,221,4, 33,421,321,332,433,4, 1),
qui est noté (34, 35, B1).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

t

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3’ est (az,322421,221,4, 33,421,321,332,433,4, 1),
qui est noté (34, 35, B1).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

t

25/29



Exemple

o Le Bi*-éclatement de /3’ est (a2 322421 221 4, 23 421,321 332,433 4, 1),
qui est noté (34, 35, B1).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

t

25/29



Exemple

o Le Bi*-éclatement de /3’ est (a2 322421 221 4, 23 421,321 332,433 4, 1),
qui est noté (34, 35, B1).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

t

25/29



Exemple

o Le Bi*-éclatement de /3’ est (a2 322421 221 4, 23 421,321 332,433 4, 1),
qui est noté (34, 35, B1).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

t

25/29



Exemple

e Le By*-éclatement de 3’ est (az32242a1,221,4, 33,421,321,332,433,4, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

t

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3 est (as 3224212214, a3,421,331,332.433 4, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

S1

t

25/29



Exemple

o Le Bi*-éclatement de ' est (a2 3as 4212214, 23,421,321 332,423 4, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

S1

t

25/29



Exemple

o Le Bi*-éclatement de ' est (a2 3as 4212214, 23,421,321 332,423 4, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

S1 52

t

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3 est (ag 322421 2214, a3 421,381,382 4834, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

S1 52

t

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3 est (ag 322421 2214, a3 421,381,382 4834, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

S1 52

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3 est (ag 322421 2214, a3 421,381,382 4834, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

Wo S1 52

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3 est (ag 322421 2214, a3 421,381,382 4834, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

wWo S1 52
5 ....................
1— e ¥

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3 est (ag 322421 2214, a3 421,381,382 4834, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

Wo S1 wq 52
5 ....................
l— o -t

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3 est (ag 322421 2214, a3 421,381,382 4834, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

Wo S1 wq 52

25/29



Exemple

e Le Bj*-éclatement de 3 est (ag 322421 2214, a3 421,381,382 4834, 1),
qui est noté (35, 85, 51).

e La derniere lettre de 35 est aj 4.

~~ La forme normale de (3} est un ag 5-escalier.

Wo S1 wq 52 w2
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Utilité des escaliers

Désignons o; ...0;_; par 9 ;.
o La derniere lettre de (3% est a; 4, qui se décompose en 1 3 a3 467 5.

e On veut montrer la o-positivité de ¢4(a; 4) - 5.

~> il suffit de montrer la o-positivité de @(5;;) - 3%, ie., de 52*7411 - 3.

e De maniere générale, 62_54" - 3% est o-positive pour tout k.

~> Repose sur le fait que la forme normale de [} est un as 5-escalier.

26/29



o W ke Lt

Exemple de 6505

27/29



o W ke Lt

Exemple de 6505

27/29



o W ke Lt

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 -1
04234 =2a230;,

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 -1
04234 =2a230;,

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 -1
0g4823 =2az105,

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 -1
0g4823 =2az105,

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 -1
52,4 a24 = a3 4 52,4

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 -1
52,4 a24 = a3 4 52,4

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 _ -1 ¢-1
52,4 a1,3 = a4 51,2 53,4

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 _ -1 ¢-1
52,4 a1,3 = a4 51,2 53,4

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505




=N W e Ot

Exemple de 6505




=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

27/29



/
2

1B

2,

Exemple de 4.

0 < MmN -

27/29



/
2

1B

2,

Exemple de 4.

0 < MmN -

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

b -1 -+ -

ap 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

b -1 -+ -

ap 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

A —t+—-+—1+—-1

b -1 -+ -

ap 4-escalier ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

A —t+—-+—1+—-1

b -1 -+ -

ap 4-escalier ag 4-escalier

27/29



Exemple de 6505

=N W e Ot

A —t+—-+—1+—-1

ap 4-escalier ag 4-escalier

27/29



Exemple de 6505

=N W e Ot

A —t+—-+—1+—-1

ap 4-escalier ag 4-escalier

27/29



Exemple de 6505

=N W e Ot

A —t+—-+—1+—-1

ap 4-escalier ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

A —t+—-+—1+—-1

b -1 -+ -

ap 4-escalier ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

b -1 -+ -

A —t+—-+—1+—-1

ap 4-escalier

ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 -1
52,4 al,4 = 81,4 51,3

b -1 -+ -

A —t+—-+—1+—-1

ap 4-escalier

ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 -1
52,4 al,4 = 81,4 51,3

b -1 -+ -

A —t+—-+—1+—-1

ap 4-escalier

ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

A -1 —

ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 -1
53,4 a1,3 = a4 53,4

ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

-1 -1
53,4 a1,3 = a4 53,4

ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

A -1 —

ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 6505

A -1 —

ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 655’

3

-1 -1
53,4 42,4 = a24 52,3

A—-1t—-—+—-—1+—+

ag 4-escalier

27/29



=N W e Ot

Exemple de 652

3

-1 -1
53,4 42,4 = a24 52,3

A—-1t—-—+—-—1+—+

ag 4-escalier

27/29



o W ke Lt

Exemple de 6505

27/29



Travaux futurs

e Comment reconnaitre les B;* ,-éclatements?

28/29



Travaux futurs

e Comment reconnaitre les B;* ,-éclatements?

e OU se trouve les éléments de B} dans B}* relativement a <?

28/29



Travaux futurs

e Comment reconnaitre les B;* ,-éclatements?
e OU se trouve les éléments de B} dans B}* relativement a <?

e Lien avec la forme normale alternante?

28/29



Travaux futurs

e Comment reconnaitre les B;* ,-éclatements?
e OU se trouve les éléments de B} dans B}* relativement a <?
e Lien avec la forme normale alternante?

e Complexité de I'algorithme en temps et en espace?

28/29



Travaux futurs

e Comment reconnaitre les B;* ,-éclatements?
e OU se trouve les éléments de B} dans B}* relativement a <?
e Lien avec la forme normale alternante?

e Complexité de I'algorithme en temps et en espace?

J. Fromentin, The cycling normal form in dual braid monoids, arXiv :
math.GR/0712.3836.
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