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Monöıde de tresses positives
 Le monöıde B�
n admet la présentation :

〈
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1
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;
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 Le groupe des fractions de B�
n est Bn, le groupe de tresse à n brins.
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Ordre de Dehornoy
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Ordre de Dehornoy


 Une tresse β P Bn est σ-positive si elle peut être représentée par un
mot contenant du σi, pas du σ�1

i et pas de σ�j pour j ¡ i.
 Pour β, β1 P Bn, on pose β   β1 ssi le quotient β�1β1 est σ-positive.

Proposition: La relation   est un ordre total compatible avec la multipli-
cation à gauche.

 Ce résultat est basé sur deux propriétés : Acyclicité et Comparaison
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Motivation
 R. Laver a montré que tout monöıde engendré par un nombre fini de
conjugués de σi est bien ordonné.
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 S. Burckel a montré en que le type d’ordre de B�

n est ωωn�2

.

 Preuve compliquée utilisant une induction transfinie.

4/29



Motivation
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 C’est le cas pour B�
n.
 S. Burckel a montré en que le type d’ordre de B�

n est ωωn�2

.

 Preuve compliquée utilisant une induction transfinie.
 Le monöıde de tresse dual B��
n est engendré par un nombre fini de

conjugués de σi.
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 Le monöıde de tresse dual à n brin B��
n est le sous-monöıde de Bn

engendré par les ai,j avec 1 ¤ i   j ¤ n.
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Relations entre les ai,j
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Lemme: Par rapport aux générateurs ai,j , le groupe Bn est présenté par
les relations Rn.

Théorème: Par rapport aux générateurs ai,j , le monöıde B��
n est présenté

par les relations Rn.
 Soit δn la tresse représentée par a1,2a2,3...an�1,n � σ
1
σ
2
...σn�1

.

Theorem [Birman-Ko-Lee]: Le monöıde B��
n a une structure de Garside

associée à l’élément de Garside δn.
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 L’ordre de φn est n.
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 On réitère cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monöıdes B��

n�1
, φn

�
B��

n�1

�
, φ2

n

�
B��

n�1

�
, ... de B��

n .

δ2

3
� a1,2a1,3 � a1,2a1,2

12/29



Le B��
n�1
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-éclatement
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-éclatement
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 On montre que β�1γ est σn�1-positive et que γ�1β1 est non
σn�1

-négative.
 On définit pδn,q � "
an�1,n pour q � 0

δq
n δ

�q
n�1

pour q ¥ 1

Proposition: La tresse pδn,q est la plus petite tresse de n-largeur q�2 pour
l’ordre  �n.

 Peut-on prendre pδn,q�2 pour γ avec q � n-largeur de β1 ?
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Tresses séparatrices pδn,q

Lemme : Pour β une tresse de B��
n dont la n-largeur est au plus q�1, le

quotient β�1pδn,q est σn�1
-positif.

 La preuve est facile.
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Soit pβp, ..., β1q le B��
n�1

-éclatement de β avec p ¤ q�1.
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Tresses séparatrices pδn,q

Lemme : Pour β une tresse de B��
n dont la n-largeur est au plus q�1, le

quotient β�1pδn,q est σn�1
-positif.

 La preuve est facile.

Soit pβp, ..., β1q le B��
n�1
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Tresses séparatrices pδn,q

Lemme : Pour β une tresse de B��
n dont la n-largeur est au plus q�1, le

quotient β�1pδn,q est σn�1
-positif.

 La preuve est facile.

Soit pβp, ..., β1q le B��
n�1
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Tresses séparatrices pδn,q

Lemme : Pour β une tresse de B��
n dont la n-largeur est au plus q�1, le

quotient β�1pδn,q est σn�1
-positif.

 La preuve est facile.

Soit pβp, ..., β1q le B��
n�1
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-éclatement de β avec p ¤ q�1.

β�1 � pδn,q � β�1 � δp�1
n � δq�p�1

n � δ�q
n�1

β�1

1
� φnpβ�1

2
q � ... � δp�2

n β�1

p�1
� δnβ�1

p

20/29
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-éclatement de β avec p ¤ q�1.

β�1 � pδn,q � β�1 � δp�1
n � δq�p�1

n � δ�q
n�1

β�1

1
� δnβ�1

2
� ... � δnβ�1

p�1
� δnβ�1

p

20/29
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-éclatement de β est pa1,3, a1,3, a1,3a2,3, a1,2q
 La 4-largeur de β est 4.
 Montrons que pδ�1

4,2 β est σ-positive.pδ�1

4,2 β � δ2

3
� φ4pa1,3q � δ�2

4
� φ2

4
pa1,3q � φ4pa1,3a2,3q � a1,2

21/29



Un autre exemple
 Soit β la tresse a2,4a1,3a2,4a3,4a1,2.
 Le B��
3
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-éclatement de β est pa1,3, a1,3, a1,3a2,3, a1,2q
 La 4-largeur de β est 4.
 Montrons que pδ�1

4,2 β est σ-positive.pδ�1

4,2 β � δ2

3
� φ4pa1,3q � δ�1

4
� φ4pa1,3q � δ�1

4
� φ4pa1,3a2,3q � a1,2

21/29



Un autre exemple
 Soit β la tresse a2,4a1,3a2,4a3,4a1,2.
 Le B��
3
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 Décomposons a1,3 en a1,2 a2,3 a
�1

1,2.
 φ4pa1,3q � δ�1

4
�

22/29



Analysons le problème
 φ4pa1,3q � δ�1

4
est σ

3
-negative.
 φ4pa2,3q � δ�1

4
� δ�1

3
n’est pas σ3-négative.
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 Décomposons a1,3 en a1,2 a2,3 a
�1

1,2.
 φ4pa1,3q � δ�1

4
� φ4pa1,2q � δ�1

3
� φ2

4
pa�1

1,2q
 pδ�1

4,2 β � δ2

3
� φ4pa1,2q � δ�1

3
� φ4pa1,2q � δ�1

3
� φ4pa1,3a

�2

1,2a2,3q � a1,2

 On utilise a
�1

2,3a1,3 � a1,3a
�1

1,2.

22/29



Analysons le problème
 φ4pa1,3q � δ�1

4
est σ

3
-negative.
 φ4pa2,3q � δ�1

4
� δ�1

3
n’est pas σ3-négative.
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pour r ¥ 3, la dernière lettre de βr est ak�1,n�1 avec k   n�1. Alors
βr�1 contient une ak,n-barrière.
 Problème : En général, ce n’est pas suffisant (pour n ¥ 5).
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Proposition: Soit pβp, ..., β1q un B��
n�1

-éclatement. Supposons que,
pour r ¥ 3, la dernière lettre de βr est ak�1,n�1 avec k   n�1. Alors la
forme normale de βr�1 est un ak,n-escalier.

24/29



Exemple
 Le B��
4
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-éclatement de β1 est pa2,3a2,4a1,2a1,4, a3,4a1,3a1,3a2,4a3,4, 1q,
qui est noté pβ1
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3
, β1

2
, β1

1
q.
 La dernière lettre de β1

3
est a1,4.

 La forme normale de β1
2

est un a2,5-escalier.

1

5
s1

25/29



Exemple
 Le B��
4
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-éclatement de β1 est pa2,3a2,4a1,2a1,4, a3,4a1,3a1,3a2,4a3,4, 1q,
qui est noté pβ1
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 il suffit de montrer la σ-positivité de φ4pδ�1
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est un a2,5-escalier.
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n�1
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