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Présentation de B,,
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multiples communs a droite, il se plonge dans le groupe (S| R).

~ Le groupe (S| R) est alors groupe de fraction de (S| R)™".

~+ Les relations =p et EE sont équivalentes.

e Proposition (Garside '69): Le monoide B, est simplifiable

et admet des multiples communs a droite.
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e Intérét des mots o-définis :
— solution au probleme du mot,
— ordre des tresses : 8 < 3’ si 37!’ a un représentant o-positifs.
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e En temps : non.
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~» Wiest : La longueur est au moins en O(n ¢).
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e Forme normale tournante sur B/*.

Propriétés de la forme normale tournante.

e Question : Pourquoi utiliser le monoide de tresse dual ?

Bonne description de la restriction de < sur B;}*.
~> Calcul explicite de mots o-définis.
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Relations entre les tresses a,,,

e Fait: Les tresses a, 4 satisfont les relations R,,

Ap qQr s = Qp sQp 4 pour (p—r)(p—s)(q—r)(q—s) > 07

Up Qg r = Qg rQpp = Gy Gy . POUT 1<p<qg<r<
4
4 3
3
D 5
2
1 2
1

e Bessis—Digne—Michel : c'est la bonne maniére de voir.
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Le monoide de tresses dual B;*

e Proposition: Relativement aux a,, , (avec 1 < p < ¢ < n), le groupe B,

P,q

est présenté par les relations R,,.
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e Probléme: Trouver un mot o-défini équivalent 3 6 w
ouonat<0etwolestun m.n.tde B *.

~> On obtient des mots o-positifs et des mots o-négatifs.

e Question : Existe-t-il une relation portant sur ¢ et w
pouvant distinguer ces deux cas ?

e Oui : la position de ¢ par rapport a —b + 2.
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Cas du dénominateur tres négatif : t < —b + 2

e Proposition: Soit w un m.n.t. de longueur ¢ et de largeur b > 2.

Alors pour tout t < —b+ 2, le mot &, w est équivalent
a un a,d-mot o, _1-négatif de longueur £ —¢.
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Cas du dénominateur tres négatif : t < —b + 2

e Proposition: Soit w un m.n.t. de longueur £ et de largeur b > 2.

Alors pour tout ¢ < —b+ 2, le mot §%, w est équivalent
a un a,0-mot o, _;-négatif de longueur ¢ —t.

e Onaw= ¢’ (wp) p5 2 (wp—1) ... ¢ (wa) w1, avec wy € By ;.
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Et pourt > —b+27

e Question: A-t-on la méme chose danslecast > —b+27 J

~» Malheureusement, non (pas directement).

27/35



 Epewtsbi2r
LAttt aG Gl )

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!I _

~+ Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!! B

~» Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!! B

~» Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!! B

~» Malheureusement, non (pas directement).

27/35



!! pour!/! —!!!! B

~» Malheureusement, non (pas directement).

27/35



tpourt>—b+2"

~» Malheureusement, non (pas directement).
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otions de dangereux et a echelles
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|!0!I0n5 !e !angereux e! ! ec”e”es
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HO!IOHS !e !angereux e! ! ec”e”es
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|!0tl0nS !e !angereux et ! ec”e”es
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Notions de dangereux et d'échelles

e Probleme: Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 >t > —b + 2,
trouver un mot o,,_1-positif (en générale) équivalent a 6f, w.

e Principe: Il existe des notions de dangereux et d'échelles telles que :

¢n(dangereux) e échelle = mot sans g, ', e ¢, (5,)e dangereux

échelle = mot sans g, ", ® ¢,'(5,) e dangereux
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e Proposition: Un mot normal tournant est une échelle.
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Notions de dangereux et d'échelles

e Probleme: Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 >t > —b + 2,
trouver un mot o,,_1-positif (en générale) équivalent a 6f, w.

e Principe: Il existe des notions de dangereux et d'échelles telles que :

¢, (dangereux) e échelle = mot sans g, ', e ¢, '(,)e dangereux

échelle = mot sans g, ', e ¢,,'(0,)  dangereux

e Proposition: Un mot normal tournant est une échelle.

e Fait: Un mot dangereux u est o;,,_3-négatif, ¢, (u) est g,,_o-négatif,
mais ¢ (u) est o,,_1-négatif.
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Cas du dénominateur peu négatif : ¢t > —b + 2

e Proposition: Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 >t > —b+ 2,

le mot 8 w est g;,_1-positif ou de le forme &% _; w;.
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Cas du dénominateur peu négatif : ¢t > —b+ 2

e Proposition: Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 >t > —b+ 2,

le mot 8¢ w est a,,_1-positif ou de le forme 8¢ _; w;.
n n—1

b—1

e Posons w = ¢7 (wp) ... dn(wa) wy.

29/35



Cas du dénominateur peu négatif : ¢t > —b+ 2

e Proposition: Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 >t > —b+ 2,

le mot & w est o, _i-positif ou de le forme &% | w;.

e Posons w = ¢®~ 1 (wy) ... ¢p(wa) wy.

e On pousse —b + 2 lettres &, vers la droite
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e Proposition: Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 >t > —b+ 2,

le mot & w est o, _i-positif ou de le forme &% | w;.
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Stw = (5;“’72 bn(wp) 0,0 ... n(wa) wy
e On a wy, = non-neg - ¢ %(6,,) - dang,
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e Proposition: Soit (0, ..., 81) un ¢,-éclatement. Pour tout b — 1> k>3,
il existep etq tels que la f.n.t de [i est une a,, ,,-échelle adossée aa, , .

~~ Pour k > 3, la tresse (3;. différente de 1.

~» Pour k > 3, la derniére lettre de la f.n.t de 3 est du typea .
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Conclusion

e Proposition: Soit w un m.n.t de B* de largeur b et de longueur £. Alors
pour tout 0 > ¢ > —b+ 2, il existe w’ satisfaisant :
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e Corollaire: Soit w un mot B, * de longueur /. Alors pour tout ¢, il existe
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Autres utilisations de la forme normale tournante

e Solution du probleme de mot en temps quadratique.

e Description de la restriction de < sur B/* : bon ordre de type wo"

e Généralistaion aux ordres de Nielsen-Thurston de type fini (T. Ito)

o Peut étre, le probléme de conjugaison (avec V. Gebhardt).
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