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e Conjecture : Soit w un mot de tresses a n brins de longueur ¢, alors il

existe un mot o-défini w’ équivalent a w vérifiant |w'| < Cy, - ¢,
ou C,, ne dépendant que de n.
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Mot o-défini

e Définition:
— Un mot de tresse w est dit g;-positif si w contient au moins un o;,
pas de o; ' et pas de ;"' pour j > i.

— Un mot de tresse w est dit g;-négatif si w contient au moins un a,fl
pas de o; et pas de ;' pour j > i.

— Un mot de tresse est o-défini s'il est o-positif ou bien o-négatif
ou bien triviale.

e Exemple:

Le mot o 01 agl n'est ni oy-positif, ni oy-négatif ni oy-positif ou oy-négatif.
Par contre le mot équivalent a{l 0y 01 est op-positif.

o Intérét des mots o-définis :
— solution au probleme su mot,

— ordre des tresses, i.e., 3 < 3 si 3713’ a un représentant o-positifs.

1
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Relations entre les tresses a,,,

e Fait: Les tresses a, , satisfont les relations R, :

q

Ap qQr s = Qp sQp 4 pour (p—r)(p—s)(q—r)(q—s) > 07

Up Qg = Qg rQpp =y Gy POUr 1 S p<g<r<n.
4
4 3
3
5 D 5
2
1 2
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P,q

est présenté par les relations R,,.
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p,q

est présenté par les relations R,,.

e Définition: Le monoide de tresses dual a n brins B;* est

le sous-monoide de B,, engendré par les ap 4

o Théoreme (Birman—Ko-Lee'97): Relativement aux générateurs a
le monoide de tresses dual B}* est présenté par les relations R,.

P,q

~> B, est le groupe de fractions de B/*.

avec 1 <p<qg<n.
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e Proposition : Toute tresse 3 de B/* admet une unique

décomposition 3y - ... - 81, ol la tresse ) est
le diviseur a droite maximal de (3 - ... - B vivant dans Div, (6,,).
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normale de Garside avec |w'| < f(n — 2) et vérifiant —¢ <t < £.

~ si t est positif, alors §! w est o-positif.
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le plus grand diviseur a droite de @°=%(83,) - .. - B, vivant dans B;"_,.

1 )
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e Probléme: Trouver un mot o-défini équivalent 3 5! w
ouonat<0etw est motde B *.

A I'aide de la forme normale tournante on le transforme en :

e Probléme: Trouver un mot o-défini équivalent 3 6 w
oluonat<0etwestunm.n.tdeB}*

~> On obtient des mots o-positifs et des mots o-négatifs.

e Question : Existe-t-il une relation portant sur ¢ et w
pouvant distinguer ces deux cas ?

On a deux cas, en fonctions de la position det par rapport a —b + 2.
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Cas du dénominateur tres négatif : t < —b + 2

e Proposition: Soit w un m.n.t. de longueur ¢ et de largeur b > 2.

Alors pour tout t < —b+ 2, le mot &% w est équivalent
a un a,6-mot o, _1-négatif de longueur £ — ¢.
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Et pourt > —b+27

e Question: A-t-on la méme chose danslecast > —b+27 J

~» Malheureusement, non (pas directement).
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~» Malheureusement, non (pas directement).
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Notions de dangereux et échelles

e Probleme: Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 >t > —b+ 2,
trouver un mot o-défini équivalent a w.

e Principe: Il existe des notions de dangereux et d'échelle telles que :

¢, (dangereux) e échelle = mot sans g, ', e ¢, (5, )e dangereux

échelle = mot sans g, !, e §, e dangereux

e Proposition: Un mot normal tournant est une échelle.

e Fait: Un mot dangereux u est o,,_3-négatifs, ¢, (u) est o,,_o-négatifs,
mais ¢2 (u) est 0;,—1-négative.
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Mots dangereux

o Définition: Pour p < g, on pose 0, ¢ = 0 ... 0—1.
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_ =il
sy =
om & Gpq = 9,q-1 aqfl,q (SP;Q*l’ J
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o Définition: Pour p < g, on pose 0, ¢ = 0 ... 0—1.

5 i

p,q—1'

- .
onaa, ou bien encore ay, 4

g = Ypa=1 g 4

Do Ol J
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Mots dangereux

e Définition: Pour p < ¢, on pose 6,4 = 0p ... Oy-1.

f— -1 1 — -1
~onaa,, =0pq-10a, . 0, 1, 0ubienencorea, , =0pq0,, ;.

e Définition: Un J-mot est dit a

Dy

-dangereux s'il s'écrit
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~onaa,, =0pq-10a, . 0, 1, 0ubienencorea, , =0pq0,, ;.

e Définition: Un J-mot est dit a

Dy

-dangereux s'il s'écrit

c—1 ©

=1
Of(d)Jl*l Of(d*l)szl e
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Mots dangereux

e Définition: Pour p < ¢, on pose 6,4 = 0p ... Oy-1.

71 .
0, 41, ou bien encore a,, . =4

~onaa ot Orilo

e = G

e Définition: Un ¢-mot est dit a,, ,-dangereux s'il s’écrit

=il
()f('(l).nfl ()f( -

> f(1) = p.
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1 -1 -1 -1
()f('(l).n—l ()f('(l—l).n—l ()f(Q).rl—l ()‘f(l),lv.—l‘

avecn—22= f(d)> ... > f(1) =p.

: = -1
e Exemple:Onaa, | | =0p-1n-10,"1, o
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0, 41, ou bien encore a,, . =4

~onaa ot Orilo

e = G

e Définition: Un ¢-mot est dit a,, ,-dangereux s'il s’écrit

1 -1 -1 -1
()f('(l).n—l ()f('(l—l).n—l ()f(Q).rl—l ()‘f(l),lv.—l‘

avecn—22= f(d)> ... > f(1) =p.

] _ -1
e Exemple: On a Cpgpoy = Op-1.n-1 5p 1n-2-

~ Lemot d,';, , esta -dangereux.

p,n—1
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Echelle

D, =1l go=11" s'il existe

e Définition: Un mot w est une a_ -échelle adossée a a,
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une décomposition w = wg T1 Wy ... Wp—1 Tp Wh,
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Echelle

o Définition: Un mot w est une a,, ,-échelle adossée a a,

une décomposition w = wg T1 Wy ... Wp—1 Tp Wh,
et une suite p = f(0) < f(1) < ... < f(h) =n — 1 telles que :

s s'il existe

—-1,n—
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o Définition: Un mot w est une a,, ,-échelle adossée a a,
une décomposition w = wg T1 Wy ... Wp—1 Tp Wh,
et une suite p = f(0) < f(1) < ... < f(h) =n — 1 telles que :

— pour tout k£ < h, la lettre x; est de la forme a £(k)
avecr < f(k—1) < f(k),

s s'il existe
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Echelle

-échelle adossée a Ay qp1r s'il existe

e Définition: Un mot w est une a,, ,
une décomposition w = wg T1 Wy ... Wp—1 Tp Wh,
et une suite p = f(0) < f(1) < ... < f(h) =n — 1 telles que :

— pour tout k < h, la lettre z, est de la forme a_ F(k)
avecr < f(k—1) < f(k),

— pour tout k < h, le mot wy ne contient pas de letter a,.

avec ¢ — 1 < f(k) < s,

— la derniére lettre de w est a . .
qg—1,n—-1

31) un ¢,-éclatement. Pour tout b — 1> k>3,

e Proposition : Soit (0
-échelle adossée aa N
qg—1,n-1

il existep etq tels que la f.n.t de 3y est unea,, ,

~~ Pour k > 3, la tresse (3 est non triviale.
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une décomposition w = wg T1 Wy ... Wp—1 Tp Wh,
et une suite p = f(0) < f(1) < ... < f(h) =n — 1 telles que :
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avecr < f(k—1) < f(k),
— pour tout k < h, le mot wy ne contient pas de letter a,.
avec ¢ — 1 < f(k) <s,

— la derniére lettre de w est a . .
qg—1,n—-1

e Proposition: Soit (0, ..., 81) un ¢,-éclatement. Pour tout b — 1> k>3,
il existep etq tels que la f.n.t de (3, est une a,, ,-échelle adosséeaa, , , ;.

~~ Pour k > 3, la tresse (3 est non triviale.

~~ Pour k > 3, la derniére lettre de la f.n.t de (B est du type a . .-
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Cas du dénominateur peu négatif : ¢t > —b + 2

e Proposition: Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 >t > —b+ 2,

le mot &, w est a,,_1-positif ou de le forme 6! _; w.
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e On pousse —b + 2 lettres 4, vers la droite pour obtenir

Shw = 6512 G, (wy) 8,1 o f(w2) 6,1 wn
e On a w, = non-neg - ¢, (4,,) - dangy,
e Pour k=0, ..., 2, on pousse le k-eme dangereux a gauche de wy_1 :
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e Proposition: Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 >t > —b+ 2,

le mot &, w est a,,_1-positif ou de le forme 6! _; w.

e Posons w = ¢ L (wp) ... ¢p(w2) wy.
e On pousse —b + 2 lettres 4, vers la droite pour obtenir
Siaw = 0072 6, (wp) 8, .o dn(ws) 8, wn
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Diagramme de renversement
e Soit u un mot a,, ,,-dangereux et w une a,, ,-échelle adossée

a a’qfl,nfl .
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Diagramme de renversement

e Soit u un mot a,, ,,-dangereux et w une a,, ,-échelle adossée
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ol v est un mot a -dangereux et w’ un mot non o;, 1-négatif?
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e Question: Comment transformer ww en w' §q -1 v
=il
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Diagramme de renversement

Soit v un mot a,, ,-dangereux et w une a, ,-échelle adossée

(1,(1 1,n—-1"

Question : Comment transformer ww en w' §g,—1 v
ol v est un mot a, ., -dangereux et w’ un mot non o, ;-négatif?

~> A l'aide de diagramme de renversement.
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Diagramme de renversement

Soit v un mot a,, ,-dangereux et w une a, ,-échelle adossée

(1,(1 1,n—-1"

Question : Comment transformer ww en w' §g,—1 v
ol v est un mot a, ., -dangereux et w’ un mot non o, ;-négatif?

~> A l'aide de diagramme de renversement.

1,3 1,3 2.4
02,4 63,4 03,4 €
S —1 =il a & =1 =il
1,4 953 91 o it 2.4 953 953
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(1,(1 1,n

1

Diagramme de renversement

ou v est un mot a,

=i,

~> A l'aide de diagramme de renversement.

Soit v un mot a,, ,-dangereux et w une a, ,-échelle adossée

Question : Comment transformer ww en w' §g,—1 v
-dangereux et w’ un mot non o;,,_1-négatif 7
,,_,-dangereux et w’ ot no égatif?

91,3 1,3 2,4
63,4 03,4
R T
€
—_—
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Conclusion

e Proposition: Soit w un m.n.t de B* de largeur b et de longueur £. Alors
pour tout 0 > ¢ > —b+ 2, il existe w’ satisfaisant :
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pour tout 0 >t > —b + 2, il existe w’ satisfaisant :
— w' est un a, 5-mot équivalent a &', w,
—w' est 0y,_1-positif ou de la forme 6 _; wy,

- Jw'| < 3¢.

e Proposition: Soit w un m.n.t de B* de largeur b et de longueur £. Alors
pour tout t < —b + 2, il existe w’ satisfaisant :

— w' est un a, 5-mot équivalent a &', w,

—w' est g;,-1-négatif,

- |w'| <l —1.

e Corollaire: Soit w un a-mot B;* de longueur £. Alors pour tout ¢, il existe
un a, 5-mot o-défini w’ équivalent 3 6 w avec |w'| < max (¢ + [t|, 3¢).




Conclusion (suite)

e Théoreme: Tout mot de tresses w a n brins de longueur ¢ est équivalent

3 un mot o-défini de longueur au plus 6(n — 1)2/.
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e On transcrit le a, d-word w’ en le mot de tresse o-définit w”.
lw”| < (2n — 3)|w'| < 6(n —1)¢
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