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︸ ︷︷ ︸

P

• MCG(Dn) = {ϕ ∈ Homeo+(Dn) tq ϕ|∂Dn
= id et ϕ(P ) = P }/ ∼

5/34
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• Une tresse à n-brins ≈ un élément de MCG(Dn).

6/34


mappingClassGroup2.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Diagramme de tresse

7/34



Tresses d’Artin

• On note σi la tresse :

· · · · · ·

1 i−1 i i+1 i+2 n

8/34



Tresses d’Artin

• On note σi la tresse :

· · · · · ·

1 i−1 i i+1 i+2 n

i i+1

8/34



Tresses d’Artin

• On note σi la tresse :

· · · · · ·

1 i−1 i i+1 i+2 n

i i+1

8/34



Tresses d’Artin

• On note σi la tresse :

· · · · · ·

1 i−1 i i+1 i+2 n

i i+1

• On note σ−1

i la tresse :

· · · · · ·

1 i−1 i i+1 i+2 n

8/34



Tresses d’Artin

• On note σi la tresse :

· · · · · ·

1 i−1 i i+1 i+2 n

i i+1

• On note σ−1

i la tresse :

· · · · · ·

1 i−1 i i+1 i+2 n

i i+1

8/34



Tresses d’Artin

• On note σi la tresse :

· · · · · ·

1 i−1 i i+1 i+2 n

i i+1

• On note σ−1

i la tresse :

· · · · · ·

1 i−1 i i+1 i+2 n

i i+1

8/34



Relations d’Artin

9/34



Relations d’Artin

• σ1σ3 ≈ σ3σ1

9/34



Relations d’Artin

• σ1σ3 ≈ σ3σ1

9/34



Relations d’Artin

• σ1σ3 ≈ σ3σ1

≈

9/34



Relations d’Artin

• σ1σ3 ≈ σ3σ1

≈

9/34



Relations d’Artin

• σ1σ3 ≈ σ3σ1

≈

• σ1σ2σ1 ≈ σ2σ1σ2

9/34



Relations d’Artin

• σ1σ3 ≈ σ3σ1

≈

• σ1σ2σ1 ≈ σ2σ1σ2

9/34



Relations d’Artin

• σ1σ3 ≈ σ3σ1

≈

• σ1σ2σ1 ≈ σ2σ1σ2

≈

9/34



Relations d’Artin

• σ1σ3 ≈ σ3σ1

≈

• σ1σ2σ1 ≈ σ2σ1σ2

≈

9/34



Présentation de Bn

10/34



Présentation de Bn
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(σiσjσi, σjσiσj) pour |i − j| = 1, (σiσ
−1
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n est simplifiable et admet des
multiples communs à droite.
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• Les diviseurs à droite de ∆n sont en bijection avec les permutations
de {1, ..., n}.

• Proposition (Garside ’69) : Pour tout β dans B+

n, il existe une unique
tresse de permutation maximale qui divise β à droite.

• Proposition (Thurston,Morton,...’88) : Toute tresse β de B+

n admet une
unique décomposition de la forme β = βp · ... · β1 où pour tout r, βr est
l’unique tresse de permutation divisant βp · ... · βr.
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a1,4   

• Définition : Le monöıde de tresse dual à n brin B+∗
n est le sous-monöıde

de Bn engendré par les ai,j avec 1 6 i < j 6 n.
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• Théorème (Birman,Ko,Lee ’97) Par rapport aux générateurs ai,j, le
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n a une structure de Gar-

side associée à l’élément de Garside δn.

• Les diviseurs de δn sont en bijection avec les partitions non croisées
de {1, ..., n}

 forme normale de Garside sur B+∗
n .
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 L’ordre de φn est n.
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 C’est le cas pour B+

n.
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• Théorème (Burckel ’97) Le type d’ordre de B+

n est ωωn−2

.

 Preuve compliquée utilisant une induction transfinie.
 forme alternante de Dehornoy en 2007.

• Le monöıde de tresse dual B+∗
n est engendré par un nombre fini de

conjugués de σi.
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Démonstration.
Le sous-monöıde B+∗

n−1 de B+∗
n est clos par diviseur à droite et ppcm à

gauche.

• Réponse Dehornoy ’07 : Oui
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nombre p est appeé n-largeur de β.

27/34



Le B
+∗

n−1
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n−1-éclatement de β. Le

nombre p est appeé n-largeur de β.
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nombre p est appeé n-largeur de β.

 Le B+∗
2 -éclatement de δ2

3 est (a1,2, a1,2, 1, a2
1,2).

 La 3-largeur de δ2
3 est 4.
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• Définition : Une tresse β dans Bn est dite σ-positive si elle peut être
représentée par un mot contenant du σi, pas du σ−1

i et pas de σ±1

j pour
j > i.
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représentée par un mot contenant du σi, pas du σ−1

i et pas de σ±1

j pour
j > i.

• Définition : Pour β, β′ dans Bn, on note β < β′ ssi le quotient β−1β′

est σ-positif.

• Théorème (Dehornoy ’94) : La relation < est un ordre total compatible
avec la multiplication à gauche.
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n−1 éclatement de β′,

30/34



Un ordre sur B
+∗

n
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où : • (βp, ..., β1) est le B+∗
n−1 éclatement de β,

• (β′
q, ..., β′

1) est le B+∗
n−1 éclatement de β′,

• <ShortLex

n−1 est l’extension ShortLex de <n−1.
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.
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- si largeur(β) > p alors β−1δp−2
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 facile.

- si largeur(β) < p alors δ−p+2
n β est σ-positive.

 difficile.
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