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Tresses et groupe de difféotopie
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+
2

e Proposition (Garside '69) : Le monoide B est simplifiable et admet des

multiples communs a droite.
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o Tresses de Garside : Ay =0y, Az =000y, Ay = A1 0,1 ..oy

e Définition : On dit qu’une tresse [ divise a droite une tresse (3 s'il existe

une tresse vy telle que 3 =~ - .

/

e Les diviseurs a droite de A,, sont en bijection avec les permutations
de {1, ...,n}.

e Proposition (Garside '69) : Pour tout § dans B, il existe une unique

n?'

tresse de permutation maximale qui divise 3 a droite.

e Proposition (Thurston,Morton,..."88) : Toute tresse 3 de B;, admet une
unique décomposition de la forme 3 = (3, - ... - #1 ou pour tout 7, 3, est
I"'unique tresse de permutation divisant (3, -
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Monoide de tresse dual

_ il il
e Posons a; j =0;...0;,_50;_10,°5...0;

i J— 0

al4 ~

e Définition : Le monoide de tresse dual a n brin B, * est le sous-monoide

de B, engendré par les a; ; avec 1 < i < j < n.
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e Soit ¢,, I'automorphisme de conjuguaison sur B/* associé a §,, :
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o Lemme : Pour tout 1 < i < j < n—1on a ¢,(a;;) = ait1,j+1 et
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~ L’ordre de ¢,, est n.
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~> Preuve compliquée utilisant une induction transfinie.
~> forme alternante de Dehornoy en 2007.

e Le monoide de tresse dual B,* est engendré par un nombre fini de
conjugués de ;.
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e Question : Peut-on généraliser la forme normale alternante de Dehornoy
au monoide de tresse dual ?

e Lemme : Toute tresse 3 de B, * avec n > 3, admet un unique diviseur a

droite maximal 31 dans B!* |. La tresse [, est appellée la B}* ,-fin de .

Démonstration.
Le sous-monoide B/* ; de B;* est clos par diviseur a droite et ppcm a
gauche. Ol

e Réponse Dehornoy '07 : Oui
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e Exemple :
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e Exemple :
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Le B/* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B, |, ¢, (B}* ), ¢2(B)*,), ... de B;*.
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Le B/* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B, |, ¢, (B}* ), ¢2(B)*,), ... de B;*.

$5(0s) do(62) 5
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Le B/* ,-éclatement

e On réitere cycliquement la construction de la fin avec les
sous-monoides B, |, ¢, (B}* ), ¢2(B)*,), ... de B;*.

/ ¢6 Bs3) ﬁ (%) (i
i\¢6 64 \L/ 4/
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Le B/* ,-éclatement

e Proposition : Pour toute tresse 5 de B;*, il existe une unique suite

G1) de B* ; telle que

f est la B*fl—fm de " (Bp) -+ o - Br
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Le B/* ,-éclatement

+%
n !

e Proposition : Pour toute tresse 5 de B
) de B;* | telle que
B=¢r1(B) ... b1,

~n

By est la B}* |-fin de ¢?— " (3,

il existe une unique suite

g

e Définition : La suite (03,.
nombre p est appeé n-largeur de 3.

~ Le Bj*-éclatement de 03 est (a1 2,a1,2,1,a7,).

~ La 3-largeur de 07 est 4.
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Ordre des tresses
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Ordre de Dehornoy

e Définition : Une tresse (3 dans B,, est dite o-positive si elle peut étre
représentée par un mot contenant du o;, pas du of] et pas de o,i] pour

j>i.
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Ordre de Dehornoy

e Définition : Une tresse 3 dans B,, est dite o-positive si elle peut étre
représentée par un mot contenant du o;, pas du (rf] et pas de (r,i] pour
Jj >

e Définition : Pour 3,3 dans B,,, on note 3 < 3 ssi le quotient 3
est o-positif.

e Théoreme (Dehornoy '94) : La relation < est un ordre total compatible
avec la multiplication a gauche.
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Un ordre sur B;*

e Récursivement, pour et 3’ dans B}* :
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Un ordre sur B;*

o Récursivement, pour (3 et ' dans B}* :

si et seulement si (8, ..., 31) <p°7** (6, ..., B1)

n—1

ou: e (f3,, .., 0)estle B, éclatement de (3,

e (O, ..,0]) estle B'*

n—

, éclatement de /7',
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Un ordre sur B}*

e Récursivement, pour et 3’ dans B}* :

si et seulement si (8, ..., 31) <p°7** (6, ..., B1)

n—1

ou: e (f3,, .., 0)estle B, éclatement de (3,
e (3, ..., estle B)* | éclatement de /',

o <Shortlex gt |'extension ShortLex de <, .
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Un nouvel ordre?

e Proposition : <} est un bon ordre sur B/*.
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Un nouvel ordre?

e Proposition : <! est un bon ordre sur B;*.

e Question : Rapport entre <» et <7

e Question : <*

n

compatible avec le produit a gauche?
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Coincidence avec I'ordre de Dehornoy

e Théoreme : Pou J | est o-positive.
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Coincidence avec I'ordre de Dehornoy

e Théoréme : Pour 3,3' € B}*, on a 8 <} (3 ssi 3713 est o-positive.

n

~+ Une nouvelle preuve de |'existence de |'ordre des tresses.

~» <’ et < coincide sur B}*.

~» <* est compatible avec la multiplication a gauche.

1 —2

~~ (Bf*, <) est un bon ordre de type w*’
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Démonstration du théoreme

e Induction sur le nombre de brins.
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Démonstration du théoreme

e Induction sur le nombre de brins.
e Induction sur la largeur.

e Deux ingrédinets principaux :
- si largeur(3) > p alors 3716272 est o-positive.
~ facile.

- si largeur(3) < p alors 4, P23 est o-positive.
~ difficile.

33/34



Merci !
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