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Présentation de Bn

• Théorème (Artin ’25) : Le groupe de tresses Bn admet la présentation :
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• Théorème (Artin ’25) : Le groupe de tresses Bn admet la présentation :

≠

σ1, ... , σn−1;
σiσj = σjσi pour |i − j| > 2

σiσjσi = σjσiσj pour |i − j| = 1

∑

(1)

σi 

··
·

··
·

1

i

i + 1

n

σ1 σ3

≈

σ3

6/31



Présentation de Bn
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• Théorème (Artin ’25) : Le groupe de tresses Bn admet la présentation :

≠

σ1, ... , σn−1;
σiσj = σjσi pour |i − j| > 2

σiσjσi = σjσiσj pour |i − j| = 1

∑

(1)

σi 

··
·

··
·

1

i

i + 1

n

σ1 σ3

≈

σ3 σ1

6/31



Présentation de Bn
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où ≡ est la plus petite congruence contenant

6/31



Présentation de Bn
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• Théorème (Ore) : Si le monöıde 〈S |R〉
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multiples communs à droite, il se plonge dans le groupe 〈S |R〉.

 Le groupe 〈S |R〉 est alors groupe de fraction de 〈S |R〉+.

8/31
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 Le groupe 〈S |R〉 est alors groupe de fraction de 〈S |R〉+.

 Les relations ≡R et ≡+
R sont équivalentes.

• Proposition (Garside ’69) : Le monöıde B+

n est simplifiable
et admet des multiples communs à droite.
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• Théorème ( Dehornoy ’07 ) : Toute tresse β de B+

n admet une unique
décomposition Φb−1

n (βb) · ... · Φn(β2) · β1, où pour tout k, la tresse βk est
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n (βb) · .. · βk vivant dans B+

n−1.

↑ ↑

Φn est l’automorphisme flip (βb, ..., β1) est le Φn-éclatement de β.
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n (βb) · ... · Φn(β2) · β1, où pour tout k, la tresse βk est
le plus grand diviseur à droite de Φb−k
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• Définition : On pose ap,q = σp · · ·σq−2 σq−1 σ−1
q−2 · · ·σ

−1
p .

a
2,4
 

1

2

3

4

5

10/31



Les tresses a
p,q
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Le monöıde de tresses dual B+∗

n

• Proposition : Relativement aux ap,q (avec 1 6 p < q 6 n), le groupe Bn

est présenté par les relations Rn.

12/31
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à la tresse δn : φn : B+∗

n → B+∗

n

β 7→ δn β δ−1
n

• Lemme : On a φn(a
i,j

) = a
i+1,j+1

, pour tout 1 6 i < j 6 n − 1

et φn(a
i,n

) = a
1,i+1

pour 1 6 i 6 n − 1.

φ5

5

4

3

2

1

14/31



Automorphisme de Garside dual
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3 à droite.

δ
2
3 = a

1,2
a
2,3

a
1,2

a
2,3

15/31



La B+∗

n−1
-fin

• Question : Existe t-il un analogue de la forme normale alternante
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un unique diviseur à droite maximal β1 vivant dans B+∗

n−1.

↑

β1 est appelée la B
+∗

n−1-fin de β.

• Exemple : Calcul de la B
+∗

2 -fin de δ2
3 ,
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3 à droite.

δ
2
3 = a

1,2
a
2,3

a
1,2

a
2,3

= a
1,2

a
2,3

a
1,3

a
1,2

15/31



La B+∗

n−1
-fin

• Question : Existe t-il un analogue de la forme normale alternante
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Le φn-éclatement
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Le φn-éclatement

• Proposition : Pour toute tresse β de B+∗

n , il existe une unique
suite (βb, ... , β1) de B+∗

n−1 telle que :

– β = φb−1
n (βb) · ... · β1 ,

– βk est la B+∗

n−1-fin de φb−k
n (βb) · ... · βk.
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• Définition : La suite (βb, ... , β1) est le φn-éclatement de β.
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– Pour q 6 n − 1, le φn-éclatement de ap,q est ( ap,q ).
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L’entier b est appelé la φn-largeur de β.
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est appelé la forme normale tournante de β

18/31



La forme normale tournante

• Fait : Toute tresse β de B+∗

2 est représentée par un unique mot ak

1,2
.

↑

ak

1,2
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3 est (a

1,2
, a

1,2
, 1, a2

1,2
).

 sa f.n.t est φ3
3(a1,2

)φ2
3(a1,2

)φ3(ε)a
2
1,2

= a2
1,2

.

18/31



La forme normale tournante

• Fait : Toute tresse β de B+∗

2 est représentée par un unique mot ak

1,2
.

↑

ak

1,2
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• Définition : Pour β et γ dans B+∗

2 ,
on pose β ≺2 γ si β = ap

1,2
et γ = aq

2,3
avec p < q.

19/31



Ordre tournant
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φn-éclatement(β) ≺ShortLex
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n−1 φn-éclatement(γ).

• L’ordre B+∗

n−1 est un segment initial de B+∗

n

 On pose ≺ à la place de ≺n.

• (B+∗

n ,≺) est un bon ordre de type ωωn−2

.
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• Définition :
– Un mot de tresses w est dit σi-positif si w contient au moins un σi,

20/31



Mot de tresses σ-défini
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soit σi-positif, soit σi-négatif.

• Intérêt des mots σ-définis :
– solution au problème du mot,
– ordre des tresses : β < β′ si β−1β′ a un représentant σ-positifs.
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• Théorème (Laver ’92) : Tout sous-monöıde de Bn engendré par un
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 C’est le cas pour B+

n.

• Théorème (Burckel ’97) : Le type d’ordre de (B+

n, <) est ωωn−2

.

 Preuve compliquée utilisant une induction transfinie.

Idée : Calculer le type d’ordre d’autres monöıdes.
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• Larue’ 93 : Algèbre auto-distributive

• Burckel’ 94 : Combinatoire finie et induction ordinale

• Dehornoy’ 97 : Poignées et graphe de Cayley

22/31



Mots σ-définis
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• Bressaud’ 06 : Lacets du disque troué
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• Dynnikov-Wiest’ 06 : Laminations du disque troué
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• Dehornoy’ 91 : Algèbre auto-distributive 6 e ..
.
e

ℓ
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• Dynnikov-Wiest’ 06 : Laminations du disque troué 6 eℓ
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• Dynnikov-Wiest’ 06 : Laminations du disque troué 6 eℓ
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• Dynnikov-Wiest’ 06 : Laminations du disque troué 6 eℓ

• Bressaud’ 06 : Lacets du disque troué 6 eℓ

• Conjecture : Soit w un mot de tresses à n brins de longueur ℓ, alors il
existe un mot σ-défini w′ équivalent à w vérifiant |w′| 6 Cn · ℓ,

où Cn ne dépendant que de n.
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24/31
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• Théorème : Pour β, γ ∈ B+∗

n , on a β ≺ γ ssi β−1γ est σ-positive.

• Une nouvelle preuve de l’existence de l’ordre des tresses.

• ≺ et < cöıncide sur B+∗

n .

• ≺ est compatible avec la multiplication à gauche.

• (B+∗

n , <) est un bon ordre de type ωωn−2

.
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n w.

• Principe : Il existe des notions de dangereux et d’échelles telles que :
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φn(dangereux) • échelle = mot sans σ−1
n−2 • dangereux

25/31



Notions de dangereux et d’échelles
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• Problème : Soit w un mot de largeur b. Pour tout t 6 b − 2,
trouver un mot σn−1-positif équivalent à δ−t
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échelle = mot sans σ−1
n−2 • dangereux

• Proposition : Un mot normal tournant est une échelle.
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• Proposition : Un mot normal tournant est une échelle.

• Fait: Un mot dangereux u est σn−3-négatif et φn(u) est σn−2-négatif.

25/31



Mots dangereux
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avec n − 3 > f(d) > ... > f(1) > p.

• Exemple : On a a
p−1,n−1

≡ δp−1,n−1 δ−1
p−1,n−2.

 Le mot δ−1
p−1,n−2 est dangereux.
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Échelle
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Pour tout k > 3, la forme normale tournante de βk est une échelle.
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Échelle

Un mot w est une échelle s’il est de la forme :

• Proposition : Soit (βb, ..., β1) un φn-éclatement.
Pour tout k > 3, la forme normale tournante de βk est une échelle.

 Pour k > 3, la tresse βk est différente de 1.

 Pour k > 3, la dernière lettre de la f.n.t de βk est du type a
..,n−1

.
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Autres utilisations de la forme normale tournante

• Généralistaion aux ordres de Nielsen-Thurston de type fini (T. Ito)

• Étude du problème de conjugaison (avec V. Gebhardt).

Problème de conjuguaison : Pour β, β′ dans Bn, décider
s’il existe γ dans Bn tel qu’on ait β = γ−1 β′ γ.

 Equivalent à : Pour β, β′ dans B+∗

n , décider
s’il existe γ dans B+∗

n tel qu’on ait β = γ−1 β′ γ.

Lien avec :
• la cryptographie des tresses,
• la théorie des noeuds.
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3 avec µ(β) = β, on a

µ(δ3
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3 a−3
1,2

β a3
1,2

.
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Merci ! ! !
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