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Tresses et groupe de difféotopie

e Une tresse a n-brins = un élément de MCG(D,,).
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Présentation de B,,

e Théoréme (Artin '25): Le groupe de tresses B,, admet la présentation :

<U o . G0 = 00 pourli—J|>2> (1)
Dl ooy = ooy pourli— j| =1
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e Théoreme (Ore): Si le monoide (S| R)™ est simplifiable et admet des

multiples communs a droite, il se plonge dans le groupe (S| R).

~ Le groupe (S| R) est alors groupe de fraction de (S| R)™".

~+ Les relations =p et EE sont équivalentes.

e Proposition (Garside '69): Le monoide B, est simplifiable

et admet des multiples communs a droite.
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Relations entre les tresses a,,,

e Fait: Les tresses a, 4 satisfont les relations R,,

Ap qQr s = Qp sQp 4 pour (p—r)(p—s)(q—r)(q—s) > 07

Up Qg r = Qg rQpp = Gy Gy . POUT 1<p<qg<r<
4
4 3
3
D 5
2
1 2
1

e Bessis—Digne—Michel : c'est la bonne maniére de voir.
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e Proposition: Relativement aux a,, , (avec 1 < p < ¢ < n), le groupe B,

P,q

est présenté par les relations R,,.
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19/31



Mot de tresses o-défini

o Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif

20/31



Mot de tresses o-défini

e Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,

20/31



Mot de tresses o-défini

e Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; !

20/31



Mot de tresses o-défini

e Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;' pour j > i.

20/31



Mot de tresses o-défini

e Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;' pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif

20/31



Mot de tresses o-défini

e Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;' pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un afl

20/31



Mot de tresses o-défini

e Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;' pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un afl

pas de o;

20/31



Mot de tresses o-défini

e Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;' pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un afl,

pas de o; et pas de o;! pour j > i.

20/31



Mot de tresses o-défini

o Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;' pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un (f,fl

pas de o; et pas de o;! pour j > i.

e Exemple:
Le mot o» 01 02_1

20/31



Mot de tresses o-défini

o Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;' pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un a,fl,

pas de o; et pas de o;! pour j > i.

e Exemple:
Le mot o3 07 0, ! n'est ni o»-positif,

20/31



Mot de tresses o-défini

o Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;' pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un a,fl,

pas de o; et pas de o;! pour j > i.

e Exemple:
Le mot o3 07 05, ! n'est ni gu-positif, ni oy-négatif

20/31



Mot de tresses o-défini

o Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;' pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un a,fl,

pas de o; et pas de o;! pour j > i.

e Exemple:
Le mot o3 07 05, ! n'est ni ou-positif, ni gx-négatif ni o7-positif ou o1-négatif.

20/31



Mot de tresses o-défini

o Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;' pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un (f,fl
pas de o; et pas de o;! pour j > i.

e Exemple:
Le mot o3 07 05, ! n'est ni ou-positif, ni gx-négatif ni o7-positif ou o1-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

20/31



Mot de tresses o-défini

o Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;! pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un (f,fl
pas de o; et pas de ;' pour j > i.

1

e Exemple:
Le mot o3 07 05, ! n'est ni ou-positif, ni gx-négatif ni o7-positif ou o1-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

e Définition: Un mot de tresses est dit o-défini

20/31



Mot de tresses o-défini

o Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;! pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un (f,fl
pas de o; et pas de ;' pour j > i.

1

e Exemple:
Le mot o3 07 05, ! n'est ni ou-positif, ni gx-négatif ni o7-positif ou o1-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

o Définition: Un mot de tresses est dit o-défini s'il est soit trivial

20/31



Mot de tresses o-défini

o Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;! pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un (f,fl
pas de o; et pas de ;' pour j > i.

1

e Exemple:
Le mot o3 07 05, ! n'est ni ou-positif, ni gx-négatif ni o7-positif ou o1-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

e Définition: Un mot de tresses est dit o-défini s'il est soit trivial,

soit o;-positif

20/31



Mot de tresses o-défini

o Définition:
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;! pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un (f,fl
pas de o; et pas de ;' pour j > i.

1

e Exemple:
Le mot o3 07 05, ! n'est ni ou-positif, ni gx-négatif ni o7-positif ou o1-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

e Définition: Un mot de tresses est dit o-défini s'il est soit trivial,

soit g;-positif, soit o;-négatif.

20/31



Mot de tresses o-défini

e Définition :
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;! pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un a,fl,

pas de o; et pas de ;' pour j > i.

e Exemple:
Le mot o3 07 05, ! n'est ni ou-positif, ni gx-négatif ni o7-positif ou o1-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

e Définition: Un mot de tresses est dit o-défini s'il est soit trivial,

soit g;-positif, soit o;-négatif.

o Intérét des mots o-définis :
— solution au probleme du mot,

20/31



Mot de tresses o-défini

e Définition :
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un g;,
pas de o; ' et pas de o;! pour j > i.

— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un a,fl,

pas de o; et pas de ;' pour j > i.

e Exemple:
Le mot o3 07 05, ! n'est ni ou-positif, ni gx-négatif ni o7-positif ou o1-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

e Définition: Un mot de tresses est dit o-défini s'il est soit trivial,

soit g;-positif, soit o;-négatif.

e Intérét des mots o-définis :
— solution au probleme du mot,
— ordre des tresses : 8 < 3’ si 37!’ a un représentant o-positifs.

20/31



Motivation

e Théoréme (Laver'92): Tout sous-monoide de B,, engendré par un

nombre fini de conjugués de o; est bien ordonné pour <.

21/31



Motivation

e Théoréme (Laver'92): Tout sous-monoide de B,, engendré par un

nombre fini de conjugués de o; est bien ordonné pour <.

~ C'est le cas pour B;.

21/31



Motivation

e Théoreme (Laver'92): Tout sous-monoide de B,, engendré par un

nombre fini de conjugués de o; est bien ordonné pour <.
~ C'est le cas pour B;.

e Théoreme (Burckel '97): Le type d’ordre de (B, <) est w®"

21/31



Motivation

e Théoreme (Laver'92): Tout sous-monoide de B,, engendré par un

nombre fini de conjugués de o; est bien ordonné pour <.

~ C'est le cas pour B;.

e Théoreme (Burckel '97): Le type d’ordre de (B, <) est w®"

~~ Preuve compliquée utilisant une induction transfinie.

21/31



Motivation

e Théoreme (Laver'92): Tout sous-monoide de B,, engendré par un

nombre fini de conjugués de o; est bien ordonné pour <.

~ C'est le cas pour B;.

e Théoreme (Burckel '97): Le type d’ordre de (B, <) est w®"

~~ Preuve compliquée utilisant une induction transfinie.

Idée : Calculer le type d'ordre d'autres monoides. J
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e Conjecture : Soit w un mot de tresses a n brins de longueur ¢, alors il

existe un mot o-défini w’ équivalent a w vérifiant |w'| < Cy, - ¢,
ou C,, ne dépendant que de n.
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Coincidence avec |'ordre de Dehornoy

+x
n '

on a 3 < v ssi 371y est o-positive.

e Théoreme: Pour 3,7 € B
e Une nouvelle preuve de I'existence de I'ordre des tresses.
e < et < coincide sur B}'*.

e < est compatible avec la multiplication a gauche.

e (B*, <) est un bon ordre de type w*"
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Notions de dangereux et d'échelles

e Probleme: Soit w un mot de largeur b. Pour tout t < b — 2,
trouver un mot a,,_1-positif équivalent 3 &, w.

e Principe: Il existe des notions de dangereux et d'échelles telles que :

¢, (dangereux) o échelle = mot sans g, ', e dangereux

échelle = mot sans o, ', e dangereux

e Proposition: Un mot normal tournant est une échelle.
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e Définition: Pour p < ¢, on pose 6,y = 0p ... 0g—1.

— 1
~monaay,, =0pg-10a, |, 0

».q—1: OU bien encore a,, = 0y,

e Définition: Un §-mot est dit dangereux s'il s'écrit

s—1 s—1 1
: Of(‘l'),‘n.f'l
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Mots dangereux

e Définition: Pour p < ¢, on pose 6,y = 0p ... 0g—1.

_ -1 : _ -1
~monaa,, =0pq-10a, ;,0,, 1, 0ubienencorea, , =0dpq0,, ;.

e Définition: Un §-mot est dit dangereux s'il s'écrit

c—1 c—1
5 o0 Gy

s—1
O.f(d');n*'l fld—1),n—2
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Mots dangereux

o Définition: Pour p < g, on pose 0, ¢ = 0y ... Oy—1.

— —1 ; —
~onaa,, =0pq-10a, ;,0,, 1, 0u bienencorea, , = dp4 0

=) c—1
),n—2 Of((l 1),n—2 Of('l'),‘r. 2

avecn —3 > f(d) >

e Exemple:Onaa, | | =0p-1n-10," 1 2
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Mots dangereux

o Définition: Pour p < g, on pose 0, ¢ = 0y ... Oy—1.

— —1 ; — -1
~monaa,, =0pq-10a, ;,0,, 1,0u bienencore a, , = 0,49,

=) c—1
Of((l 1),n—2 Of(‘l'),‘n.f'l

avecn —3 > f(d) >

. _ —1
e Exemple: On a ap 11 =0p-1n-10,"1 n_o.

~ Le mot 5 “1.n—o st dangereux.
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Echelle

Un mot w est une échelle s'il est de la forme :

27/31



Echelle

Un mot w est une échelle s'il est de la forme :

e Proposition: Soit (0, ..., #1) un ¢,-éclatement.
Pour tout k > 3, la forme normale tournante de [ est une échelle.

27/31



Echelle

Un mot w est une échelle s'il est de la forme :

e Proposition: Soit (0, ..., #1) un ¢,-éclatement.
Pour tout k > 3, la forme normale tournante de [ est une échelle.

~~ Pour k > 3, la tresse ) est différente de 1. J

27/31



Echelle

Un mot w est une échelle s'il est de la forme :

e Proposition: Soit (0, ..., #1) un ¢,-éclatement.
Pour tout k > 3, la forme normale tournante de [ est une échelle.

~~ Pour k > 3, la tresse ) est différente de 1. J

~ Pour k > 3, la derniére lettre de la f.n.t de () est du type a .. |
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Diagramme de renversement

Soit u un mot dangereux et w une échelle.
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Soit u un mot dangereux et w une échelle.

e Question: Comment transformer ¢,,(u) w en un mot non an_g—négatif?J

~» A I'aide de diagramme de renversement.

a3 a3 Qs 4
02,4 03,4 03,4
1 =) a 1 1
01,4 Sk i 1,4 02,4 Bt 555

)

03,4

—
d1,4 953
,
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Autres utilisations de la forme normale tournante
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Autres utilisations de la forme normale tournante
e Généralistaion aux ordres de Nielsen-Thurston de type fini (T. Ito)

e Etude du probléeme de conjugaison (avec V. Gebhardt).

Probléme de conjuguaison : Pour 83, 5’ dans B,,, décider

s'il existe v dans B,, tel qu'on ait 3 =~ 3 7.

~ Equivalent a : Pour 3, ' dans B;*, décider

n !

s'il existe v dans B* tel qu'on ait 3 =~ "' 3 ~.

Lien avec :
e |a cryptographie des tresses,
e |a théorie des noeuds.
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Que peut-on espérer ?

e Définition: Pour 8 € B/, on note u(f3) la plus petite tresse

n

o S e
conjuguée a 3 dans B, *.
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