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Semigroupes numériques

 s.g.n. à la place de “semigroupe numérique”

• Définition : Un s.g.n. S est une partie de N vérifiant :
– S contient 0 ;
– S est stable par addition : S + S ⊆ S ;
– S est de complément fini : card(N \ S) < +∞.

• Exemple : SE = {0, 3, 6, 7, 9, 10} ∪ {x ∈ N | x > 12}.
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 s.g.n. à la place de “semigroupe numérique”
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Semigroupe numérique

• Définition : Pour S un s.g.n. on pose :

– m(S) = min(S \ {0}), la multiplicité de S ;

– g(S) = card(N \ S), le genre de S ;

– F (S) = max(N \ S), le Frobenius de S ;

– c(S) = 1 + F (S), le conducteur de S.

 par convention F (N) = −1 et donc c(N) = 0.

• Exemple : SE = {0, 3, 6, 7, 9, 10} ∪ {x ∈ N | x > 12}

1 2 4 5 8 110 3 6 7 9 10 12 13 14 15 ...

m(SE) = 3, g(SE) = 6, F (SE) = 11, c(SE) = 12.
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– g(S) = card(N \ S), le genre de S ;

– F (S) = max(N \ S), le Frobenius de S ;

– c(S) = 1 + F (S), le conducteur de S.

 par convention F (N) = −1 et donc c(N) = 0.

• Exemple : SE = {0, 3, 6, 7, 9, 10} ∪ {x ∈ N | x > 12}

1 2 4 5 8 110 3 6 7 9 10 12 13 14 15 ...

m(SE) = 3, g(SE) = 6, F (SE) = 11, c(SE) = 12.

3/32



Semigroupe numérique
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– g(S) = card(N \ S), le genre de S ;

– F (S) = max(N \ S), le Frobenius de S ;

– c(S) = 1 + F (S), le conducteur de S.

 par convention F (N) = −1 et donc c(N) = 0.

• Exemple : SE = {0, 3, 6, 7, 9, 10} ∪ {x ∈ N | x > 12}

1 2 4 5 8 110 3 6 7 9 10 12 13 14 15 ...11

m(SE) = 3, g(SE) = 6, F (SE) = 11,

c(SE) = 12.

3/32



Semigroupe numérique
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Éléments irréductibles

• Définition : Un entier x d’un s.g.n S est dit irréductible si

x = y + z avec y, z ∈ S =⇒ y = 0 ou z = 0.

Irr(S) est l’ensemble des éléments irréductibles de S.

• Exemple : Pour SE = {0, 3, 6, 7, 10} ∪ {x ∈ N | x > 12}

les éléments irréductibles de SE sont Irr(SE) = {3, 7}.

 il y’a au plus m(S) éléments irréductibles.
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Éléments irréductibles
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les éléments irréductibles de SE sont Irr(SE) = {3, 7}.

 il y’a au plus m(S) éléments irréductibles.
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4/32
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Éléments irréductibles

• Définition : X ⊆ N est un ensemble générateur d’un s.g.n. S si

∀y ∈ S, ∃x1, ..., xk ∈ X, y =
k∑

i=1

xi

On écrit alors S = 〈X〉

• Proposition : Irr(S) est l’ensemble générateur minimal de S.

• Exemple : SE = {0, 3, 6, 7, 9, 10} ∪ {x ∈ N | x > 12} = 〈3, 7〉.
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• Définition : X ⊆ N est un ensemble générateur d’un s.g.n. S si
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On écrit alors S = 〈X〉

• Proposition : Irr(S) est l’ensemble générateur minimal de S.
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Problème du Frobenius

• Problème : Déterminer F (S) = max(N \ S) à partir de Irr(S).

• Proposition (Sylvester 1884) : On a F (〈a, b〉) = ab− a− b.

• Proposition (Brauer 1942) : Pour S = 〈a, a+ 1, ..., a+ k〉 on a

F (S) =

(⌊
a− 2

k

⌋
+ 1

)
a− 1
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Problème du Frobenius

• Problème : Déterminer F (S) = max(N \ S) à partir de Irr(S).

• Proposition (Robert 1956) : Pour S = 〈a, a+ d, ..., a+ kd〉 on a

F (S) =

(⌊
a− 2

k

⌋
+ 1

)
a+ (d− 1)(a− 1)− 1

• Théorème (Curtis 1990) :
Il n’existe pas de famille de polynômes P1, ..., Pk vérifiant

∀a, b, c ∃i F (〈a, b, c〉) = Pi(a, b, c).
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Frobenius : Complexité

• Problème: Déterminer F (S) = max(N\S) à partir de Irr(S).

• Théorème (Kannan 1991) :
Si le cardinal de Irr(S) est fixé alors (FP) est polynomial.

 calcul du covering radius d’un certain simplex.

• Théorème (Raḿırez-Alfonśın 1994) :
Le problème de Frobenius (FP) est NP-dur.

 Réduction polynomiale de IKP à FP.
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 Réduction polynomiale de IKP à FP.
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 Réduction polynomiale de IKP à FP.
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Conjecture de Wilf

• Conjecture (Wilf 1978) : On a toujours

c(S)− g(S)
c(S)

>
1

card(Irr(S))

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉,

c(S) = 8, g(S) = 5

1 2 4 5 73 8 100 6 9 11 12 13 14 1512 13 14 15 ...

• • •

 on a bien
3

8
>

1

3
.
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L’arbre des semigroupes numériques

• Fait: Pour S′ un s.g.n.,

l’ensemble S = S′∪{F (S′)} est un s.g.n.

0 3 6 7 9 10 12 13 14 151 2 4 5 8 11 ...

On a g(S) = g(S′)− 1 et F (S) < F (S′).

• Corollaire : Chaque s.g.n. S′ 6= N peut être obtenu d’un s.g.n. S
en retirant un entier x > F (S) :

S′ = Sx = S \ {x}.

• Proposition : Pour un s.g.n. S,
l’ensemble Sx est un s.g.n. ssi

x ∈ Irr(S).
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Calcul du fils

• Question : Comment, à partir de Irr(S), calculer
Irr(Sx) avec x ∈ Irr(S) et x > F (S) ?

Dans le package numericalsgp de GAP, M. Delgado,
P. Garcia-Sanchez et J. Morais utilise l’ensemble d’Apéry de S.

• Définition : Ape(S) = {a ∈ S | a−m(S) 6∈ S}.

• Proposition : On a
– Irr(S) ⊆ Ape(S) ;
– c(S) = max(Ape(S))−m(S) + 1 ;
– card(Ape(S)) = m(S).

 calcul de Ape(Sx) pas si évident.
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• Définition : Ape(S) = {a ∈ S | a−m(S) 6∈ S}.

• Proposition : On a
– Irr(S) ⊆ Ape(S) ;
– c(S) = max(Ape(S))−m(S) + 1 ;
– card(Ape(S)) = m(S).

 calcul de Ape(Sx) pas si évident.

12/32



Calcul du fils
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Les nombres ng

• Définition : Pour g ∈ N :

Ng = {s.g.n. S | g(S) = g} et ng = card(Ng).

• Exemple :

•

•

•

•

• • • •

•

• •

•

•

•

•

n0 = 1

n1 = 1

n2 = 2

n3 = 4

n4 = 7
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• Définition : Pour g ∈ N :
Ng = {s.g.n. S | g(S) = g} et ng = card(Ng).

• Exemple :

•

•

•

•

• • • •

•

• •

•

•

•

•

n0 = 1

n1 = 1

n2 = 2

n3 = 4

n4 = 7

13/32



Les nombres ng

• Définition : Pour g ∈ N :
Ng = {s.g.n. S | g(S) = g} et ng = card(Ng).

• Exemple :

•

•

•

•

• • • •

•

• •

•

•

•

•

n0 = 1

n1 = 1

n2 = 2

n3 = 4

n4 = 7

13/32



Les nombres ng
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Les nombres ng

• En 2008, M. Bras-Amorós détermine ng pour

g 6 52.
 Le calcul de n50 à partir de N49 a pris 18 jours.

• Après, M. Delgado détermine n55.

• Exemple :
– n10 = 204
– n20 = 37 396
– n30 = 5 646 773
– n40 = 774 614 284
– n50 = 101 090 300 128
– n55 = 1 142 140 736 859

• Question : Comment améliorer la vitesse d’exploration de
l’arbre jusqu’à un genre donné ?
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 Le calcul de n50 à partir de N49 a pris 18 jours.

• Après, M. Delgado détermine n55.
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• Question : Comment améliorer la vitesse d’exploration de
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 Le calcul de n50 à partir de N49 a pris 18 jours.

• Après, M. Delgado détermine n55.
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• Question : Comment améliorer la vitesse d’exploration de
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Largeur vs profondeur

• Comparaison des temps :

g 30 31 32 33 34 35 36 37 38
largeur 5.0 8.3 14 23 38 1251

profondeur 3.4 5.8 9.2 16 27 45 75 125 304

• Le parcours en profondeur utilise moins de mémoire.
 donc un peu plus rapide que le parcours en largeur.

• Mais pour aller plus profond il faut recommencer depuis la racine.
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Nombres de décompositions

• Définition : Pour S un s.g.n. et x ∈ N, on pose

– DS(x) = {(y, z) ∈ S2 s.t. x = y + z et y 6 z} ;

– dS(x) = card(DS(x)).

• Exemple : SE = {0, 3, 6, 7, 9, 10} ∪ {x ∈ N | x > 12}

– DSE(18) = {(0, 18), (3, 15), (6, 12), (9, 9)}

– dSE(18) = 4.
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Nombres de décompositions
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Nombres de décompositions

• Proposition : Pour S un s.g.n. et x ∈ N \ {0}, on a :

– x ∈ S ssi dS(x) > 1 ;

(0, x) ∈ DS(x)

– x ∈ Irr(S) ssi dS(x) = 1.

DS(x) = {(0, x)}

• Proposition : Pour S un s.g.n., on a :

– m(S) 6 g(S) + 1 ; 6 3 g(S)

– c(S) 6 2 g(S) ; 6 3 g(S)

– x ∈ Irr(S)⇒ x 6 3 g(S). 6 3 g(S)
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Nombres de décompositions

• Proposition : Pour S un s.g.n. et x ∈ N \ {0}, on a :

– x ∈ S ssi dS(x) > 1 ; (0, x) ∈ DS(x)

– x ∈ Irr(S) ssi dS(x) = 1. DS(x) = {(0, x)}

• Proposition : Pour S un s.g.n., on a :

– m(S) 6 g(S) + 1 ; 6 3 g(S)

– c(S) 6 2 g(S) ; 6 3 g(S)

– x ∈ Irr(S)⇒ x 6 3 g(S). 6 3 g(S)

19/32



Nombres de décompositions
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Nombres de décompositions d’un fils

• Comment obtenir dSx(y) à partir de dS(y) ?

• Proposition : Soit S un s.g.n. et x dans Irr(S) tel que x > c(S).
Pour tout y ∈ N \ {0} on a :

dSx(y) =

{
dS(y)− 1 si y > x et dS(y − x) > 0 ;

dS(y) sinon.
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Vecteur de décomposition

Soit G > 0 un entier.

• Définition : Pour S un s.g.n. avec g(S) 6 G on pose :

δS = (dS(0), ..., dS(3G)) ∈ N3G+1

 δS décrit complètement le s.g.n. S.

• Proposition : Pour S 6= N un s.g.n. tel que g(S) 6 G :

– m(S) = min{1 6 i 6 3G tel que dS(i) 6= 0} ;

– g(S) = card{1 6 i 6 3G tel que dS(i) = 0} ;

– c(S) = 1 + max{1 6 i 6 3G tel que dS(i) = 0} ;

– Irr(S) = {1 6 i 6 3G tel que dS(i) = 1}.
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Vecteur de décomposition

Pour S = 〈3, 8, 10〉,

δS =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

...

1 0 0 1 0 0 2 0 1 2 1 2 3 2 3 3 4 4

δS8 = ...

 On a donc S8 = 〈3, 10, 11〉.
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Vecteur de décomposition

Pour S = 〈3, 8, 10〉,

δS =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

...1 0 0 1 0 0 2 0 1 2 1 2 3 2 3 3 4 4

δS8 = ...01 0 0 1 0 0 2 0 2 1

 On a donc S8 = 〈3, 10, 11〉.

22/32



Vecteur de décomposition
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Vecteur de décomposition

Pour S = 〈3, 8, 10〉,

δS =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

...1 0 0 1 0 0 2 0 1 2 1 2 3 2 3 3 4 4

δS8 = ...01 0 0 1 0 0 2 0 2 1 1 3 2 2 3 3

 On a donc S8 = 〈3, 10, 11〉.

22/32



Vecteur de décomposition
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Représentation machine

• Un s.g.n. S avec g(S) 6 G sera représenté en machine par

S . m, S . c, S . g et S . d

où S . d[i] désigne dS(i).

• Fait : Pour i ∈ {0, ..., 3G} on a

dS(i) 6 1 +

⌊
i

2

⌋
avec égalité pour S = N.
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avec égalité pour S = N.

23/32



Représentation machine

• Un s.g.n. S avec g(S) 6 G sera représenté en machine par
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Algorithme

• Remarque : Lors de l’exploration de l’arbre, la taille de δS
dépend de la profondeur G à atteindre.

Racine(G):
allouer Semigroupe S

S.c ← 0

S.g ← 0

S.m ← 1

pour x de 0 jusque 3G:

S.delta[x]← 1+

⌊
x

2

⌋
retourner S
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Algorithme

Exploration de l’arbre jusqu’à la profondeur G en utilisant une pile.

Exploration(G):

allouer Pile pile

pile.poser(Racine(G))
tant que pile est non vide :

S ← pile.dessus()

pile.retirer()

pour x de S.c jusque S.c+S.m-1:

si S.delta[x]==1:
pile.poser(Fils(G,S,x))
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Algorithme

Algorithme retournant le fils Sx de S.

Fils(G,S,x)

allouer Semigroupe Sx

Sx . c← x+ 1

Sx . g← S . g+ 1

si x > S . m alors
Sx . m← m

sinon
Sx . m← m+ 1

Sx . d← S . d
pour y de x jusque 3G faire

si S . d[y-x] > 0 alors
Sx . d[y]← Sx . d[y]− 1

retourner Sx
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Complexité

• Proposition : Exploration de l’arbre jusqu’au genre G avec
l’algorithme précédant est en

O

(
log(G)×G×

G∑
g=0

ng

)

avec une consommation mémoire en O(log(G)×G3).

g 30 31 32 33 34 35 36 37 38
largeur 5.0 8.3 14 23 38 1251
prof. 3.4 5.8 9.2 16 27 45 75 125 204

prof.+δ 0.3 0.6 1.0 1.7 2.7 4.2 7.5 12 20
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Architecture

Mémoire vive
Bus mémoire

Disque dur
Bus E/S

coeur 1

coeur 2

coeur 3

coeur 4

L3

L2

L1

L2

L1

L2

L1

L2

L1

L1 L2 L3 Mermoire Disque
Quantité

64Ko 256Ko 6Mo 8Go 1To

Latence (ns)

1 3-10 10-20 50 -100 25000-500000
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Mémoire vive
Bus mémoire
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64Ko 256Ko 6Mo 8Go 1To

Latence (ns)

1 3-10 10-20 50 -100 25000-500000

28/32



Architecture
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64Ko 256Ko 6Mo 8Go 1To

Latence (ns)

1 3-10 10-20 50 -100 25000-500000

28/32



Architecture
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Quantité 64Ko 256Ko

6Mo 8Go 1To

Latence (ns)

1 3-10 10-20 50 -100 25000-500000

28/32



Architecture
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Mémoire vive
Bus mémoire
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Optimisation : SSE

δS

δSx

yy − x

...

 chaque nombre de décomposition peut être codé sur 8bits
 avec la technologie SIMD, un CPU peut effectuer

une opération sur plusieurs données en parallèle.

 16 nombres de décompositions sont mis à jour par étape
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Temps de calcul

g 30 31 32 33 34 35 36 37 38
largeur 5.0 8.3 14 23 38 1251
prof. 3.4 5.8 9.2 16 27 45 75 125 204

prof.+δ 0.3 0.6 1 1.7 2.7 4.2 7.5 12 20
prec.+SSE 0.1 0.2 0.3 0.4 0.8 1.2 2.0 3.1 5.1

 Peut-on aller plus loin ?
 Oui en utilisant plusieurs coeurs ! grâce à la technologie Cilk.

Threads 30 35 40 45 50
1 0.11 1.26 14.9 182 2201
2 0.06 0.65 7.50 92 1110
3 0.05 0.44 5.14 63 747
4 0.04 0.34 4.02 48 489

 Le CPU utilisé est un i5-3570K avec 4 coeurs.
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Résultats

• Calcul des valeurs ng pour g 6 67.

 sur un machine 32 coeurs durant 15 jours.

n67 = 377 866 907 506 273

• Vérification de la conjecture de Wilf pour les s.g.n. de genre 6 60.

card(Irr(S)) >
c(S)

c(S)− g(S)

 quelques heures sur un ordinateur personnel.
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Merci !
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