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e Fait: Tout o de Wt peut étre écrit comme produit sur S. J

e Définition: Une expression de longueur minimale est dite réduite. )

~» £(0o) est la longueur d’une expression réduite de o.

e Lemme: On peut transformer une expression réduite de o € Wr

en une autre en appliquant seulement des relations de Rel(T).

~ pas besoin des relations s = 1.
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e Définition : Une application r : W — BIT définie par
r(0) = Siy + .o - 84y,

oll S, * ... - S5, est une expression réduite de o.

~ 7(Wr) : tresses simples de Bj.
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~> la forme normale de Garside a gauche de x.
~ k est la longueur de Garside de x.

e Combien de tresses B (T') sont de longueur de Garside d ? J

~> ce nombre est noté nr(d).
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e Théoreme (F. Hivert,J.C. Novelli,J.Y.Thibon '2008) :

Pour tout n > 1, le polynéme x 4, divise xa4,,,,-

~ utilisation de I'algebre de Hopf FQSym,
~> introduite par C. Malvenuto et C. Reutenauer en 1995.
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Ona:
xB, () = (z — 1)
xB,(z) = z* (z — 1)* (z — 3);
xBs () = ' (x — 1)3 (z — 3) (z® — 162? + 43z — 20);
xB, () = 23" (x — 1)* (z — 3) (z® — 1622 + 43z — 20)
x (z* — 8523 + 1003z — 2291z + 1260).

e Le polyndbme xp, doit certainement diviser xp

.1 POUr L >

1.
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On a:
XD, (z) = (z — 1);
xp.(z) = (z — 1)%
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Et pour le type D ?

Ona:
xp, () = (z — 1);
XD, () = (z — 1)%
XD, (z) = ¢'° (x — 1)* (z — 2) (2® — 6z + 3);
XD, () = 2% (z — 1)°

x (% — 44x* + 40223 — 1084z + 989z — 360).

Pas d’espoir que xp,, divise xp,,, pour n > 2.
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e Proposition: En posant S,, = {sg, S1,...;Sn—1}, On a
Sf ~Wg, = (S| Rel(B,) et s2 =1)

ouB,— e6e— ¢

~ identification de Gf avec Wp, .
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Vo € 67:5, ®(0) = ®,(0) = Z 7

TE GBif
Des(-r_l)CDes(a)

~ * Adjp est une matrice représentative de &,
~> il reste a établir que x(®,,) divise x(Pn41).
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Une application 8 : Q&+ — QST est une dérivation surjective si
- Vo € 62:, T E 6;}: d(owrt) =9(o) T+ ollO(T);
-Vn €N, 8(Q6t) = Qe .

e Théoreme: S’il existe une dériv. surj. 8 commutant avec P alors

vn €N, x(®,) divise x(Pr+1).

~~ on peut supprimer la compatibilité de 9 avec LLI.
~~> mais on l'utilisera pour la commutativité.
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QST est une algebre de Hopf, notée BFQSym.

De &% ~ Zy 1 &,,, on obtient BFQSym ~ FQSym®>.

ot FQSym?™ est I'algebre de Hopf des permutations D-colorées
~> introduite par J.C. Novelli et J.Y. Thibon en 2010.
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~> par un argument triangulaire.

e Corollaire : L'application & est une dériv. surj. de QS=. J

~ il reste a établir que 6 commute avec P.
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De la compatibilité de 9 avec LI on obitent :
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21140 (2 — 1)3 (& — 4) (22 — 252 + 10)
(26 — 274 2% + 9194 2* — 77096 > + 250605 222 — 324870 « + 138600).

La série génératrice de np,(d) est

138600t% — 187350t% — 32055 t* 4 879703 — 155042 — 876t — 1
(1386006 — 324870 t5 4 250605t — 77096 t3 + 91942 — 274t + 1)(t — 1)
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214390 (5 — 1)2 (2® — 3436 27 4 565470 2 — 11284400 =® + 81322353 =%
— 246756500 x> + 305430848 2 — 157717504  + 27929088).

N(t)
D(t)(t—1)

N (t) = 27929088 t5 — 1472204807 + 247258432t° — 138197780 ¢°
+ 465433 t* 4 10247814t — 1205944 > — 10962t — 1,

Le série génératrice de ng, (d) est avec

D(t) = 27929088t — 157717504 t” + 305430848 t® — 246756500 t°
+ 81322353 t* — 112844003 4 5654702 — 3436t + 1.

37/39



Type Eg

38/39



Type Eg

38/39



Type Eg

R

Le polynéme caractéristique de Adjg, est

38/39



Type Eg

R

Le polynéme caractéristique de Adjg, est

51823 (1 — 1)2(2'® — 545421 4 3391893 x13 — 424089882 212
+ 19590731031 2! — 417118001254 21° + 4673188683575 =2
— 29907005656510 x® + 115900067128500 =7 — 282097630883500 x°®
+ 439789995997000 x5 — 441496921502000 = + 282303310340000 z>
— 110981554480000 =2 + 24563716800000 =z — 2328480000000).

38/39



Type Eg

R

Le polynéme caractéristique de Adjg, est

51823 (1 — 1)2(2'® — 545421 4 3391893 x13 — 424089882 212
+ 19590731031 2! — 417118001254 21° + 4673188683575 =2
— 29907005656510 x® + 115900067128500 =7 — 282097630883500 x°®
+ 439789995997000 x5 — 441496921502000 = + 282303310340000 z>
— 110981554480000 =2 + 24563716800000 =z — 2328480000000).

Nous avons aussi déterminé celle de ng,(d).

38/39



Type Eg

R

Le polynéme caractéristique de Adjg, est

51823 (1 — 1)2(2'® — 545421 4 3391893 x13 — 424089882 212
+ 19590731031 2! — 417118001254 21° + 4673188683575 =2
— 29907005656510 x® + 115900067128500 =7 — 282097630883500 x°®
+ 439789995997000 x5 — 441496921502000 = + 282303310340000 z>
— 110981554480000 =2 + 24563716800000 =z — 2328480000000).

Nous avons aussi déterminé celle de ng,(d).
~> Le type Er a aussi été fait

38/39



Type Eg

R

Le polynéme caractéristique de Adjg, est

51823 (1 — 1)2(2'® — 545421 4 3391893 x13 — 424089882 212
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Nous avons aussi déterminé celle de ng,(d).
~ Le type Er a aussi été fait (mais pas Eg).
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