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Graphe de Coxeter

Soit S un ensemble.

• Définition : Une matrice M = (ms,t) sur S est de Coxeter si :
– ms,t ∈ N ∪ {+∞};
– M est symétrique : ms,t = mt,s;
– ms,t = 1 ssi s = t.

La matrice M est représentée par le graphe Γ = Γ(S,M):
– points : éléments de S;
– arrête entre s et t étiquetée ms,t si ms,t > 3.

• Exemple : S = {a, b, c},

M =



1 3 2
3 1 4
2 4 1



, Γ =

a b c3 4

.
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Groupes de Coxeter

• Définition : Pour s, t ∈ S et n ∈ N ∪ {+∞} :

prod(s, t;n) =

ε pour n = +∞,

s t s ...︸ ︷︷ ︸
n lettres

sinon.

• Définition : Pour Γ = Γ(S,M) un graphe de Coxeter :

WΓ =
〈
S | Rel(Γ) et s2 = 1 pour s ∈ S

〉
,

Rel(Γ) =
{
prod(s, t;ms,t) = prod(t, s;ms,t) | (s, t) ∈ S2

}
.
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• Définition : Pour s, t ∈ S et n ∈ N ∪ {+∞} :

prod(s, t;n) =

ε pour n = +∞,

s t s ...︸ ︷︷ ︸
n lettres

sinon.
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• Définition : Pour s, t ∈ S et n ∈ N ∪ {+∞} :

prod(s, t;n) =

ε pour n = +∞,

s t s ...︸ ︷︷ ︸
n lettres

sinon.
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• Définition : Pour s, t ∈ S et n ∈ N ∪ {+∞} :

prod(s, t;n) =

ε pour n = +∞,

s t s ...︸ ︷︷ ︸
n lettres

sinon.
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Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :

s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn

3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn

3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :

s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−1

4 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−1

4 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14

3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3

3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :

s tp
et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Types de Coxeter

Les graphes de Coxeter connexe Γ tels que WΓ soit fini sont :

An (n > 1) :
s1 s2 s3 sn−1 sn3 3 3

Bn (n > 2) :
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

Dn (n > 4) :

s′0

s1

s2 sn−3 sn−2 sn−1

3

3

3 3

la famille Ip (p > 5) :
s tp

et 6 autres types exceptionnels.

4/39



Expression réduite

• Fait : Tout σ de WΓ peut être écrit comme produit sur S.

• Définition: Une expression de longueur minimale est dite réduite.

 `(σ) est la longueur d’une expression réduite de σ.

• Lemme : On peut transformer une expression réduite de σ ∈WΓ

en une autre en appliquant seulement des relations de Rel(Γ).

 pas besoin des relations s2 = 1.
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• Fait : Tout σ de WΓ peut être écrit comme produit sur S.
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Monoides de tresses

Soit Γ = Γ(M,S) un graphe de Coxeter

• Définition : Le monoide de tresse de type Γ est

B+
Γ = 〈S | Rel(Γ)〉+ .

 un morphisme π : B+
Γ →WΓ défini par π(s) = s.

• Définition : Une application r : WΓ → B+
Γ définie par

r(σ) = si1 · ... · sik
où si1 · ... · sik est une expression réduite de σ.

 r(WΓ) : tresses simples de B+
Γ .
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Γ définie par

r(σ) = si1 · ... · sik
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• Définition : Une application r : WΓ → B+
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Forme normale de Garside à gauche

• Définition : Pour x, y ∈ B+
Γ , x est un diviseur à gauche de y si

∃z ∈ B+
Γ tel que y = x · z.

• Proposition : Pour x ∈ B+
Γ \ {1} il existe un unique k > 1

et des uniques σ1, ..., σk de WΓ \ {1} tels que :
– x = r(σ1) · ... · r(σk);
– r(σi) est la plus grande tresse simple

divisant à gauche r(σi) · r(σi+1) pour i ∈ [1, k − 1].

 la forme normale de Garside à gauche de x.
 k est la longueur de Garside de x.

• Combien de tresses B+(Γ) sont de longueur de Garside d ?

 ce nombre est noté nΓ(d).
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7/39



Forme normale de Garside à gauche
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7/39



Forme normale de Garside à gauche
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 la forme normale de Garside à gauche de x.
 k est la longueur de Garside de x.

• Combien de tresses B+(Γ) sont de longueur de Garside d ?

 ce nombre est noté nΓ(d).
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Descentes de WΓ

• Définition : L’ensemble des descentes de σ ∈WΓ, est

Des (σ) = {s ∈ S | `(σs) < `(σ)}.

• Lemme : Pour σ, τ ∈WΓ, r(σ) est la tresse simple maximale
qui divise à gauche r(σ) r(τ ) ssi Des

(
τ−1

)
⊆ Des (σ).

• Proposition : Le nomnre nΓ(d) est le cardinal de{
(σ1, ..., σd) ∈W d

Γ |Des
(
σ−1
i+1

)
⊆ Des (σi) pour i ∈ [1, d− 1]

}
.
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Matrice d’adjacence

• Définition: Pour Γ un graphe de Coxeter, on note AdjΓ = (aΓ
σ,τ )

la matrice carré indéxée sur WΓ et définie par :

aΓ
σ,τ =

{

1 pour Des
(
τ−1

)
⊆ Des (σ);

0 sinon.

• Proposition (P. Dehornoy ’2007) : On a

nΓ(d) =

tX Adjd−1
Γ X où X =

∑
σ∈WΓ\{1}

σ.

• Corollaire : La série génératrice de d 7→ nΓ(d) est

FΓ(t) = tX(I − tAdjΓ)−1X.
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Γ X où X =

∑
σ∈WΓ\{1}

σ.
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• Définition: Pour Γ un graphe de Coxeter, on note AdjΓ = (aΓ
σ,τ )
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aΓ
σ,τ =

{
1 pour Des

(
τ−1

)
⊆ Des (σ);

0 sinon.

• Proposition (P. Dehornoy ’2007) : On a

nΓ(d) =

tX Adjd−1
Γ X où X =
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• Définition: Pour Γ un graphe de Coxeter, on note AdjΓ = (aΓ
σ,τ )
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Polynômes caractéristiques

Le polynôme caractéristique χΓ de AdjΓ donne des informations
sur la croissance de la suite d 7→ nΓ(d).

• Exemple : WAn ' Sn+1, et B+
An

= B+
n+1 :

χA1(x) = (x− 1);

χA2(x) = (x− 1)2;

χA3(x) = x3 (x− 1)2 (x− 2);

χA4(x) = x16 (x− 1)2 (x− 2) (x2 − 6x+ 3).

• Théorème (F. Hivert,J.C. Novelli,J.Y.Thibon ’2008) :
Pour tout n > 1, le polynôme χAn divise χAn+1

.

 utilisation de l’algèbre de Hopf FQSym,
 introduite par C. Malvenuto et C. Reutenauer en 1995.
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Le polynôme caractéristique χΓ de AdjΓ donne des informations
sur la croissance de la suite d 7→ nΓ(d).

• Exemple : WAn ' Sn+1, et B+
An

= B+
n+1 :

χA1(x) = (x− 1);

χA2(x) = (x− 1)2;

χA3(x) =

x3 (x− 1)2 (x− 2);

χA4(x) = x16 (x− 1)2 (x− 2) (x2 − 6x+ 3).
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.

 utilisation de l’algèbre de Hopf FQSym,
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Et pour le type B ?

On a :

χB1(x) = (x− 1)2;

χB2(x) = x4 (x− 1)3 (x− 3);

χB3(x) = x41 (x− 1)3 (x− 3) (x3 − 16x2 + 43x− 20);

χB4(x) = x372 (x− 1)4 (x− 3) (x3 − 16x2 + 43x− 20)

× (x4 − 85x3 + 1003x2 − 2291x+ 1260).

• Le polynôme χBn doit certainement diviser χBn+1
pour n >

1.
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Et pour le type D ?

On a :

χD1(x) = (x− 1);

χD2(x) = (x− 1)4;

χD3(x) = x19 (x− 1)2 (x− 2) (x2 − 6x+ 3);

χD4(x) = x181 (x− 1)6

× (x5 − 44x4 + 402x3 − 1084x2 + 989x− 360).

• Pas d’espoir que χDn divise χDn+1
pour n > 2.
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Permutations signées

• Définition : Une permutation signée de rang n est
une permutation σ de [−n, n] telle que σ(−i) = −σ(i).

 S±n l’ensemble des permutations signées de rang n.
 σ ∈ S±n est notée (σ(1), ..., σ(n)).

• Définition : Pour n > 1, et i ∈ [0, n− 1] on définit

si =

{
(−1, 2, ..., n) si i = 0,

(1, ..., i+ 1, i, ..., n) sinon.

• Proposition : En posant Sn = {s0, s1, ..., sn−1}, on a

S±n 'WBn =
〈
S | Rel(Bn) et s2

i = 1
〉

où Bn =
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

 identification de S±n avec WBn .
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• Définition : Pour n > 1, et i ∈ [0, n− 1] on définit

si =

{
(−1, 2, ..., n) si i = 0,

(1, ..., i+ 1, i, ..., n) sinon.

• Proposition : En posant Sn = {s0, s1, ..., sn−1}, on a

S±n 'WBn =
〈
S | Rel(Bn) et s2

i = 1
〉
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où Bn =
s0 s1 s3 sn−2 sn−14 3 3

 identification de S±n avec WBn .

13/39



Permutations signées
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Descentes de S±
n

• Rappel : Si σ ∈ S±n , Des (σ) = {s ∈ Sn | `(σ si) < `(σ)}.

 remplacé par Des (σ) = {i ∈ [0, n− 1] | `(σ si) < `(σ)}

• Lemme : Pour σ ∈ S±n , on a

Des (σ) = {i ∈ [0, n− 1] |

σ(i) > σ(i+ 1)

} .

• Exemple :

Soit σ = (−2, 4, 3,−1, 6, 5) de S±6 .

0

0 1 2 3 4 5

On a Des (σ) = {

0, 2, 3, 5}.
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 remplacé par Des (σ) = {i ∈ [0, n− 1] | `(σ si) < `(σ)}

• Lemme : Pour σ ∈ S±n , on a

Des (σ) = {i ∈ [0, n− 1] |σ(i) > σ(i+ 1)} .

• Exemple : Soit σ = (−2, 4, 3,−1, 6, 5) de S±6 .

0

0 1 2

3 4 5

On a Des (σ) = {0

, 2, 3, 5}.

14/39



Descentes de S±
n

• Rappel : Si σ ∈ S±n , Des (σ) = {s ∈ Sn | `(σ si) < `(σ)}.
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 remplacé par Des (σ) = {i ∈ [0, n− 1] | `(σ si) < `(σ)}

• Lemme : Pour σ ∈ S±n , on a

Des (σ) = {i ∈ [0, n− 1] |σ(i) > σ(i+ 1)} .

• Exemple : Soit σ = (−2, 4, 3,−1, 6, 5) de S±6 .

0

0 1 2 3 4 5

On a Des (σ) = {0, 2, 3

, 5}.

14/39



Descentes de S±
n

• Rappel : Si σ ∈ S±n , Des (σ) = {s ∈ Sn | `(σ si) < `(σ)}.
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L’endomorphisme Φ

• Définition :

On note QS± le Q-espace vectoriel gradué :

QS± =
⊕
n∈N

QS±n

• Définition : On définit un endomorphisme Φ de QS± par

∀σ ∈ S±n , Φ(σ) = Φn(σ) =
∑
τ∈S±

n

Des(τ−1)⊂Des(σ)

τ

 t AdjBn
est une matrice représentative de Φn,

 il reste à établir que χ(Φn) divise χ(Φn+1).
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 il reste à établir que χ(Φn) divise χ(Φn+1).

15/39



L’endomorphisme Φ
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Idée de la démonstration

• On va définir un produit sur QS±.

• Définition :
Une application ∂ : QS± → QS± est une dérivation surjective si

– ∀σ ∈ S±k , τ ∈ S±` ∂(σ τ ) = ∂(σ) τ + σ ∂(τ );

– ∀n ∈ N, ∂(QS±n ) = QS±n−1.

• Théorème : S’il existe une dériv. surj. ∂ commutant avec Φ alors

∀n ∈ N, χ(Φn) divise χ(Φn+1).

 on peut supprimer la compatibilité de ∂ avec .
 mais on l’utilisera pour la commutativité.
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• Définition :
Une application ∂ : QS± → QS± est une dérivation surjective si
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– ∀σ ∈ S±k , τ ∈ S±`

∂(σ τ ) = ∂(σ) τ + σ ∂(τ );

– ∀n ∈ N, ∂(QS±n ) = QS±n−1.
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• Théorème : S’il existe une dériv. surj. ∂ commutant avec Φ alors

∀n ∈ N, χ(Φn) divise χ(Φn+1).

 on peut supprimer la compatibilité de ∂ avec .
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Démonstration du théorème

Soit ∂ = ⊕∂n une deriv. surj. commutant avec Φ.

– ∀x ∈ ker(∂n), ∂n(Φn(x)) = Φn−1(∂n(x)) = 0.
 ker(∂n) est stable par Φn.

Soit Φn la restriction de Φn à QS±n / ker(∂n)

– Mat(Φn) =
[
An Bn

0 Mat(Φn)

]
, d’où χ(Φn) = χ(An) · χ(Φn).

– De
QS±n / ker(∂n) QS±n / ker(∂n)

QS±n−1 QS±n−1

Φn

∂n ∂n

Φn−1

on obtient χ(Φn) = χ(Φn−1). �
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, d’où χ(Φn) = χ(An) · χ(Φn).

– De
QS±n / ker(∂n) QS±n / ker(∂n)

QS±n−1 QS±n−1

Φn

∂n ∂n

Φn−1

on obtient χ(Φn) = χ(Φn−1). �

17/39



Démonstration du théorème
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– Mat(Φn) =
[
An Bn

0 Mat(Φn)

]
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Soit ∂ = ⊕∂n une deriv. surj. commutant avec Φ.

– ∀x ∈ ker(∂n), ∂n(Φn(x)) = Φn−1(∂n(x)) = 0.
 ker(∂n) est stable par Φn.

Soit Φn la restriction de Φn à QS±n / ker(∂n)
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L’algèbre de Hopf BFQSym

• Proposition : Muni du produit

et du coproduit ∆,
QS± est une algèbre de Hopf, notée BFQSym.

De S±n ' Z2 oSn, on obtient BFQSym ' FQSymS2 .

où FQSymD est l’algèbre de Hopf des permutations D-colorées
 introduite par J.C. Novelli et J.Y. Thibon en 2010.
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où FQSymD est l’algèbre de Hopf des permutations D-colorées
 introduite par J.C. Novelli et J.Y. Thibon en 2010.

18/39
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Le produit de battage

• Définition : On définit une application

: QS±k ⊗ QS±` → QS±k+`

à partir du produit de battage décalé des mots.

• Exemple :

Pour σ = (−2, 1) et τ = (3,−1, 2) on a

σ τ = (−2, 1, 5,−3, 4) + (−2, 5, 1,−3, 4) + (−2, 5,−3, 1, 4)

+ (−2, 5,−3, 4, 1) + (5,−2, 1,−3, 4) + (5,−2,−3, 1, 4)

+ (5,−2,−3, 4, 1) + (5,−3,−2, 1, 4) + (5,−3,−2, 4, 1)

+ (5,−3, 4,−2, 1).
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à partir du produit de battage décalé des mots.
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à partir du produit de battage décalé des mots.
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Coproduit

• Définition :

Le coproduit ∆ est une application
de BFQSym dans BFQSym⊗BFQSym.

• Exemple : Pour σ = (− 4, 5,−2, 1, 3)

∆ =

()⊗ (−4, 5,−2, 1, 3) + (−1)⊗ (4,−2, 1, 3)

+ (−1, 2)⊗ (−2, 1, 3) + (−2, 3,−1)⊗ (1, 2)

+ (−3, 4,−2, 1)⊗ (1) + (−4, 5,−2, 1, 3)⊗ ()
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• Définition : Le coproduit ∆ est une application
de BFQSym dans BFQSym⊗BFQSym.

• Exemple : Pour σ = (− 4, 5,−2, 1, 3)

∆ = ()⊗ (−4, 5,−2, 1, 3) + (−1)⊗ (4,−2, 1, 3)

+ (−1, 2)⊗ (−2, 1, 3)

+ (−2, 3,−1)⊗ (1, 2)

+ (−3, 4,−2, 1)⊗ (1) + (−4, 5,−2, 1, 3)⊗ ()

20/39



Coproduit
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Structure duale de BFQSym

• Proposition : Il existe un produit ∗ et un corproduit δ
tels que

(
QS±

)∗
est aussi une algèbre de Hopf graduée.

 on la note BFQSym∗.

• Fait : Les espaces vect. QS± et
(
QS±

)∗
sont isomorphes.

• Lemme : L’application σ 7→ σ−1 induit un isomorphisme
entre (BFQSym, ,∆) et (BFQSym∗, ∗, δ).

 on peut obtenir ∗ et δ à partir de et ∆.
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est aussi une algèbre de Hopf graduée.

 on la note BFQSym∗.

• Fait : Les espaces vect. QS± et
(
QS±

)∗
sont isomorphes.

• Lemme : L’application σ 7→ σ−1 induit un isomorphisme
entre (BFQSym, ,∆) et (BFQSym∗, ∗, δ).

 on peut obtenir ∗ et δ à partir de et ∆.
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Le produit ∗

• Définition : Pour σ ∈ S±k et τ ∈ S±` , on a :

σ ∗ τ =
∑

α∈S±
k+`

Std(α(1),...,α(k))=σ
Std(α(k+1),...,α(k+`)=τ

α

• Exemple : Pour σ = (2,−1) et τ = (3,−1, 2), on a

σ ∗ τ = (2,−1, 5,−3, 4) + (3,−1, 5,−2, 4) + (4,−1, 5,−2, 3)

+ (5,−1, 4,−2, 3) + (3,−2, 5,−1, 4) + (4,−2, 5,−1, 3)

+ (5,−2, 4,−1, 3) + (4,−3, 5,−1, 2) + (5,−3, 4,−1, 2)

+ (5,−4, 3,−1, 2).
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σ ∗ τ = (2,−1, 5,−3, 4) + (3,−1, 5,−2, 4) + (4,−1, 5,−2, 3)

+ (5,−1, 4,−2, 3) + (3,−2, 5,−1, 4) + (4,−2, 5,−1, 3)

+ (5,−2, 4,−1, 3)

+ (4,−3, 5,−1, 2) + (5,−3, 4,−1, 2)

+ (5,−4, 3,−1, 2).
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Ce qu’il faut retenir?

• But : Etablir que χ(Φn) divise χ(Φn+1).

Avec ∀σ ∈ S±n , Φn(σ) =
∑
τ∈S±

n

Des(τ−1)⊂Des(σ)

τ

• A faire : Construire une -deriv. surj. ∂ commutant avec Φ.

• QS± : Un espace vectoriel gradué avec deux produits et ∗ :

∀σ ∈ S±k , τ ∈ S±` , (σ τ )−1 = σ−1 ∗ τ−1.
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Les éléments Pn et Qn

• Définition : Pour n ∈ N on définit In = (1, ..., n) et

Pn =
∑
σ∈S±

n

Des(σ−1)⊆{0}

σ, Qn =
∑
σ∈S±

n

Des(σ)⊆{0}

σ

 on a Pn = ι(Qn) où ι(σ) = σ−1.

• Exemple : On a

S±2 = {(1, 2), (−1, 2), (1,−2), (−1,−2),

(2, 1), (−2, 1), (2,−1), (−2,−1)}.
et donc

– Q2 =

(1, 2) + (−1, 2) + (−2, 1) + (−2,−1),
– P2 = (1, 2) + (−1, 2) + (2,−1) + (−2,−1).

 2n termes dans Pn et dans Qn.
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Les éléments Pn et Qn
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Les éléments Pn et Qn
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Les éléments Pn et Qn
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Les éléments Pn et Qn
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Les éléments Pn et Qn
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Les éléments Pn et Qn

• Définition : Pour n ∈ N on définit In = (1, ..., n) et

Pn =
∑
σ∈S±

n

Des(σ−1)⊆{0}

σ, Qn =
∑
σ∈S±

n

Des(σ)⊆{0}

σ

 on a Pn = ι(Qn) où ι(σ) = σ−1.
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• Exemple : On a

S±2 = {(1, 2), (−1, 2), (1,−2), (−1,−2),

(2, 1), (−2, 1), (2,−1), (−2,−1)}.
et donc

– Q2 = (1, 2) + (−1, 2) + (−2, 1) + (−2,−1),
– P2 = (1, 2) + (−1, 2) + (2,−1) + (−2,−1).

 2n termes dans Pn et dans Qn.

24/39



Liens entre Φ et .

• Lemme : Pour {k1, ..., k`} ∈ N \ {0} et D l’ensemble

D = {k1, k1 + k2, ..., k1 + ...+ k`−1}

on a, en posant n = k1 + ...+ k`,

Ik1 ∗Qk2 ∗ ... ∗Qk` =
∑
σ∈S±

n

Des(σ)⊆D

σ, Qk1 ∗ ... ∗Qk` =
∑
σ∈S±

n

Des(σ)⊆{0}∪D

σ.

 une conséquence direct de la définition du produit ∗.

• Corollaire : Avec la même définition de D,

Ik1 Pk2 ... Pk` =
∑
σ∈S±

n

Des(σ−1)⊆D

σ, Pk1 ... Pk` =
∑
σ∈S±

n

Des(σ−1)⊆{0}∪D

σ.
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Ik1 Pk2 ... Pk` =
∑
σ∈S±

n

Des(σ−1)⊆D

σ, Pk1 ... Pk`

=
∑
σ∈S±

n

Des(σ−1)⊆{0}∪D

σ.

25/39



Liens entre Φ et .

• Lemme : Pour {k1, ..., k`} ∈ N \ {0} et D l’ensemble

D = {k1, k1 + k2, ..., k1 + ...+ k`−1}

on a, en posant n = k1 + ...+ k`,

Ik1 ∗Qk2 ∗ ... ∗Qk` =
∑
σ∈S±

n

Des(σ)⊆D

σ, Qk1 ∗ ... ∗Qk` =
∑
σ∈S±

n

Des(σ)⊆{0}∪D

σ.

 une conséquence direct de la définition du produit ∗.
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Liens entre Φ et .

• Proposition : Pour {k1, ..., k`} ∈ N \ {0} et D l’ensemble

D = {k1, k1 + k2, ..., k1 + ...+ k`−1}

on a, en posant n = k1 + ...+ k`,

Φn(σ) =

{

Ik1 Pk2 ... Pk` si Des (σ) = D,

Pk1 Pk2 ... Pk` si Des (σ) = {0} ∪D.

 Φn(σ) ne dépend pas de σ mais seulement de

Des (σ).

 Bonne nouvelle : on ne reparlera plus de ∗.
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 Φn(σ) ne dépend pas de σ mais seulement de

Des (σ).

 Bonne nouvelle : on ne reparlera plus de ∗.

26/39



Liens entre Φ et .

• Proposition : Pour {k1, ..., k`} ∈ N \ {0} et D l’ensemble

D = {k1, k1 + k2, ..., k1 + ...+ k`−1}

on a, en posant n = k1 + ...+ k`,

Φn(σ) =

{
Ik1 Pk2 ... Pk` si Des (σ) = D,

Pk1 Pk2 ... Pk` si Des (σ) = {0} ∪D.
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Fonction signe

• Définition :

Pour σ ∈ S±n et i ∈ [1, n− 1] on définit

signi(σ) =



1 si {i− 1, i} ∩Des (σ) = ∅,
− 1 si {i− 1, i} ⊂ Des (σ),

0 sinon.

De plus signn(σ) est −1 pour n− 1 ∈ Des (σ), 0 sinon.

• Exemple : σ = (−1, 2,−4,−5, 3, 6), Des (σ) = {0, 2, 3}.

0 1 2 3 4 5

• • • • • •

sign1(σ) =

0,

sign2(σ) =

0,

sign3(σ) =

− 1,

sign4(σ) =

0,

sign5(σ) =

1,

sign6(σ) =

0,
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• Définition : Pour σ ∈ S±n et i ∈ [1, n− 1] on définit

signi(σ) =


1 si {i− 1, i} ∩Des (σ) = ∅,
− 1 si {i− 1, i} ⊂ Des (σ),

0 sinon.

De plus signn(σ) est −1 pour n− 1 ∈ Des (σ), 0 sinon.

• Exemple : σ = (−1, 2,−4,−5, 3, 6), Des (σ) = {0, 2, 3}.

0 1 2 3 4 5

• • • • • •

sign1(σ) =

0,

sign2(σ) =

0,

sign3(σ) =

− 1,

sign4(σ) =

0,

sign5(σ) =

1,

sign6(σ) =

0,

27/39



Fonction signe
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Fonction d’éffacement

• Définition : Pour σ ∈ S±n et i ∈ [1, n],

deli(σ) = Std(σ(1), ..., σ(i− 1), σ(i+ 1), ..., σ(n)).

 deli(σ) est une permutation de S±n−1.

• Exemple : Pour σ = (−1, 2,−4,−5, 3, 6).

– del1(σ) =

(1,−3,−4, 2, 5);

– del2(σ) =

(−1,−3,−4, 2, 5);

– del3(σ) =

(−1, 2,−4, 3, 5);

– del4(σ) =

(−1, 2,−4, 3, 5);

– del5(σ) =

(−1, 2,−3,−4, 5);

– del6(σ) =

(−1, 2,−4,−5, 3);
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• Définition : Pour σ ∈ S±n et i ∈ [1, n],

deli(σ) = Std(σ(1), ..., σ(i− 1), σ(i+ 1), ..., σ(n)).

 deli(σ) est une permutation de S±n−1.

• Exemple : Pour σ = (−1, 2,−4,−5, 3, 6).

– del1(σ) = (1,−3,−4, 2, 5);
– del2(σ) =

(−1,−3,−4, 2, 5);
– del3(σ) =

(−1, 2,−4, 3, 5);

– del4(σ) =

(−1, 2,−4, 3, 5);

– del5(σ) =

(−1, 2,−3,−4, 5);

– del6(σ) =

(−1, 2,−4,−5, 3);

28/39



Fonction d’éffacement
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Une dérivation

• Définition : On définit une dérivation ∂n : QS±n → QS±n−1 par

∀σ ∈ QS±n ,

∂n(σ) =

n∑
i=1

∂(i)
n (σ) =

n∑
i=1

signi(σ)deli(σ).

 on pose ∂ = ⊕∂n.

• Exemple : Pour σ = (−1, 2,−4,−5, 3,−6).

On a sign3(σ) = −1 et sign4(σ) = 1.

Donc ∂6(σ) = −del3(σ) + del4(σ).

D’où ∂6(σ) = −(−1, 2,−4, 3, 5) + (−1, 2,−3,−4, 5).
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Compatibilité entre ∂ et .

• Lemme :

Pour σ ∈ S±k et τ ∈ S±`

∂
(i)
k+`(σ τ ) =

{

∂
(i)
k τ pour i ∈ [1, k],

σ ∂
(i−k)
` (τ ) pour i ∈ [k + 1, k + `].

 conséquence des définitions de et ∂(i)
n .

• Lemme : L’application ∂n : QS±n → QS±n−1 est surjective.

 par un argument triangulaire.

• Corollaire : L’application ∂ est une dériv. surj. de QS±.

 il reste à établir que δ commute avec Φ.
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 conséquence des définitions de et ∂(i)
n .

• Lemme : L’application ∂n : QS±n → QS±n−1 est surjective.

 par un argument triangulaire.

• Corollaire : L’application ∂ est une dériv. surj. de QS±.
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Compatibilité entre ∂ et .

• Lemme : Pour σ ∈ S±k et τ ∈ S±`

∂
(i)
k+`(σ τ ) =

{
∂

(i)
k τ pour i ∈ [1, k],

σ ∂
(i−k)
` (τ ) pour i ∈ [k + 1, k + `].

 conséquence des définitions de et ∂(i)
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Quelques images de ∂

• Rappel : Pn =
∑

σ∈S±
n ,Des(σ−1)⊂{0}

σ.

• Lemme : En posant Jk = (−k, ...,−1) on a :

Pn =
n∑
k=0

Jk In−k.

• Fait : ∂(Ik) = (k − 1)Ik−1et ∂(Jk) = (k − 2)Jk−1.

De la compatibilité de ∂ avec on obitent :

• Lemme : Pour tout n > 1, ∂(Pn) = (n− 2)Pn−1.
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Image de ∂

On étend Des à une application QS± → ⊕QP([0, n− 1]).

• Définition :

Pour i ∈ N et i 6= k, on pose :

i〈k〉 =

{

i si i < k

i− 1 sinon.

On définit aussi X〈k〉, lorsque 0 6∈ X ⊂ N.

• Lemme:

Posons Des (σ)\{0} = {d1 < ... < dk}. Pour i ∈ [1, k]

Des

 di+1∑
e=di+1

∂(e)(σ)

 =

(d+1 − di − 2) Des (σ)〈di+1〉 ,

avec la convention dk+1 = n. De plus

Des

(
d1∑
e=1

∂(e)(σ)

)
=

{

(d1 − 1)Des (σ)〈d1〉 si 0 6∈ Des (σ),

(d1 − 2)Des (σ)〈d1〉 si 0 ∈ Des (σ).
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On étend Des à une application QS± → ⊕QP([0, n− 1]).
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Commutation

• Théorème : Les endomorphismes Φ et ∂ commutent.

• Démo : Soit σ ∈ S±n avec 0 6∈ Des (σ) = {d1 < ... < d`}.

– Posons ki = di − di−1 pour i ∈ [1, `] avec d0 = 0, d`+1 = n.

– On a Φ(σ) = Pk1 ... Pk`+1
et donc

(∂ ◦ Φ)(σ) =

`+1∑
i=1

(ki − 2)Pk1 ... Pki−1 ... Pk`+1
.

– D’autre part :

Des (∂(σ)) =

`+1∑
i=1

(ki − 2)Des (σ)〈di〉 .

– Il en suit :

(Φ ◦ ∂)(σ) =

`+1∑
i=1

(ki − 2)Pk1 ... Pki−1 ... Pk`+1
.

Le cas 0 ∈ Des (σ) est similaire. �
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• Théorème : Les endomorphismes Φ et ∂ commutent.
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• Démo : Soit σ ∈ S±n avec 0 6∈ Des (σ) = {d1 < ... < d`}.

– Posons ki = di − di−1 pour i ∈ [1, `] avec d0 = 0, d`+1 = n.

– On a Φ(σ) = Pk1 ... Pk`+1
et donc

(∂ ◦ Φ)(σ) =

`+1∑
i=1

(ki − 2)Pk1 ... Pki−1 ... Pk`+1
.

– D’autre part :

Des (∂(σ)) =

`+1∑
i=1

(ki − 2)Des (σ)〈di〉 .

– Il en suit :

(Φ ◦ ∂)(σ) =

`+1∑
i=1

(ki − 2)Pk1 ... Pki−1 ... Pk`+1
.

Le cas 0 ∈ Des (σ) est similaire. �

33/39



Type I

s tp

• Proposition : On a

χIp(x) =

{

x2p−4 (x− 1)3 (x− p+ 1) si p est pair,

x2p−3 (x− 1)2 (x− p+ 1) sinon.

• Proposition : La série génératrice de nIp(d) est :

FIn(t) =
(p− 1)t+ 1

((p− 1)t− 1)(t− 1)
.
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FIn(t) =
(p− 1)t+ 1

((p− 1)t− 1)(t− 1)
.

34/39



Type I

s tp

• Proposition : On a

χIp(x) =

{

x2p−4 (x− 1)3 (x− p+ 1) si p est pair,

x2p−3 (x− 1)2 (x− p+ 1) sinon.
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.
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Type F4

3 4 3

Le polynôme caractéristique de AdjF4
est

x1140 (x − 1)3 (x − 4) (x2 − 25x + 10)

(x6 − 274x5 + 9194x4 − 77096x3 + 250605x2 − 324870x + 138600).

La série génératrice de nF4(d) est

138600 t6 − 187350 t5 − 32055 t4 + 87970 t3 − 15504 t2 − 876 t − 1

(138600 t6 − 324870 t5 + 250605 t4 − 77096 t3 + 9194 t2 − 274 t + 1)(t − 1)
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La série génératrice de nF4(d) est

138600 t6 − 187350 t5 − 32055 t4 + 87970 t3 − 15504 t2 − 876 t − 1

(138600 t6 − 324870 t5 + 250605 t4 − 77096 t3 + 9194 t2 − 274 t + 1)(t − 1)

35/39



Type F4

3 4 3
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La série génératrice de nF4(d) est

138600 t6 − 187350 t5 − 32055 t4 + 87970 t3 − 15504 t2 − 876 t − 1

(138600 t6 − 324870 t5 + 250605 t4 − 77096 t3 + 9194 t2 − 274 t + 1)(t − 1)

35/39



Type F4

3 4 3
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Type H3

3 5

Le polynôme caractéristique de AdjH3
est

x114 (x− 1)2 (x4 − 42x3 + 229x2 − 244x+ 72)

La série génératrice de nH3(d) est

−
72 t4 − 196 t3 + 77 t2 + 76 t+ 1

(72 t4 − 244 t3 + 229 t2 − 42 t+ 1)(t− 1)
.
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Type H4

3 5 3

Le polynôme caractéristique de AdjH4
est

x14390 (x − 1)2 (x8 − 3436x7 + 565470x6 − 11284400x5 + 81322353x4

− 246756500x3 + 305430848x2 − 157717504x + 27929088).

Le série génératrice de nH4(d) est N(t)
D(t)(t−1)

avec

N(t) = 27929088 t8 − 147220480 t7 + 247258432 t6 − 138197780 t5

+ 465433 t4 + 10247814 t3 − 1205944 t2 − 10962 t − 1,

D(t) = 27929088 t8 − 157717504 t7 + 305430848 t6 − 246756500 t5

+ 81322353 t4 − 11284400 t3 + 565470 t2 − 3436 t + 1.
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Le série génératrice de nH4(d) est N(t)
D(t)(t−1)

avec

N(t) = 27929088 t8 − 147220480 t7 + 247258432 t6 − 138197780 t5

+ 465433 t4 + 10247814 t3 − 1205944 t2 − 10962 t − 1,

D(t) = 27929088 t8 − 157717504 t7 + 305430848 t6 − 246756500 t5

+ 81322353 t4 − 11284400 t3 + 565470 t2 − 3436 t + 1.

37/39



Type H4

3 5 3
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Type E6

Le polynôme caractéristique de AdjE6
est

x51823 (x − 1)2(x15 − 5454x14 + 3391893x13 − 424089882x12

+ 19590731031x11 − 417118001254x10 + 4673188683575x9

− 29907005656510x8 + 115900067128500x7 − 282097630883500x6

+ 439789995997000x5 − 441496921502000x4 + 282303310340000x3

− 110981554480000x2 + 24563716800000x − 2328480000000).

Nous avons aussi déterminé celle de nE6(d).

 Le type E7 a aussi été fait (mais pas E8).
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Le polynôme caractéristique de AdjE6
est

x51823 (x − 1)2(x15 − 5454x14 + 3391893x13 − 424089882x12

+ 19590731031x11 − 417118001254x10 + 4673188683575x9

− 29907005656510x8 + 115900067128500x7 − 282097630883500x6

+ 439789995997000x5 − 441496921502000x4 + 282303310340000x3

− 110981554480000x2 + 24563716800000x − 2328480000000).

Nous avons aussi déterminé celle de nE6(d).

 Le type E7 a aussi été fait (mais pas E8).
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Merci !!!
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