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Semigroupes numériques

Un semigroupe numérique S est une partie de N telle que :
. 0 appartient à S ;
. S est stable par addition ;
. S est de complément fini dans N.

• Exemple :
. {impairs} : non (pas stable par addition),
. {pairs} : non (pas de complément fini),
. {0, 3, 6} t [8,+∞[ :

oui.

• Exemple :

〈4, 7〉 = 4N + 7N = {0, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 21, . . .}

• Proposition :

〈a1, . . . , an〉 est un s.g.n. ssi pgcd(a1, . . . , an) = 1.

I Deux façons de représenter un semigroupe numérique.
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. S est stable par addition ;
. S est de complément fini dans N.

• Exemple :
. {impairs} : non (pas stable par addition),
. {pairs} : non (pas de complément fini),
. {0, 3, 6} t [8,+∞[ :

oui.

• Exemple :

〈4, 7〉 = 4N + 7N = {0, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 21, . . .}

• Proposition :

〈a1, . . . , an〉 est un s.g.n. ssi pgcd(a1, . . . , an) = 1.
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I Deux façons de représenter un semigroupe numérique.

2/25



Semigroupes numériques

Un semigroupe numérique S est une partie de N telle que :
. 0 appartient à S ;
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I Deux façons de représenter un semigroupe numérique.

2/25



Semigroupes numériques

Un semigroupe numérique S est une partie de N telle que :
. 0 appartient à S ;
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. S est stable par addition ;
. S est de complément fini dans N.

• Exemple :
. {impairs} : non (pas stable par addition),
. {pairs} : non (pas de complément fini),
. {0, 3, 6} t [8,+∞[ : oui.

• Exemple :
〈4, 7〉 = 4N + 7N = {0,

4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 21, . . .}

• Proposition :

〈a1, . . . , an〉 est un s.g.n. ssi pgcd(a1, . . . , an) = 1.
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Eléments primitifs

Soit S un semigroupe numérique.

• Un élément a de S \ {0} est primitif si

∀(b, c) ∈ S2, a = b + c ⇒ b = 0 ou c = 0.

On note P(S) l’ensemble des éléments primitifs de S .

• Exemples :
. Pour S = 〈4, 7〉, on a P(S) = {

4, 7}.
. Pour S = {0, 3, 6} t [8,+∞[, on a P(S) = {

3, 8, 10}.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

4 4 44 4 4 4 4 4
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• Exemples :
. Pour S = 〈4, 7〉, on a P(S) = {

4, 7}.
. Pour S = {0, 3, 6} t [8,+∞[, on a P(S) = {

3, 8, 10}.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

4 4 44 4 4 4 4 4

3/25
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Eléments primitifs

Soit S un semigroupe numérique.

• Un élément a de S \ {0} est primitif si

∀(b, c) ∈ S2, a = b + c ⇒ b = 0 ou c = 0.

On note P(S) l’ensemble des éléments primitifs de S .
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• Exemples :
. Pour S = 〈4, 7〉, on a P(S) = {4, 7}.
. Pour S = {0, 3, 6} t [8,+∞[, on a P(S) = {

3, 8, 10}.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

4 4 4

4

4 4 4 4 4

3/25
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• Exemples :
. Pour S = 〈4, 7〉, on a P(S) = {4, 7}.
. Pour S = {0, 3, 6} t [8,+∞[, on a P(S) = {3, 8, 10}.

• Proposition : S est engendré par P(S),
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• Exemples :
. Pour S = 〈4, 7〉, on a P(S) = {4, 7}.
. Pour S = {0, 3, 6} t [8,+∞[, on a P(S) = {3, 8, 10}.
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Problème de Frobenius

• Problème : Déterminer F (S) = max(N \ S) à partir de P(S).

• Exemple :

. Pour S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} t [8,+∞[
on a F (S) =

F (3, 8, 10) = 7.

. Pour S = 〈4, 7〉 = {0, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16} ∪ [18,+∞[,
on a F (S) = F (4, 7) =

17.

• Proposition (J.-J. Sylvester 1884) : On a F (a, b) =

ab − a− b.

I Et pour S = 〈a, b, c〉 ?
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on a F (S) = F (4, 7) =

17.

• Proposition (J.-J. Sylvester 1884) : On a F (a, b) =

ab − a− b.

I Et pour S = 〈a, b, c〉 ?
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• Exemple :

. Pour S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} t [8,+∞[
on a F (S) =

F (3, 8, 10) = 7.

. Pour S = 〈4, 7〉 = {0, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16} ∪ [18,+∞[,
on a F (S) = F (4, 7) =

17.

• Proposition (J.-J. Sylvester 1884) : On a F (a, b) =

ab − a− b.

I Et pour S = 〈a, b, c〉 ?

4/25



Problème de Frobenius
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• Problème : Déterminer F (S) = max(N \ S) à partir de P(S).

• Exemple :
. Pour S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} t [8,+∞[

on a F (S) = F (3, 8, 10) = 7.

. Pour S = 〈4, 7〉 = {0, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16} ∪ [18,+∞[,
on a F (S) = F (4, 7) = 17 = 28− 11.

• Proposition (J.-J. Sylvester 1884) : On a F (a, b) = ab − a− b.

I Et pour S = 〈a, b, c〉 ?

4/25



Problème de Frobenius – Complexité

• Théorème (F. Curtis 1990) :
Il n’existe pas de famille de polynômes non nuls P1, . . . ,PN telle que :

∀a, b, c ∃k ∈ {1, . . . ,N} t.q. Pk(a, b, c ,F (a, b, c)) = 0.

• Théorème (R. Kannan 1992) : Pour n fixé, il existe un algorithme
polynomial pour calculer F (a1, . . . , an).

I Calcul du rayon de couverture d’un certain polytope.

• Théorème (J.-L. Raḿırez-Alfonśın 1996) :
Si n n’est pas fixé, le problème du Frobenius est NP-dur.

I Par réduction du problème du sac à dos à valeurs entières.
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• Théorème (R. Kannan 1992) : Pour n fixé, il existe un algorithme
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• Théorème (F. Curtis 1990) :
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Il n’existe pas de famille de polynômes non nuls P1, . . . ,PN telle que :

∀a, b, c ∃k ∈ {1, . . . ,N} t.q. Pk(a, b, c ,F (a, b, c)) = 0.
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5/25



Problème de Frobenius – Complexité
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Il n’existe pas de famille de polynômes non nuls P1, . . . ,PN telle que :

∀a, b, c ∃k ∈ {1, . . . ,N} t.q. Pk(a, b, c ,F (a, b, c)) = 0.
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Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S),

le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1,

le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) :

Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S)

= card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S)

> 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10}

donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7}

donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7

donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) =

3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5

= 1.

6/25



Conjecture de Wilf

• Notations :

. g(S) = card (N \ S), le genre de S ;

. c(S) = F (S) + 1 = max(N \ S) + 1, le conducteur de S .

• Conjecture (H. Wilf 1978) : Nous avons toujours

W (S) = card(P(S))
(
c(S)− g(S)

)
− c(S) > 0.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 = {0, 3, 6} ∪ [8,+∞[

. P(S) = {3, 8, 10} donc card (P(S)) = 3,

. N \ S = {1, 2, 4, 5, 7} donc g(S) = 5,

. F (S) = 7 donc c(S) = 8

On a alors W (S) = 3× (8− 5)− 5 = 1.

6/25



Arbre des semigroupes numériques

• Les fils de S sont les S \ {x} où x ∈ P(S) avec x > c(S).

I La condition x ∈ P(S) assure que S \ {x} soit un s.g.n.
I Le genre de S \ {x} est g(S) + 1.
I Le seul semigroupe numérique qui n’a pas de père est N.

• Exemple : Pour S = {0, 3, 6} t [8,+∞[ = 〈3, 8, 10〉, c(S) = 8.

. S \ {8} = {0, 3, 6} t [9,+∞[ = 〈3, 10, 11〉.

. S \ {10} = {0, 3, 6, 8} t [11,+∞[ = 〈3, 8, 13〉.

• Fait : Un s.g.n. S est à distance d de la racine N ssi g(S) = d .

• Notation : On note Tg l’arbre des s.g.n. de genre au plus g .
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• Fait : Un s.g.n. S est à distance d de la racine N ssi g(S) = d .

• Notation : On note Tg l’arbre des s.g.n. de genre au plus g .

7/25



Arbre des semigroupes numériques

• Les fils de S sont les S \ {x} où x ∈ P(S) avec x > c(S).
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I La condition x ∈ P(S) assure que S \ {x} soit un s.g.n.
I Le genre de S \ {x} est g(S) + 1.
I Le seul semigroupe numérique qui n’a pas de père est N.

• Exemple : Pour S = {0, 3, 6} t [8,+∞[ = 〈3, 8, 10〉, c(S) = 8.

. S \ {8} = {0, 3, 6} t [9,+∞[ = 〈3, 10, 11〉.

. S \ {10} = {0, 3, 6, 8} t [11,+∞[ = 〈3, 8, 13〉.

• Fait : Un s.g.n. S est à distance d de la racine N
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Représentation : Ensemble d’Apéry

• Question : Comment représenter un semigroupe numérique S ?

• Définition : Soit m = min(S∗). On pose

Ape(S) = {a ∈ S | a−m 6∈ S}

I Utilisé par M. Delgado, P. Garcia-Sanchez et J. Morais dans le
package numericalsgps de GAP.

• Proposition : Pour tout semigroupe numérique S , on a

. P(S) ⊆ Ape(S) ;

. c(S) = max(Ape(S))−m + 1 ;

. card (Ape(S)) = m.
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• Définition : Soit m = min(S∗). On pose

Ape(S) = {a ∈ S | a−m 6∈ S}
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Un peu de combinatoire

• Notation : Le nombre de s.g.n. de genre g est noté ng .

I En 2007, M. Bras-Amorós obtient les valeurs de ng pour g 6 52.
I Parcours de l’arbre en largeur et ensemble d’Apéry.
I Vérification de la conjecture de Wilf pour g 6 52.

I Le calcul de n50 a nécessité 18 jours à partir des s.g.n. de genre 49.

• Conjectures : Pour tout g ∈ N, on a

M. Bras-Amorós 2007
1 . ng+2 > ng+1 + ng , 2 . lim

g→∞

ng+1

ng
= ϕ ,

N. Kaplan 2011
3 . ng+1 > ng .

• Proposition (A. Zhai 2012) : La conjecture 2 est vraie.

I La conjecture 3 est toujours ouverte.
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I En 2007, M. Bras-Amorós obtient les valeurs de ng pour g 6 52.
I Parcours de l’arbre en largeur et ensemble d’Apéry.
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I En 2007, M. Bras-Amorós obtient les valeurs de ng pour g 6 52.
I Parcours de l’arbre en largeur et ensemble d’Apéry.
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• Conjectures : Pour tout g ∈ N, on a

M. Bras-Amorós 2007
1 . ng+2 > ng+1 + ng , 2 . lim

g→∞

ng+1

ng
= ϕ ,

N. Kaplan 2011
3 . ng+1 > ng .

• Proposition (A. Zhai 2012) : La conjecture 2 est vraie.

I La conjecture 3 est toujours ouverte.

10/25



Valeurs de ng

g ng g ng g ng
0 1 24 282 828 48 38 260 496 374
1 1 25 467 224 49 62 200 036 752
2 2 26 770 832 50 101 090 300 128
3 4 27 1 270 267 51 164 253 200 784
4 7 28 2 091 030 52 266 815 155 103
5 12 29 3 437 839
6 23 30 5 646 773
7 39 31 9 266 788

55 1 142 140 736 859

8 67 32 15 195 070
9 118 33 24 896 206

10 204 34 40 761 087
11 343 35 66 687 201
12 592 36 109 032 500
13 1 001 37 178 158 289
14 1 693 38 290 939 807
15 2 857 39 474 851 445
16 4 806 40 774 614 284
17 8 045 41 1 262 992 840
18 13 467 42 2 058 356 522
19 22 464 43 3 353 191 846
20 37 396 44 5 460 401 576
21 62 194 45 8 888 486 816
22 103 246 46 14 463 633 648
23 170 963 47 23 527 845 502

. M. Delgado donne la valeur de n55 sur sa page web.
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Parcours en profondeur

• Amélioration 1 : Parcours en profondeur préfixé à l’aide d’une pile.

I Fixer un genre G cible (exploration de TG ).

−→
genre g

 
fils

nb6g+1 −→

I La pile contient au plus g semigroupes numériques de genre g .

• Fait : Pour explorer TG , une pile de taille G(G+1)
2 suffit.

I Consommation mémoire mâıtrisée.
I Quelques Mo (utilisation du cache).
I Pas d’allocation dynamique.

I L’exploration de TG nécessite de refaire complètement celle de TG−1.
I Peut être plus lent.
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• Amélioration 1 : Parcours en profondeur préfixé à l’aide d’une pile.
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I Fixer un genre G cible (exploration de TG ).

−→
genre g

 
fils

nb6g+1 −→

I La pile contient au plus g semigroupes numériques de genre g .

• Fait : Pour explorer TG , une pile de taille G(G+1)
2 suffit.

I Consommation mémoire mâıtrisée.
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Temps d’exploration

• Machine de test :
. processeur IntelTM i5-3570K cadencé à 3.4GHz,
. 8Go de mémoire vive et 6Mo de cache niveau L3.

• Temps de calcul (en seconde) sur 1 cœur :

g 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
larg.

4.4 7.3 12 22 34 1251

prof.

2.8 4.5 7.5 13 22 35 57 94 155 256 424

I 1251 : Dépassement capacité mémoire vive, utilisation de la swap.

• À faire : Construire une représentation des s.g.n. adaptée aux CPU.
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• À faire : Construire une représentation des s.g.n. adaptée aux CPU.

13/25



Temps d’exploration

• Machine de test :
. processeur IntelTM i5-3570K cadencé à 3.4GHz,
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Suite de décompositions

• Définition : Pour S un semigroupe numérique et a ∈ N, on pose

DS(a) =
{
b ∈ S tel que a− b ∈ S et b 6

⌊a
2

⌋}
,

et dS(a) = card (DS(a)).

I Pour tout b ∈ DS(a), nous avons a = b + c dans S avec b 6 c .

• Proposition : Pour a ∈ N \ {0} on a :

. a ∈ S si et seulement si dS(a) > 1,

. a ∈ P(S) si et seulement si dS(a) = 1.

• Proposition : Un s.g.n. S avec g(S) 6 G est entièrement déterminé par

dec(S) = [ dS(0), . . . , dS(3G ) ] .
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• Définition : Pour S un semigroupe numérique et a ∈ N, on pose

DS(a) =
{
b ∈ S tel que a− b ∈ S et b 6

⌊a
2

⌋}
,

et dS(a) = card (DS(a)).

I Pour tout b ∈ DS(a), nous avons a = b + c dans S avec b 6 c .

• Proposition : Pour a ∈ N \ {0} on a :

. a ∈ S si et seulement si dS(a) > 1,

. a ∈ P(S) si et seulement si dS(a) = 1.

• Proposition : Un s.g.n. S avec g(S) 6 G est entièrement déterminé par
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Suite de décompositions
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Suite de décompositions – Exemple

• Exemple :

S = {0, 3, 6} t [8,+∞[ avec g(S) 6 G = 5

dec(S) =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 0 1 0 0 2 0 1 2 1 2 3 2 3 3

On a

. g(S) =

5.

. F (S) =

7 et donc c(S) = 8.

. m(S) =

3.
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Suite de décompositions – Exemple

• Exemple : S = {0, 3, 6} t [8,+∞[ avec g(S) 6 G = 5

dec(S) =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 0 1 0 0 2 0 1 2

1 2 3 2 3 3

On a 9 = 0 + 9 = 3 + 6.

. g(S) =

5.

. F (S) =

7 et donc c(S) = 8.

. m(S) =

3.

15/25
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Suite de décompositions – Exemple

• Exemple : S = {0, 3, 6} t [8,+∞[ avec g(S) 6 G = 5

dec(S) =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 0 1 0 0 2 0 1 2 1 2 3 2 3 3

. P(S) =

{3, 8, 10}.
. g(S) =

5.

. F (S) =

7 et donc c(S) = 8.

. m(S) =

3.

15/25
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Suite de décompositions – complexité

• Proposition : Soit x ∈ P(S) avec x > c(S).

Pour a ∈ N, on a

dS\{x}(a) =

{
dS(a)− 1 si a > x et dS(a− x) > 1;

dS(a) sinon.

I Dans TG , le calcul du dec d’un fils est en O(log(G)× G).

• Corollaire : Explorer TG à l’aide de dec est en O(log(G)×G × card (TG )),
avec une consommation mémoire en O(log(G)× G 3).

• Fait : dec(S) est un tableau d’octets si g(S) 6 170.

I Il faut moins de 8Mo de mémoire pour explorer T170.
I Et moins de 2Mo pour T100.
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I Et moins de 2Mo pour T100.

16/25
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• Corollaire : Explorer TG à l’aide de dec est en O(log(G)×G × card (TG )),
avec une consommation mémoire en O(log(G)× G 3).
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Temps d’exploration (2)

• Machine de test :
. processeur IntelTM i5-3570K cadencé à 3.4GHz,
. 8Go de mémoire vive et 6Mo de cache niveau L3.

• Temps de calcul (en seconde) sur 1 cœur :

g 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
larg. 4.4 7.3 12 22 34 1251
prof. 2.8 4.5 7.5 13 22 35 57 94 155 256 424

prof.+δ

1.9 3.1 5.0 8.3 14 23 38 63 103 171 284
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Suite décompositions d’un fils

Fixons G ∈ N.

• Proposition : Soit x ∈ P(S) avec x > c(S). Pour a ∈ N, on a

dS\{x}(a) =

{
dS(a)− 1 si a > x et dS(a− x) > 1;

dS(a) sinon.

• Exemple : S = {0, 3, 6} t [8,+∞[ = 〈3, 8, 10〉, c = 8, G = g = 5

dec(S) =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 0 1 0 0 2 0 1 2 1 2 3 2 3 3

dec(S \ {8}) = 1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 1 1 3 2 2 3

Et donc S \ {8} = 〈3, 10, 11〉.

I Adapter pour l’utilisation des instructions SIMD.

18/25
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Suite décompositions d’un fils

Fixons G ∈ N.

• Proposition : Soit x ∈ P(S) avec x > c(S). Pour a ∈ N, on a

dS\{x}(a) =

{
dS(a)− 1 si a > x et dS(a− x) > 1;

dS(a) sinon.

• Exemple : S = {0, 3, 6} t [8,+∞[ = 〈3, 8, 10〉, c = 8, G = g = 5

dec(S) =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 0 1 0 0 2 0 1 2 1 2 3 2 3 3

dec(S \ {8}) = 1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 1

1 3 2 2 3

Et donc S \ {8} = 〈3, 10, 11〉.

I Adapter pour l’utilisation des instructions SIMD.

18/25
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Suite décompositions d’un fils

Fixons G ∈ N.

• Proposition : Soit x ∈ P(S) avec x > c(S). Pour a ∈ N, on a

dS\{x}(a) =

{
dS(a)− 1 si a > x et dS(a− x) > 1;

dS(a) sinon.

• Exemple : S = {0, 3, 6} t [8,+∞[ = 〈3, 8, 10〉, c = 8, G = g = 5

dec(S) =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 0 1 0 0 2 0 1 2 1 2 3 2 3 3

dec(S \ {8}) = 1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 1 1 3 2 2 3

Et donc S \ {8} = 〈3, 10, 11〉.

I Adapter pour l’utilisation des instructions SIMD.

18/25
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Vectorialisation : MMX

• Amélioration 2 : Vectorialisation.

. MMX permet de travailler avec des vecteurs de 8 entiers (sur 1 octet).

• Rappel :
dS\{x}(a) =

{
dS(a)− 1 si a > x et dS(a− x) > 1;

dS(a) sinon.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 et x = 8

dec(S) = 1 0 0 1 0 0 2 0 1 2 1 2 3 2 3 3

r s

dec(S \ {x}) =

u v

1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 1 1 3 1 2 3

. u = r

. t = pcmeqb(r,[ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]) = [ 0,FF,FF, 0,FF, 0, 0,FF]

. t = pandn(t,[ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]) = [ 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0]

. v = psubb(v,t)
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• Amélioration 2 : Vectorialisation.

. MMX permet de travailler avec des vecteurs de 8 entiers (sur 1 octet).

• Rappel :
dS\{x}(a) =

{
dS(a)− 1 si a > x et dS(a− x) > 1;

dS(a) sinon.

• Exemple : S = 〈3, 8, 10〉 et x = 8

dec(S) = 1 0 0 1 0 0 2 0 1 2 1 2 3 2 3 3

r s

dec(S \ {x}) =
u v

1 0 0 1 0 0 2 0

0 2 1 1 3 1 2 3

. u = r

. t = pcmeqb(r,[ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]) = [ 0,FF,FF, 0,FF, 0, 0,FF]

. t = pandn(t,[ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]) = [ 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0]

. v = psubb(v,t)

19/25



Vectorialisation : MMX
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Temps d’exploration (3)

• Machine de teste :
. processeur IntelTM i5-3570K cadencé à 3.4GHz,
. 8Go de mémoire vive et 6Mo de cache niveau L3.

• Temps de calcul (en seconde) sur 1 cœur :

g 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
larg. 4.4 7.3 12 22 34 1251
prof. 2.8 4.5 7.5 13 22 35 57 94 155 256 424

prof.+δ 1.9 3.1 5.0 8.3 14 23 38 63 103 171 284
δ+MMX

0.4 0.6 0.8 1.4 2.3 4.0 6.6 11 18 28 50

I Calcul de n50 en 3h16 (sur 1 cœur) au lieu de 18 jours.
I 8.6 millions s.g.n. par seconde

I Parallélisation et distribution : calcul de n60 (2 jours sur 2 machines).
I Arbre déséquilibré : parallélisation peu efficace.

I Utilisation de SSE : problème alignement mémoire.
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. 8Go de mémoire vive et 6Mo de cache niveau L3.

• Temps de calcul (en seconde) sur 1 cœur :

g 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
larg. 4.4 7.3 12 22 34 1251
prof. 2.8 4.5 7.5 13 22 35 57 94 155 256 424

prof.+δ 1.9 3.1 5.0 8.3 14 23 38 63 103 171 284
δ+MMX 0.4 0.6 0.8 1.4 2.3 4.0

6.6 11 18 28 50

I Calcul de n50 en 3h16 (sur 1 cœur) au lieu de 18 jours.
I 8.6 millions s.g.n. par seconde

I Parallélisation et distribution : calcul de n60 (2 jours sur 2 machines).
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. 8Go de mémoire vive et 6Mo de cache niveau L3.

• Temps de calcul (en seconde) sur 1 cœur :

g 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
larg. 4.4 7.3 12 22 34 1251
prof. 2.8 4.5 7.5 13 22 35 57 94 155 256 424

prof.+δ 1.9 3.1 5.0 8.3 14 23 38 63 103 171 284
δ+MMX 0.4 0.6 0.8 1.4 2.3 4.0 6.6

11 18 28 50

I Calcul de n50 en 3h16 (sur 1 cœur) au lieu de 18 jours.
I 8.6 millions s.g.n. par seconde

I Parallélisation et distribution : calcul de n60 (2 jours sur 2 machines).
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: parallélisation peu efficace.

I Utilisation de SSE : problème alignement mémoire.
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Temps d’exploration (3)

• Machine de teste :
. processeur IntelTM i5-3570K cadencé à 3.4GHz,
. 8Go de mémoire vive et 6Mo de cache niveau L3.

• Temps de calcul (en seconde) sur 1 cœur :

g 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
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I Arbre déséquilibré : parallélisation peu efficace.

I Utilisation de SSE

: problème alignement mémoire.
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I Arbre déséquilibré : parallélisation peu efficace.

I Utilisation de SSE : problème alignement mémoire.
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Optimisation et parallélisation

• Amélioration 3 : Parallélisation

• Collaboration avec Florent Hivert.

I Passage de MMX à SSE.
I Déroulage de boucles agressif.

• Parallélisation :
. Utilisation de la librairie Cilk de vol de tâches (MIT puis Intel).
. Basée essentiellement sur cilk spawn et cilk sync.
. Un appel de fonction avec cilk spawn est un peu plus coûteux.

. Hybridation parcours récursif avec Cilk et avec une pile.

I Calcul de n50 en 2 201 secondes avec SSE (45.9 millions s.g.n. / s)
I 75 cycles par semigroupe numérique.
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. Hybridation parcours récursif avec Cilk et avec une pile.

I Calcul de n50 en 2 201 secondes avec SSE (45.9 millions s.g.n. / s)
I 75 cycles par semigroupe numérique.

21/25



Optimisation et parallélisation
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Efficacité parallèlisation

• Machine de teste :
. processeur IntelTM i5-3570K cadencé à 3.4GHz

avec 4 cœurs,

. 8Go de mémoire vive et 6Mo de cache niveau L3.

Threads 30 35 40 45 50
1

0.11 1.26 14.9 182 2 201

2

0.06 0.65 7.50 92 1 110

3

0.05 0.44 5.14 63 747

4

0.04 0.34 4.02 48 489

I TurboBoost activé.

• Calcul de n50 sur une machine de 16 cœurs avec l’HyperThreading

Threads 1 2 4 8 12 16 20 24
Temps (s)

3709 1865 933 487 326 312 303 291
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• Machine de teste :
. processeur IntelTM i5-3570K cadencé à 3.4GHz avec 4 cœurs,
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Résultats

g ng g ng g ng
0 1 24 282 828 48 38 260 496 374
1 1 25 467 224 49 62 200 036 752
2 2 26 770 832 50 101 090 300 128
3 4 27 1 270 267 51 164 253 200 784
4 7 28 2 091 030 52 266 815 155 103
5 12 29 3 437 839 53 433 317 458 741
6 23 30 5 646 773

54 703 569 992 121

7 39 31 9 266 788 55 1 142 140 736 859
8 67 32 15 195 070

56 1 853 737 832 107

9 118 33 24 896 206

57 3 008 140 981 820

10 204 34 40 761 087

58 4 880 606 790 010

11 343 35 66 687 201

59 7 917 344 087 695

12 592 36 109 032 500

60 12 841 603 251 351

13 1 001 37 178 158 289

61 20 825 558 002 053

14 1 693 38 290 939 807

62 33 768 763 536 686

15 2 857 39 474 851 445

63 54 749 244 915 730

16 4 806 40 774 614 284

64 88 754 191 073 328

17 8 045 41 1 262 992 840

65 143 863 484 925 550

18 13 467 42 2 058 356 522

66 233 166 577 125 714

19 22 464 43 3 353 191 846

67 377 866 907 506 273

20 37 396 44 5 460 401 576

68 612 309 308 257 800

21 62 194 45 8 888 486 816

69 992 121 118 414 851

22 103 246 46 14 463 633 648

70 1 607 394 814 170 158

23 170 963 47 23 527 845 502
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Autour de la conjecture de Wilf

• Proposition : Vérification de la conjecture de Wilf pour g(S) 6 60.

I Collaboration en cours avec M. Delgado pour g(S) 6 100.

• Théorème (S. Eliahou 2018) :
Vérification de la conjecture de Wilf pour les s.g.n. génériques.

I Introduction d’un paramète W0(S) vérifiant W (S) >W0(S).
I Si S est générique alors W0(S) > 0.

• Proposition : Parmi les 12 197 944 701 688 s.g.n. de genre 6 60,
cinq vérifient W0(S) < 0.

• Théorème (S. Eliahou, J. F. 2018) :
Pour tout n > 3, il existe un s.g.n. S tel que W0(S) = −

(
n
3

)
.

I Etude fine des 5 exemples précédents.
I Un tel S vérifie W (S) > 9.
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I Etude fine des 5 exemples précédents.
I Un tel S vérifie W (S) > 9.
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Et ensuite ?

Projet HiPerComb

. Développement d’une libraire auto performance pour la combinatoire.
. Besoin de concevoir des représentations et des algorithmes adaptés.
. Utilisation de GPGPU comme Cuda.

. Intégration dans Python, Sage et Julia.

. Développer le vol de tâches pour le calcul distribué.

I F. Hivert, J.-D. Mitchell (St Andrews), V. Pons, N. Thiery, ...

Merci ! ! !
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. Développement d’une libraire auto performance pour la combinatoire.
. Besoin de concevoir des représentations et des algorithmes adaptés.
. Utilisation de GPGPU comme Cuda.
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. Intégration dans Python, Sage et Julia.
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I F. Hivert, J.-D. Mitchell (St Andrews), V. Pons, N. Thiery, ...

Merci ! ! !

25/25



Et ensuite ?

Projet HiPerComb
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. Intégration dans Python, Sage

et Julia.
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. Développement d’une libraire auto performance pour la combinatoire.
. Besoin de concevoir des représentations et des algorithmes adaptés.
. Utilisation de GPGPU comme Cuda.
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