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Outils mathématiques pour I’ingénieur — Correction examen

Exercice 1.
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Exercice 2.
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2. On pose u =z, v/ = e** Onadoncu—letv—262m ce qui donne
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3. On a ¢'(x) = 32 et donc
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Exercice 3. D’apres la relation de Pythagore généralisée, on a a® = b? 4 ¢ — 2bccos(a) et donc —2bccos(a) =

a® — b —

a? — bv* — ¢ puis cos(a) = ch En remplagant a, b et ¢ par leurs valeurs, on obtient :
cos(a) = 6> —4*>-5° 36-16-25 -5 1
T —2x4x5 —40 - —40 8

A T’aide de la calculatrice, on calcule o = cos™* (%) ~ 82.82°. Par la formule des sinus, on a

donc w = % puis sin(8) = bs%(a). En remplagant a,b et o par leur valeur, on obtient :
sin(B) = %82'82) ~0.661439 puis S = sin~ (0.661439) ~ 41.41°.

De a+ B+~ = 180°, on obtient v = 180° — a — 3 ~ 180° — 82.82° — 41.41° = 55.77°.

Exercice 4.
1. (En) : y'(t) —2y(t) = 0.
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2. L’équation (Eg) est de la forme y'(t) + a(t) y(t) = 0 avec a(t) = 2t. La solution générale est donc
yy(t) = Ae™*® ot A € R quelconque et A est un primitive de a. La fonction A(t) = t* convient. La

_¢2

solution générale de (E) est donc yp(t) = Ae™ avec A € R quelconque.

2

3. On recherche une solution particuliere de (E) de la forme y,(t) = A(t) e’ On a () = XN(t)e" +

At) 2t ¢t’. En remplagant y par y, dans (EF), on obtient :
Nt e +A)2te” —2tA(t)/, e =3te’,

qui est équivalent & X (t) et” = 3tet” et donc, aprés divisions par e, & N (t) = 3t. En prenant A(t) = 247,

on obtient la solution particuliere y,(t) = 3¢ e’ de (E)

4. La solution générale de (E) est y(t) = yn(t) + yp(t) = xet’ 4 342 e’ avec A € R quelconque.

5. On a les équivalences suivantes :
y(l):0<:>)\612+g><11><e12:0<:>)\e+g><e:0<:>)\+%:0<:>:)\:—

La solution de (E) vérifiant y(1) = 0 est donc y(t) = —2 e’ + 342 e’ = getQ (£ —1).
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Exercice 5.

1.
2.

L’équation caractéristique est 2% — 3z + 2 = 0.

On calcule les racines de ’équation caractéristique. On a A = (—3)®> —4 x 1 x 2 = 9 — 8 = 1. Les racines

sont donc r = —(=9=V1 _ % =lets= w = % = 2. La solution générale de 1’équation est

2
donc y(t) = e! + ue?t avec \ et p des réels quelconques.

. On calcule ¢/ (t) = (e’ + pe®") = Aef + 2ue?. On a alors

y/(O)zl o At+p=1 N At+p=1 N —2pu+p=1 - —pn=1 - w=-1
y'(0)=0 A+2u=0 A= —2u A= —2u A= —2u A=

La solution de 1’équation vérifiant (0) = 1 et '(0) = 0 est donc y(t) = 2e' — e*".

. L’équation caractéristiques est 2 — 2z 4+ 1 = 0, qui est équivalent & (z — 1)> = 0. La racine 1 étant

double, la solution générale de 1’équation est y(t) = Ae' + ute’ avec A et u deux réels quelconques. On
calcule y/(t) = Ae* + pte' + pe'. On a alors

y(0) =1 N A=1 N A=1
y'(0)=0 A+u=0 uw=-1

La solution de 1’équation vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 0 est donc y(t) = e’ —te’ = (1 —t)e’.

Exercice 6.

1.

2
3

L’équation possede exactement 2 solutions.
On a (z +iy)? = (22 + 2ziy + (iy)?) = 2% — y* + 2izy.
L’équation (z + iy)® = —5 + 4i est équivalente au systéme

2

. Apres division par 2i la deuxiéme ligne est équivalente & zy = 2. Ce qui pour y # 0 donne = = e En

remplagant x par % on obtient le systeme demandé.

. En multipliant par y? la premiére équation par 3%, on obtient 4 — y* = —5y?, qui est équivalent &

yt—5y? —4=0.

.OnaA=(-5)2—-4x1x(—4) =25+ 16 = 41. Les racines de u? — 5u — 4 sont donc

uy =

—(=5) — VAT  5— /4l —(=5) + VA1 5+ 41

= et U2 = = .
2 2 2 2

De 41 > 25, on obtient v/41 > /25 = 5. Le réel u; est donc négatif et us est positif.

. On doit avoir y* — 5y* —4 = 0 et donc (y*)*> — (y?) —4 = 0. En particulier, y* soit étre égal & u; ou & us.

Comme u; est négatif, 'équation y*> = u1 n’a pas de solution dans R (et y doit étre un réel). La seule
possibilité est donc y? = uy et donc y = +4/ %.

. De 22 — y? = —5, on obtient 22 = —5 + 3% et donc = +1/—5 + 32, ce qui donne

x=:|:1/—5+5% ”41::|:1/_5% V41_

De xy = 2 on obtient que les signes de z et de y doivent étre les mémes. Les solutions de z? = —5 + 4i

sont donc
" \/—5—}—2\/41+i\/5+2\/41

. On calcule A = (—(2+1i))?—4x1x 2= (4+4i—1) — 8 = —5+4i. Les racines du polynémes sont donc

de la forme

—(=(2+41)+9) i 4
B S G 7 /R T T
2 + 2 + 2
ol § est une solution de 62 = A = —5 + 4i. En utilisant le résultat du 8, on obtient les solutions :
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