Equations différentielles linéaires

1 Définition, principes de base

Une équation différentielle est une équation dont l'inconnue est une fonction (souvent notée y) et qui
fait intervenir les dérivées successives de .

Exemple : (E1):y' +2y =0, (Ey) : 2ty" + 4y = €t,...

Les équations différentielles que nous étudierons seront des équations linéaires : si y; et yo sont des
solutions de I’équation alors ay; + SBya est aussi une solution de la méme équation.

Il y a les équations sans second membre, dites homogenes. Exemple : (E») : 2ty” + 4y = e!. Distinguer
I’équation homogéne.

Principe général pour la résolution d’une équation différentielle linéaire : on obtient toutes les solutions

en additionnant une solution particuliére de I’équation de départ et une solution de I’équation sans
second membre.

Exemple : Soit (E) : 3/ + 2y = te~2!. La solution de I’équation homogéne est de la forme y;, = Ae™%
avec A € R et on peut montrer qu’une solution particuliére yo = %e‘gt. Donc les solutions de I’équation
(E) sont de la forme

2
y=uyn+yo=Ae 2 + 56_% (A eR).

2 Equation de la forme (E) : v + a(t)y = b(t)
Premiere étape : on résout I'équation homogene y' + a(t)y = 0. La solution est de la forme
yn(t) = e ¥, (A€R).

Deuziéme étape : on cherche directement une solution générale de (E) sous la forme y(t) = A(t)e~*®).
On écrit que y est solution de E) puis on se rameéne a un calcul de primitive.

Exemple : (E):y' + 2y = te 2.

Cette méthode est appelée « variation de la constante ».

3 Equation de la forme (FE) : ay” + by +cy = f(t)

Ici a, b et ¢ sont des nombres constants.
Premiére étape : on résout ’équation homogene (E}) : ay” + by’ + cy = 0. Pour cela on résout dans C
I’équation dite caractéristique :

az® 4+ bz +c=0.

Il y a alors trois cas a distinguer :
— si A >0, il y a deux solutions notées r1 et ry et la solution générale de (E},) est de la forme

yn(t) = Ae™ + Be™' (A, B € R).



— 81 A =0, il y a une solution double r( et la solution générale de (E},) est de la forme
yn(t) = (At + B)e™' (A, B € R).

— 81 A <0, il y a deux solutions complexes distinctes conjuguées z; et zo qui s’écrivent sous la forme
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On pose alors u = R(z1) = —% et v==S(z1) = VQ_QA. La solution générale de (Ej) est de la forme!

yn(t) = ett (A cos(vt) + B sin(vt)) (A, B € R)

Deuziéme étape : 1l reste ensuite a trouver une solution particuliére yo de (F) : il n’existe pas de
méthode systématique, on rencontrera certains cas particuliers en exercices.

Troisiéme étape : on applique le principe mentionné plus haut : la solution générale de (E) est de la
forme

Y = Yn + Yo-

1. ou encore yy(t) = Ae"* cos(vt + B) (A, B € R).



