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Préparation écrit analyse

Séance 1 : Développements limités.

1. DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS AU VOISINAGE DE 0
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Exercice 1. Calculer le développement limité de

1. x > sinz a l'ordre 4 en 7,
2. z ~ (arctanz)? & 'ordre 8 en 0,
3. &+ cos(sinz) a l'ordre 5 en 0,

4. x — tanz a l'ordre 5 en 0.

Exercice 2. Calculer les développement limité de
1. 1+ x)% a lordre 3 au voisinage de = 0,
2
1
2. L a lordre n € N au voisinage de z = 0,
2 —2x+1
1
3. n_2x7 a lordre 4 au voisinage de =z = 1.
x

Exercice 3. Calculer les limites suivantes :

v/ + /T + /T — /x lorsque z — +00,

a®—b
2. lorsque x tend vers 0,
et —cos L
3. — =
1—y/1-12

T
Exercice 4. Pour chacune des fonctions suivantes, écrire I’équation de la tangente au point indiqué et trouver
la position du graphe par rapport a celle-ci.

1. fi(x) = (sinz)? — 11% enz =0,
2. fo(x) =sinz + arcsinz en z = 0,

3. fs(x)=V3r—V2Ffzenz =1



2

Exercice 5. Donner le développement limité au voisinage de 0 & l'ordre 4 des fonctions suivantes

hio) = 0+ VIT) fw) =tog (0), i) =1+ 20077,

Jal@) = = —o fa(a) = €7~ log

. . )
sin?z  sinh®z

x m
tan (= + —)|.
G+
Exercice 6. Calculer le développement limité
1

1. a Pordre 4, au voisinage de 1, de I'application x + z=1+le=

2. a l'ordre 4, au voisinage de 400, de I’application 2 — (2% + x)% — (2® - ac)é

3. a l'ordre 3, au voisinage de %, de = > log(2sin )
Exercice 7. Donner la limite, lorsque z tend vers 07, des fonctions suivantes
logx

1+z) = —=x
z(z® —1)

sinx tan x

:1:
e —e z” logx

fi(z) = fa(z) =

sinx —tanz’ zz—1"

fs(@) =
arccos(l — x)
N3

Exercice 8. Soit (un)nen+ la suite définie par u1 =1 et un = /N + un—1 pour n > 2.
1. Montrer que u, est majorée par 2,/n.

fa(@) = (cos )™ fi(x) =

2. Donner un équivalent de .

3. Calculer les deux premiers termes du développement asymptotique de (ur) lorsque n tend vers +oo.

Exercice 9. Etudier les branches infinies des fonctions suivantes et la position du graphe par rapport & celles-ci.

fl(x):2:v73+10g1|i7+x|, fo(z) = Vi’ 4+ 22+ 1,
otz log @
fo@) = Tt Jale) = o

Exercice 10. A l'aide de développements asymptotiques pour x — +o00, préciser la branche infinie de la courbe
(Cs) d’équation y = f;(z) dans un repére du plan.

7
2

xT

PR % fao(z) = 2 \/(2) (e% _ COS%)

- a0 $2+1 zlnax

fi(z) =

Exercice 11 (Extrait de Pécrit du CAPES 2010). Soit (an)nen+ la suite réelle définie par :

1 /”“ dt
anp = — — —.
n n t

On étudie la série de terme générale a,,. On montre qu’elle est convergente et on donne une représentation de sa
somme, notée v et appelée Constante d’Euler. Pour cela on étudie la suite (Sp)nen+ définie par :

" "1 AR N |
Sn:Zap:Z;f/l ?:Z;*IH(”JFU-
p=1 p=1 p=1

On s’intéresse également a la suite (Hy)nen définie par Ho = 0 et pour tout entier n > 1,

"1
H,=S =
n ;p

1. Soit p € N*. En encadrant U'intégrale fppﬂ %, montrer que
1 1

0<ap < ————.

"Tp o op+l

2. En déduire que la suite (Sp)nen+ est majorée, puis qu’elle est convergente et que sa limite v appartient
a lintervalle [0, 1].



3. Vérifier que pour tout p € N* on a :

1/t
ol [
pJo t+P

puis montrer que pour tout entier p > 2 on a :

e )
2\p p+1 2\p—1 »p

4. En déduire un encadrement de S,, — S,, pour m et n des entiers vérifiant m > n > 1. Puis montrer que

pour tout entier n > 1 on a :
1 < Sn < !
mr2 TS gy

5. Conclure qu’on a le développement asymptotique suivant pour la suite (Hp)nen= :

2

6. Pour tout n € N* on pose T, = S, + ﬁ Montrer que

1 1
n n

1
2n(n+1)°
7. Déterminer un entier n € N* pour lequel T}, est une valeur approchée de v & 10~2 pres. Donner alors un
encadrement de v & 1072 prés.

0<y—-Tn <

Exercice 12 (Extrait de I'écrit de CAPES 2009). Pour tout entier n > 0, on pose

™

Wy = /2 cos" (z)dz.
0

1. Montrer que, pour tout n > 0, on a W,, = fog sin” (z)dz.
2. Montrer que la suite (W, ), est strictement décroissante.
3. A l'aide d’une intégration par parties montrer que, pour n > 0, on a

n+1
W= (252,

4. En déduire que, pour tout entier p > 0, on a

_ 2p)lr =«
Wop = gzt
_ 22P(ph?
Wapr = ooy
5. Montrer que, pour tout n > 0, on a
s
WiWni1 = —7—
T+ 1)
6. Prouver que, pour tout n > 0, on a
1 Wn+1
- < <1
n+2 W ’
et en déduire W,, ~, Wp11.
7. Montrer W,, ~, ,/%. En déduire lim,, 0o Wh.
On considere la suite (uy)n définie, pour n > 1, par
nle™

Un =
" nny/n
et la suite auxiliaire (v, )n définie, pour n > 2, par
Up =Inup —Inun_1.
8. Exprimer simplement v,, en fonction de n et donner un développement limité & l'ordre 2 en 1/n de la
suite (vn)n.
9. En déduire que la série Y v, est convergente. Montrer alors que les suites (Inuy), et (un)n convergent
et donc qu’il existe un réel K > 0 tel que

nl ~n K(ﬁ)n\/ﬁ.

e

10. En utilisant cet équivalent, calculer un équivalent simple de la suite (W2p)p. En déduire que K = v27
et, par suite, que



