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Probabilit�e

1. Espace probabilis�e

De�nition. Un espace probabilis�e est un triplet (
;A;P). Il permet de mod�eliser une exp�erience
al�eatoire. Il est constitu�e de l'univers ou ensemble des �etats 
, des �ev�enements A et de la loi de proba-
bilit�e P.

L'univers 
 est l'ensemble des r�esultats possible de l'exp�erience.

Exercice 1. D�eterminer un univers pour les exp�eriences suivantes:
1. Lancer d'une pi�ece de monnaie.

2. Deux lancers successifs d'une même pi�ece de monnaie.

3. Lancer d'un d�e.

4. Deux lanc�e successif d'un même d�e.

5. Lancer d'un même d�e ind�e�niment.

6. Dur�ee de vie d'un individu.

7. Lancer de deux d�es identiques simultan�ement.

8. Trajectoire d'une mouche dans le ciel pendant un intervalle de temps [0; T ].

Un �ev�enement est une propri�et�e dont on peut dire si elle est r�ealis�ee ou non, une fois l'issue de
l'exp�erience connue. A chaque �ev�enement correspond une partie (sous-ensemble de 
), c'est-�a-dire,
A � P(
). Si 
 est d�enombrable (ce qui implique donc le cas �ni) on pose A = P(
). Le cas 
 continue
est un peu plus subtile et n�ecessite des notions de th�eorie de la mesure. On en reparlera plus tard.

Exercice 2. Cet exercice reprend la num�erotation du pr�ec�edent. D�ecrire les �ev�enements suivants comme
des sous-ensembles de l'univers 
.

2. Le premier jet donne pile.

4. La somme obtenue est 5.

5. Le premier 1 est obtenu au N -i�eme lancer.

6. La personne atteint au moins 50 ans.

8. La mouche ne bouge pas.

Nous souhaitons maintenant associer �a chacun des �ev�enements une probabilit�e, qui mesure la vraisem-
blance que l'on accorde �a priori �a l'�ev�enement avant la r�ealisation de l'exp�erience.

De�nition. Une probabilit�e P d�e�nie sur (
;A) est une application P : A ! [0; 1] poss�edant les pro-
pri�et�es suivantes :

{ L'�ev�enement certain est de probabilit�e 1 : P(
) = 1.
{ Axiome de �-additivit�e : pour toute famille d�enombrable (An)n>0 d'�ev�enements de A, deux �a deux

disjoints, on a

P

0
@[
n>0

An

1
A =

+1X
n=0

P(An):

Le triplet (
;A;P) est alors appel�e espace probabilis�e.

Exercice 3. Soit (
;A;P) un espace probabilis�e et soient A;B deux �ev�enements de A.
1. Montrer que si A et B sont disjoints alors P(A[B) = P(A)+P(B). En d�eduire P(A) = 1�P(A)

puis P(;) = 0.

2. Montrer que A � B implique P(A) 6 P(B).

3. Etablir P(A [B) = P(A) + P(B)� P(A \B).
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Proposition. Soit (
;A;P) un espace probabilis�e et (An)
N
n=1 est une famille d'�ev�enements de A, alors

P

 
N[
n=1

An

!
=

NX
n=1

(�1)n�1
X

J�f1;:::;Ng
card(J)=n

P

 \
k2J

Aj

!

Cette formule est dite de Poincar�e.

Proposition. Soit (
;A;P) un espace probabilis�e.
{ Soit (An)n61 une suite croissante d'�ev�enements de A. Soit A =

S
n>1An, alors :

P(A) = lim
n!+1

P(An):

{ Soit (Bn)n61 une suite d�ecroissante d'�ev�enements de A. Soit B =
T
n>1Bn, alors :

P(B) = lim
n!+1

P(Bn):

2. Cas de l'univers fini

Dans toute cette section, on suppose que l'univers 
 est �ni. On prend alors P(
) comme ensemble
des �ev�enements : A = P(
).
Proposition. Une probabilit�e dur (
;P(
)) est caract�eris�ee par sa valeur sur les �ev�enements �el�ementaires
(ou singleton) ! 2 
. R�eciproquement, �a toute famille (p!)!2
 telle que :

(1) pour tout ! 2 
, 0 6 p! 6 1,
(2)

P
!2
 p! = 1,

on peut associer une unique probabilit�e P sur (
;P(
) d�e�nie par

8A 2 P(
); P(A) =
X
!2A

p!:

Exercice 4. D�emontrer la proposition pr�ec�edente.

De�nition. Une probabilit�e P sur (
;P(
)) abec 
 �nie est dite uniforme si P(f!g) ne d�epend pas de
! 2 
. On dit alors que l'on est en situation d'�equiprobabilit�e.

Corollaire. Si (
;P(
);P) est un espace probabilis�e avec P la probabilit�e uniforme, alors pour tout
A 2 P(
), on a

P(A) =
card(A)

card(
)
:

Exercice 5. On lance deux d�es identiques �a six faces successivement, calcul�e la probabilit�e que la somme
des deux valeurs obtenues soit 5. Et si on avait lanc�e les deux d�es simultan�ement ?

Exercice 6. Supposons que 23 personnes sont dans une même salle. Quelle est la probabilit�e qu'au
moins deux d'entre elles aient l'anniversaire le même jour ? (Personne n'est n�e le 29 f�evrier.)

Exercice 7. Dans une course, n chevaux sont au d�epart. On suppose qu'ils ont tous la même chance de
gagner. Calculer la probabilit�e de gagn�e le tierc�e avec un ticket :

1. dans l'ordre,

2. dans l'ordre ou dans un ordre di��erent,

3. dans un ordre di��erent ?

Exercice 8. Un joueur de poker re�coit une main de 5 cartes d'un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilit�e
qu'il re�coive :

1. une seule paire (deux cartes de même hauteur);

2. deux paires;

3. un brelan (trois cartes de même hauteur et pas de paire ni de carr�e);

4. un carr�e (quatre cartes de la même hauteur);

5. un full (une paire et un brelan)?

Exercice 9. On consid�ere la distribution al�eatoire de r boules dans n urnes. Quelle est la probabilit�e
qu'une urne donn�ee contienne exactement k boules? (k 6 r)

Exercice 10. Combien l'�equation x1 + x2 + x3 = 15 a-t-elle de solutions enti�eres et non n�egatives ?
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3. Cas de l'univers infini d�enombrable.

Dans cette section 
 est suppos�e in�ni et d�enombrable. Comme pour le cas �ni, l'ensemble des
�ev�enements est A = P(
). On associe �a chaque �ev�enement �el�ementaire ! 2 
, sa probabilit�e, P(f!g) =
p! 2 [0; 1], avec : X

!2


p! = 1

La somme pr�ec�edente est bien d�e�nie de la mani�ere suivante. Comme 
 est d�enombrable, il est possible
d'�enum�erer les �ev�enements �el�ementaires : 
 = f!1; !2; :::g. On pose alorsX

!2


p! =
X
n>1

p!n :

Comme cette s�erie est absolument convergentes, elle ne d�epend pas de l'�enum�eration des �ev�enements
choisie.

Pour A 2 A = P(
), on pose :

P(A) =
X
!2A

p! =
X
!2


p!1A(!) =
X
n>1

p!n1A(!n)

Exercice 11. On jette une pi�ece de monnaie �equilibr�ee, jusqu'�a l'obtention du premier pile.
1. D�eterminer un univers possible.

2. Donner la probabilit�e que le premier pile soit obtenu au k-i�eme jet.

3. Donner la probabilit�e que le pile ne sorte jamais.

4. Donner la probabilit�e que le premier pile sorte apr�es un nombre pair de lancers.

4. Cas de l'univers infini non-d�enombrable.

Cette situation est beaucoup plus subtile que dans les cas pr�ec�edents. On ne peut plus d�e�nir une
probabilit�e en d�e�nissant celle des singletons (�ev�enements �el�ementaires) car celle-ci est nulle.

La proc�edure est alors la suivante :
{ on d�etermine une alg�ebre (contient 
, stable par compl�ement et r�eunion �nie) d'�ev�enements

int�eressants sur laquelle on d�e�nit une probabilit�e;
{ on utilise un th�eor�eme fondamental de la th�eorie de la mesure, le "th�eor�eme d'extension de

Carath�eodory", qui a�rme qu'une probabilit�e sur une alg�ebre s'�etend de fa�con unique en une probabilit�e
sur la tribu engendr�e par l'alg�ebre.

Il est su�sant de se rappeler que lorsque l'espace des �etats est R, on prend comme tribu celle des
bor�eliens (la plus petite tribu engendr�e par les ouverts de R). On admettra que cette tribu est engendr�e
par les intervalles de la forme ] � 1; x], x 2 R et qu'une mesure de probabilit�e sur R est enti�erement
caract�eris�ee par la valeur qu'elle attribue aux intervalles de cette forme.

5. Probabilit�e conditionnelle

De�nition. Soit (
;A;P) un espace probabilis�e, et B un �ev�enement tel que P(B) > 0. Pour tout A 2 A,
on d�e�nit la probabilit�e conditionnelle de A sachant B not�ee PB(A), par :

PB(A) =
P(A \B)

P(B)
:

Exercice 12. Montrer qu'avec les notations et les hypoth�eses de la d�e�nition pr�ec�edente le triplet
(
;A;PB) est un espace probabilis�e.

Exercice 13. On consid�ere deux lancers successifs d'un même d�e. Sachant que le premier jet donne 3
calculer la probabilit�e que la somme des valeurs obtenues soit strictement sup�erieur �a 6.

De�nition. Soit I une partie de N (�nie ou pas). Une famille (Bi)i2I d'�ev�enements de 
 est un syst�eme
complet d'�ev�enements de 
 si et seulement si (Bi)i2I est une partition de 
.

Th�eor�eme. Soit (
;A;P) un espace probabilis�e.
{ Formule des probabilit�es totales. Soit (Bi)i2I un syst�eme complet d'�ev�enements de 
, telle que

pour tout i 2 I, P(Bi) > 0, et soit A 2 A. Alors :
P(A) =

X
i2I

P(A \Bi) =
X
i2I

PBi(A)P(Bi):
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{ Formule de Bayes Soient A 2 A et B 2 A, tels que 0 < P(A) < 1 et P(B) > 0 alors :

PB(A) =
PA(B)P(A)

PA(B)P(A) + PA(B)P(A)

Exercice 14. D�emontrer le th�eor�eme pr�ec�edent.

Exercice 15. (Paradoxe de Simpson). Cet exemple r�eel provient d'une �etude m�edicale sur le succ�es de
deux traitements contre les calculs r�eneaux. Le traitement A a �et�e e�ectu�e dans les ann�ees 1972-1980, et
le traitement B dans les ann�ees 1980-1985.
La premi�ere table montre le succ�es global et le nombre de traitements pour chaque m�ethode

Traitement A Traitement B
273=350 (78%) 289=350 (83%)

La deuxi�eme table montre le succ�es en fonction de la taille des calculs r�eneaux

petits calculs grands calculs
Traitement A Traitement B Traitement A Traitement B
81/87 (93%) 234/270 (87%) 192/263 (73%) 55/80 (69%)

1. Quel est le traitement le plus performant d'apr�es la premi�ere table ? Et la deuxi�eme ?

2. Retrouver les valeurs de la premi�ere table �a partir de celles de la deuxi�eme.

3. Donner une explication �a ce paradoxe.

Exercice 16. On choisit une famille \au hasard" parmi toutes les familles ayant deux enfants.
1. Sachant que la famille choisie a au moins un gar�con, quelle est la probabilit�e qu'elle ait deux

gar�cons ?

2. Sachant que l'ain�e de la famille choisie est un gar�con, quelle est la probabilit�e que le plus jeune
soit aussi un gar�con ?

Exercice 17. Un exemple d'urne de Polya. Une urne contient au d�epart 5 boules blanches et 7 noires.
Chaque fois que l'on tire une boule, on la r�eintroduit en rajoutant deux nouvelles boules de la même
couleur que celle tir�ee.

1. Quelle est la probabilit�e que les deux premi�eres boules tir�ees soient noires ?

2. Quelle est la probabilit�e que la deuxi�eme boule tir�ee soit noire ?

Exercice 18. On consid�ere trois cartes �a jouer de même forme. Les deux faces de la premi�ere carte on
�et�e color�ees en noir, l es deux faces de la deuxi�eme en rouge, tandis que la troisi�eme porte une face noire
et une face rouge. On m�elange les trois cartes au fond d'un chapeau puis une carte est tir�ee au hasard et
plac�ee sur la table. Si la face apparente est rouge, quelle est la probabilit�e que l'autre soit noire ?

6. Ind�ependance des �ev�enements

Soit (
;A;P) un espace probabilis�e.

De�nition. Deux �ev�enements A et B de A sont dit ind�ependants, si P(A \B) = P(A)P(B).

Exercice 19. On utilise les mêmes notations.
1. Montrer que si P(A) 6= 0 alors A et B sont ind�ependant si et seulement si PA(B) = P(B).

2. Montrer que si A et B sont ind�ependants alors A et B le sont aussi.

Exercice 20. Une urne contient 9 boules indiscernables, num�erot�ee de 1 �a 9. On tire une boule au
"hasard". On note A l'�ev�enement "la boule tir�ee porte un num�ero pair" et B l'�ev�enement "le num�ero
tir�e est un multiple de 3".

1. Les �ev�enements A et B sont-ils ind�ependants ?

2. Et si l'urne contient 12 boules ?
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7. Variables al�eatoires

Soit (
;A;P) un espace probabilis�e. Souvent on ne travaille pas directement avec des �el�ements de A
mais avec des valeurs num�eriques associ�ees. Par exemple, lors de n jets de pile ou face, il sera int�eressant
d'�etudier le nombre de piles obtenus.

Une variable al�eatoire est une application X de l'univers 
 dans un ensemble E qui sera typiquement
N
d, Zd ou Rd avec d > 1. Lorsque X ne prend qu'un nombre d�enombrable de valeurs (X(
) d�enombrable)

on dit que X est discr�ete. Soit B une partie de E. L'�ev�enement fX 2 Bg est la partie de E d�e�nie par

fX 2 Bg = X�1(B) = f! 2 
 j X(!) 2 Bg
Hors programme. A�n de pouvoir d�e�nir correctement une variable al�eatoire, on doit munir E d'une

tribu E . Une variable al�eatoire est alors une application mesurable de (
;A) dans (E; E), c'est-�a-dire,
pour tout B 2 E , l'�ev�enement fX 2 Bg est dans A.
De�nition. On reprend les notations pr�ec�edentes. On d�e�nit la loi de probabilit�e de X, not�ee PX de la
mani�ere suivante. Pour toute partie B de E telle que fX 2 Bg 2 A, on pose

P
X(B) = P(fX 2 Bg):

Dans le cas o�u X est une variable al�eatoire discr�ete, X(
) = fxj j j 2 Jg avec J d�enombrable, alors la
loi PX est enti�erement caract�eris�ee par les valeurs de PX(fxjg) pour tout j 2 J .

Si X(
) = R, la loi de probabilit�e de X est caract�eris�ee par la donn�ee de

8(a; b) 2 R2; a < b; PX([a; b[):

De�nition. Soit X une variable al�eatoire de loi PX �a valeur dans R (ou une partie de R). On appelle
fonction de r�epartition de la loi PX ou encore, par abus, fonction de r�epartition de X, l'application
FX : R! [0; 1] d�e�nie par

8t 2 R; FX(t) = P
X(]�1; t]) = P(X 6 t):

Proposition. La fonction de r�epartition de la loi PX satisfait aux propri�et�es suivantes :
{ FX est une application croissante,
{ FX est continue �a droite et admet une limite �a gauche en tout t 2 R,
{ si pour t 2 R, P(X = t) = 0 alors FX est continue en t,
{ limt!�1 FX(t) = 0 et limt!+1 FX(t) = 1,
{ P(X > x) = 1� FX(x),
{ P(x < X 6 y) = FX(y)� FX(x),
{ P(X < x) = FX(x

�) = limy!x� FX(y).

Exercice 21. Soit f : R! R une fonction croissante.
1. Soit t 2 R. Montrer que f admet un limite �a droite en t si la suite un = f(t+ 1=n) converge.

2. Enoncer un r�esultat similaire pour la limite �a gauche.

3. Montrer que f a une limite en +1 si la suite f(n) converge.

4. Enoncer un r�esultat similaire pour la limite de f en �1.

Exercice 22. D�emontrer la proposition pr�ec�edente.

De�nition. Une variable al�eatoire X �a valeurs dans R (v.a.r) est dite �a densit�e s'il existe une fonction
r�eelle positive p n'ayant qu'un nombre �ni de points de discontinuit�e, telle que la fonction de r�epartition
de la loi de probabilit�e de X s'�ecrit

8t 2 R; FX(t) = P
X(]�1; t]) = P(X 6 t) =

Z t

�1

p(x)dx:

la fonction p est alors appell�ee densit�e de la loi de probabilit�e de X.

Proposition. On a les propri�et�es suivantes :
{ l'application p est int�egrable sur R et

R1
�1

p(x)dx = 1;
{ la fontion de r�epartition FX est continue sur R
{ pour tout intervalle I de R, non r�eduit �a un point :

P(X 2 I) =

Z +1

�1

1I(x)p(x)dx =

Z
I

p(x)dx:

{ pour tout r�e�el t, P(X = t) = 0;
{ la fonction de r�epartition est d�erivable partout o�u p est continue et, en ces points, F 0

X = p.
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Toute application positive p, continue sauf en nombre �ni de points, telle que
R +1
�1

p(x)dx existe et
vaut 1 est une densit�e de probabilit�e sur R, c'est �a dire qu'il existe une variable al�eatoire X �a valeurs

dans R telle que, pour tout t 2 R, P (X 6 t) =
R t
�1

p(x)dx:

Exercice 23. Soit X une variable al�eatoire r�eelle de densit�e pX . D�eterminer la densit�e de la variable
al�eatoire Y dans les cas suivants :

1. Y = aX + b, o�u a et b sont des nombres r�eels, a 6= 0;

2. Y = X2;

3. Y = exp(X).

8. Exemple de loi de probabilit�e de variables al�eatoires.

Dans cette section (
;A;P) est un espace probabilis�e et X d�esigne une variable al�eatoire, X(
) =
fxj j j 2 Jg o�u J est d�enombrable. Si la variable al�eatoire X est discr�ete alors la loi de probabilit�e de X
est caract�eris�ee par :

8j 2 J; PX(fxjg) = P(fX = xjg)
Loi uniforme. Soit n 2 N�, X : 
! fx1; :::; xng, o�u pour tout i 6= j, xi 6= xj . Si la loi de probabilit�e

de X est donn�ee par :

8j 2 f1; :::; ng; PX(fxjg) = 1

n
:

alors la loi de X est appel�ee loi uniforme discr�ete sur fx1; ::; xng.
Exercice 24. On lance une pi�ece �equilibr�ee. Si le r�esultat obtenu est pile on note 1 et �1 sinon. Monter
que la variable al�eatoire associ�ee �a la valeur not�e suit une loi uniforme.

Loi de Bernoulli. Soit 0 < p < 1 et une variable al�eatoire X : 
! f0; 1g de loi de probabilit�e :

P
X(f1g) = p; PX(f0g) = 1� p:

Alors la loi de X est appel�e loi de Bernoulli de param�etre p.
Une �epreuve de Bernoulli de param�etre p est une exp�erience al�eatoire admettant deux issues succ�es ou

�echec, telle que p soit la probabilit�e d'obtenir un succ�es.

Exercice 25. On lance un d�e �equilibr�e. Montrer que la variable al�eatoire associant 0 ou 1 en fonction
de l'�echec ou du succ�es de l'�ev�enement A "obtenir un nombre plus grand ou �egal �a 2" suit une loi de
Bernoulli de param�etre p que l'on d�eterminera.

Loi binomiale Soit n 2 N�, 0 < p < 1. On dit qu'une variable al�eatoire X : 
! f0; :::; ng de loi de
probabilit�e :

8k 2 f0; :::; ng; PX(fkg) =
�
n

k

�
pk(1� p)n�k;

suit une loi binomiale de param�etres n et p.
On appelle sch�ema de Bernoulli de param�etres n et p l'exp�erience qui consiste �a r�ep�eter n fois de

mani�ere ind�ependante une �epreuve de Bernoulli de param�etre p.

Exercice 26. Soit n 2 N�, 0 < p < 1. On consid�ere un sch�ema de Bernoulli de param�etre n et p. Soit X
la variable al�eatoire qui compte le nombre de succ�es. Montrer que X suit une loi binomiale de param�etre
n et p.

Loi g�eom�etrique Soit 0 < p < 1. On dit qu'une variable al�eatoire X : 
! N
� de loi de probabilit�e :

8k 2 N�; PX(fkg) = (1� p)k�1p;

suit une loi g�eom�etrique de param�etre p.

Exercice 27. Consid�erons qu'on r�ep�ete ind�e�niment et de mani�ere ind�ependante une �epreuve de Bernoulli
de param�etre p. Soit X la variable al�eatoire �egale au nombre de lanc�e e�ectu�es jusqu'au premier succ�es.
Montrer que X suit une loi g�eom�etrique de param�etre p.

Loi de poisson Soit � > 0. On dit qu'une variable al�eatoire X : 
! N de loi :

8k 2 N; PX(fkg) = e��
�k

k!
;

suit une loi de Poisson de param�etre �.
La loi de Poisson mod�elise par exemple le nombre d'autobus pass�es �a un arrêt avant instant T donn�e,

et � repr�esente le nombre moyen d'arriv�ees dans cet intervalle.
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Proposition. Soit (Xn)n>1 une suite de variable al�eatoires. On suppose que, pour tout entier n > 1, la
variable al�eatoire Xn suit une loi binomiale de param�etre n et pn, et que npn tende vers un nombre r�eel
strictement positif � lorsque n tend vers +1. Alors, pour tout entier naturel k :

limP
Xn(fkg)n!+1 = e��

�k

k!

Exercice 28. D�emontrer le r�esultat pr�ec�edent.

Exercice 29. Pour chacune des lois ci-dessus, montrer que la somme des probabilit�es des �ev�enements
�el�ementaires vaut 1.

Exercice 30. Soit 
 = f!1; !2; !3; !4; !5g un espace �ni �a 5 �el�ements, de probabilit�es respectives 1=4,
1=4, 1=6, 1=6, 1=6. On note X la variable al�eatoire d�e�nie par :

X(!1) = X(!2) = 0; X(!3) = X(!4) = 1; X(!5) = 2:

D�eterminer la loi de probabilit�e de X.

Exercice 31. Un urne contient n boules num�erot�es de 1 �a n, n > 3. On tire 3 boules d'un seul coup.
Soit X la variable al�eatoire �egale �a 1 si on a tir�e la boule num�ero 1, �egale �a 0 sinon. D�eterminer la loi
de X.

Exercice 32. On lance deux d�es �equilibr�es. On note X le plus grand des num�eros obtenus. D�eterminer
la loi de X.

Exercice 33. Une urne contient Nb boules blanches et Nn boules noires. Posons N = Nb+Nn. On tire
r boules avec remise dans l'urne. Soit X la variable al�eatoire �egale au nombre de boules blanches tir�ees.
D�eterminer la loi de X et la reconnâ�tre.

Exercice 34. On lance ind�e�niment un d�e �a 6 faces non truqu�e. Soit X la variable al�eatoire �egale au
temps pass�e jusqu'�a ce que le premier 1 soit obtenu. D�eterminer la loi de X et la reconnâ�tre.

Exercice 35. Calculer la fonction de r�epartition de :
1. la loi uniforme sur f1; :::; ng,
2. la loi de Bernoulli de param�etre p,

3. la loi binomiale de param�etres 4 et 1=2,

4. la loi g�eom�etrique de param�etre p.

Loi uniforme �a densit�e. Une variable al�eatoire r�eelle X suit une loi uniforme sur l'intervalle
I = [a; b] si elle admet pour densit�e l'application px d�e�nie par

8x 2 R; pX(x) = 1

b� a
1[a;b](x):

Exercice 36. Montrer que l'application pX est bien une densit�e de probabilit�e.

Loi exponentielle. On dit qu'un variable al�eatoire X �a valeur dans R suit une loi exponentielle de
param�etre � > 0 si elle admet pour densit�e l'application pX d�e�nie par :

8x 2 R; pX(x) = 1[0;+1[�e
��x:

Exercice 37. Montrer que l'application pX est bien une densit�e de probabilit�e.

Exercice 38. Soit X une v.a.r suivant une loi exponentielle de param�etre � > 0. Montrer que, pour
tous nombres r�eels positifs s et t:

PfX>sg(X > s+ t) = P(X > t)

Cette propri�et�e traduit le fait que la loi exponentielle est sans m�emoire.

Loi de Gauss ou loi normale. Une variable al�eatoire r�eelle X suit une loi normale cente�ee r�eduite
not�e N (0; 1) si elle admet pour densit�e l'application pX d�e�nie sur R par

8x 2 R; pX(x) = 1p
2�

e�
x
2

2 :

Plus g�en�eralement, on dit que X suit la loi normale, de moyenne m et de variance �2, not�ee N (m;�2)
avec �2 > 0 si elle admet pour densit�e l'application

8x 2 R; pX(x) = 1p
2��2

e�
(x�m)2

2�2 :
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Exercice 39. On reprend les notations pr�ec�edentes.
1. Montrer que la fonction pX associ�ee �a une loi normale centr�ee r�eduite est bien une densit�e de

probabilit�e.

2. De même pour la loi N (m;�2).

3. Soit X une v.a.r de loi N (0; 1) montrer que la loi de probabilit�e de Y = �X +m est N (m;�2).

9. Esp�erence

L'esp�erance d'une variable al�eatoire repr�esente sa moyenne pond�er�ee par la probabilit�e de chacune des
issues.

De�nition. Soit X une varaible al�eatoire discr�ete, il existe J d�enombrable tel que X(
) = fxj j j 2 Jg.
{ La variable X est dite int�egrable si la s�erie de terme g�en�eral xjP

X(fxjg) est absolument conver-
gente.

{ Si X est integrable, on d�e�nit son esp�erance, not�ee E(X), par :

E(X) =
X
j2J

xjP
X(fxjg):

Toute variable al�eatoire d�e�nie sur un univers 
 �nie est int�egrable.

Exercice 40. Montrer qu'une variable al�eatoire constante est int�egrable et d�eterminer son esp�erance.

Th�eor�eme. (de transfert) Soit X une variable al�eatoire discr�ete et f une application d�e�nie sur X(
) =
fxj j j 2 Jg telle que la s�erie de terme g�en�eral f(xj)P

X(fxjg) converge absolumenet, alors f(X) est une
variable al�eatoire discr�ete int�egrable et

E(f(X)) =
X
j2J

f(xj)P
X(fxjg):

Exercice 41. D�eterminer, si elle existe, l'esp�erance des varaiables al�eatoires ayant pour loi :
1. loi uniforme sur f1; :::; ng,
2. loi de Bernoulli de param�etre p.

3. loi binomiale de param�etres n et p.

4. loi g�eom�etrique de param�etre p, 0 < p < 1.

5. loi de Poisson de param�etre � > 0.

De�nition. Soit X une variable al�eatoire r�eelle �a densit�e, de densit�e p. On dit que X est int�egrable

ou encore qu'elle admet une esp�erance si l'int�egrale
R +1
�1

jxjp(x)dx existe. Dans ce cas, on d�e�nit, son

esp�erance, not�ee E(X), par :

E(X) =

Z +1

�1

xp(x)dx:

Th�eor�eme. (de transfert) Soit X une varaiable al�eatoire r�eelle de densit�e p et ' : R! R une application
continue par morceaux telle que j'(x)jp(x) soit int�egrable sur R. Alors '(X) est une variable al�eatoire
r�eelle int�egrable et son esp�erance est donn�ee par :

E('(X)) =

Z +1

�1

'(x)p(x)dx:

Une variable al�eatoire discr�ete int�egrable d'esp�erance nulle est dite centr�ee.

Exercice 42. SoitX une variable al�eatoire discr�ete int�egrable. Montrer que la variable al�eatoireX�E(X)
est centr�ee.

Proposition. Soient X et T deux variables al�eatoires int�egrables.
{ si a et b sont deux constantes r�elles, alors aX + bY est int�egrable et on a

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ):

{ Si X 6 Y , alors E(X) 6 E(Y ). En particulier jE(X)j 6 E(jXj).
Exercice 43. D�emontrer la proposition pr�ec�edente.



9

Exercice 44. Calculer l'esp�erance si elle existe des v.a.r X suivant les lois suivantes :
1. Loi uniforme sur l'intervalle [a; b].

2. Loi exponentielle de param�etre � > 0.

3. Loi normal N (m;�2) avec �2 > 0.

10. Variance

De�nition. Une variable al�eatoire X est dite carr�e int�egrable, si X2 est int�egrable. La quantit�e E(X2)
est alors bien d�e�nie et est appel�ee moment d'ordre 2 de X.

De�nition. La variance d'une variable al�eatoire carr�e int�egrable, not�ee Var(X) est :

Var(X) = E((X � E(X))2)

L'�ecart-type de X, not�ee �(X), est �(X) =
p
Var(X).

La variance de X mesure la fa�con dont X s'�ecarte de sa moyenne E(X).

Proposition. Soit X une variable al�eatoire admettant un moment d'ordre 2, alors
1: Var(X) > 0
2: Var(X) = E(X2)� E(X)2.
3: pour tout a 2 R, Var(a+X) = Var(X).
4: pour tout a 2 R, Var(aX) = a2Var(X).

Exercice 45. D�emontrer cette proposition.

Une variable al�eatoire X carr�e int�egrable est dite r�eduite si Var(X) = 1.

Exercice 46. Calculer lorsqu'elle existe la variance des lois pr�ec�edentes (discr�etes ou continues).

Exercice 47. Soit X une variable al�eatoire carr�e int�egrable et de variance non nulle. Montrer que la

variable al�eatoire X
�(X) est r�eduite, et que la variable al�eatoire X�E(X)

�(X) est centr�ee r�eduite.

De�nition. Soit X, Y deux variable al�eatoires carr�e int�egrables, alors on d�e�nit la covariance de X et
de Y , not�ee Cov(X;Y ), par :

Cov(X;Y ) = E((X � E(X))(Y � E(Y )) = E(XY )� E(X)E(Y ):

Proposition. Soient X, Y deux varaibles al�eatoires carr�e int�egrables.
1: Cov(X;X) = Var(X), Cov(X;Y ) = Cov(Y;X).
2: si a; b; c; d sont des r�eels, Cov(aX + b; cY + d) = acCov(X;Y ).
3: Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2Cov(X;Y ).
4: jCov(X;Y )j 6 �(X)�(Y ).

Exercice 48. D�emontrer le r�esultat pr�ec�edent.

Soient X et Y deux variables al�eatoires acceptant un moment d'ordre 2 et de variances non nulles. Le
coe�cient de corr�elation de X et Y , not�e �(X;Y ) est d�e�nie par :

�(X;Y ) =
Cov(X;Y )

�(X)�(Y )
2 [�1; 1]

De�nition. Soit X une variable al�eatoire et soit n 2 N�. On dit que X admet un moment d'ordre n si
Xn est int�egrable. Dans se cas la quantit�e E(Xn) est bien d�e�nie.

Proposition. (In�egalit�e de Markov). Soit X une variable al�eatoire admettant un moment d'ordre n > 1.
Alors on a l'in�egalit�e suivante

8a > 0; P(jXj > a) 6
E(jXjn)

an
:

Exercice 49. On reprend les notations de la proposition. On note 
 l'univers sur lequel X est d�e�nie.
1. Montrer que l'application 1 : 
! R constante �a 1 v�eri�e pour tout ! 2 
 :

1(!) = 1fjXj>ag(!) + 1fjXj<ag(!):

2. En d�eduire, pour tout ! 2 
,

jX(!)jn > jX(!)jn1fjXj>ag(!):
3. Conclure en utilisant la monotonie de l'esp�erance
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Proposition. (In�egalit�e de Bienaym�e-Tchebychev). Soit X une variable al�eatoire discr�ete de carr�e
intagrle. Alors,

8a > 0; P(jX � E(X)j > a) 6
Var(X)

a2
:

Exercice 50. D�emontrer la proposition pr�ec�edente.

11. Variables al�eatoires ind�ependantes

Soit (
;A;P) un espace probabilis�e.

De�nition. Soit X : 
! E et Y : 
! F deux variables al�eatoires. On dit qu'elles sont ind�ependantes,
si pour tout ensemble A � E et B � F tels que fX 2 Ag 2 A, fY 2 Bg 2 A, les �ev�enements fX 2 Ag
et fX 2 Bg sont ind�ependants, c'est-�a-dire :

P(fX 2 Ag \ fY 2 Bg) = P(fX 2 Ag)P(fY 2 Ag)
Exercice 51. Soient X1 et X2 deux varaibles al�eatoires ind�ependantes qui suivent une loi exponentielle
de param�etres �1 et �2 respectivement. D�eterminer la loi de Z = min(X1; X2).

Th�eor�eme. (Loi faible des grands nombres). Soit (Xn)n>1 une suite de variable al�eatoires ind�ependantes
et de même loi. On suppose que ces variables sont carr�e int�egrable et d'esp�erance commune m. Alors la
suite  

1

n

nX
k=1

Xk

!
n>1

converge en probabilit�e vers m, c'est-�a-dire,

lim
n!+1

P

 �����
 
1

n

nX
k=1

Xk

!
�m

����� > "

!
= 0:

Exercice 52. D�emontrer le th�eor�eme pr�ec�edent. On pourra utiliser l'in�egalit�e de Bienaym�e-Tchebychev.

Th�eor�eme. (Th�eor�eme central limite). Soit (Xn)n>1 une suite de variable al�eatoires ind�ependantes et
de même loi. On suppose que ces variables sont carr�e int�egrable et d'esp�erance commune m et de variance
commune �2. On pose Sn =

Pn
k=1Xk. Alors pour tout r�eel t :

lim
n!+1

P

�
Sn � nm

�
p
n

6 t

�
=

1p
2�

Z t

�1

e�
x
2

2 dx:

En posant ~Sn = Sn�E(Sn)p
Var(Sn)

, on obtient

lim
n!+1

P( ~Sn 6 t) =
1p
2�

Z t

�1

e�
x
2

2 dx:

On dit que la variable al�eatoire ~Sn converge en loi vers une variable al�eatoire normale centr�ee r�eduite.
De mani�ere �equivalente, on a que pour tous r�eels a et b, a 6 b,

lim
n!+1

P(a 6 ~Sn 6 b) =
1p
2�

Z b

a

e�
x
2

2 dx:

Exercice 53. Un joueur pense qu'un d�e (�a six faces) est pip�e. Il le lance 720 fois, et obtient le six 150
fois. Quelle conclusion le joueur peut-il en tirer ?

Exercice 54. Etablir un lien entre l'intervalle de 
uctuation introduit en terminale au Lyc�ee et le
th�eor�eme central limite.


