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Préparation écrit analyse
Séance 5 : Séries, suites et séries de fonctions

1. SÉRIES NUMÉRIQUES

Exercice 1. Trouver la nature des séries de termes général un :

1. un =
nα

2n
, α ∈ R ;

2. un =
n!

nn
;

3. un =
an

na
, a > 0 ;

4. un = a ln
n

n− 1
− ln

(
1 +

a

n

)
, a ∈ R ;

5. un =

(
1 +

1

n

)n+ 1
n

− e

6. un = sin
(

(a+ n)
π

n

)
, a ∈ R ;

7. un =
coshn

cosh 2n
;

8. un =

(
cosh

1

n

)nα
, α ∈ R.

Exercice 2. Etudier la convergence de la série de la série de série de terme général

un =
∞∑
p=0

1

(n+ p)2

Remarquer que limn→∞ un = 0. La série
∑
un sera comparée à une intégrale.

Exercice 3. Soit la suite Sn = 1√
1

+ 1√
2

+ ...+ 1√
n
−2
√
n. En utilisant la série associée, montrer

que Sn admet une limite.

Exercice 4.
1. Etudier la nature des séries

un =
1

nα (lnn)β
, avec (α, β) ∈ R2

Etudier les séries de termes général
2. un = n

1
n − 1

3. un =
√

ln(2n+ 1)−
√

ln(2n)

Exercice 5. Déterminer la nature et si possible la somme des séries suivantes

1. un =
1

n(n+ 1)(n+ 2)
, n > 1 ;

2. un = arctan
1

n2 + n+ 1
, n > 1 ;

3. un = ln

(
1− 1

n2

)
, n > 2.

Exercice 6. Monter que si
∑
un est une série à termes positifs,

∑
un et

∑
ln(1 + un) sont de

même nature.
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Exercice 7. Quelle est la nature des séries suivantes :

1. un = ln(1 +
1

n
)

2. un =
(−1)n

nα + (−1)n
, α > 0

3. un =
a− (−1)n

√
n

n− (−1)n
√
n

, a ∈ R

4. un =
cosn√
n+ cosn

5. un =
n+ 1

(−1)n
√
n− n

6. un =

√
1 +

(−1)n√
n
− 1

7. un =
(−1)nn2

√
n5 + 1

8. un =
(−1)n

n
2
3 + cosn

Exercice 8. On considère la série de terme général un =
(−1)n−1

n3
, n > 3 et vn = 1

n3 . Soient

S =
∞∑
k=1

(−1)k+1

k3
, T =

∞∑
k=1

1

k3
, S2n =

2n∑
k=1

(−1)k+1

k3
et T2n =

2n∑
k=1

1

k3

1. Monter que limn→∞ T2n − 4
3
S2n = 0.

2. En déduire que T = 4
3
S.

3. Calculer T (en utilisant S) avec deux décimales exactes.

Exercice 9. On considère la série de terme générale un =
3n

4n
pour n > 1. Montrer qu’elle est

convergente et calculer sa somme avec une erreur inférieur à 10−2.

2. SUITES DE FONCTIONS

Exercice 10. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites
1. fn : R+ → R définie par fn(x) = nx

1+nx
.

2. fn : [0, 1]→ R définie par

fn(x) =


2n2x si x ∈

[
0, 1

2n

]
2n(1− nx) si x ∈

]
1
2n
, 1
n

]
0 sinon

Exercice 11. Soit la suite de fonctions (fn(x))n définie pour x ∈ [0, 1] par fn(x) = xn(1− x).
1. Trouver la limite f(x) de fn(x) quand n→∞.
2. Montrer que fn converge uniformément sur [0, 1].

3. En déduire sans calcul lim
n→∞

∫ 1

0

xn(1− x) dx.

Exercice 12. Etudier la suite de fonction (fn(x))n définie sur R par fn(x) =
sin(nx)

1 + n2x2
. Pour

montrer que la convergence n’est pas uniforme, on construira une suite (xn)n particulière ten-
dant vers 0 telle que fn(xn) ne tende pas vers 0.

Exercice 13. Montrer que la suite fn des fonctions définie sur [0,+∞[ par

fn(x) =

{(
1− x

n

)n pour x ∈ [0, n]

0 pour x > n

converge vers une fonction f . La convergence est-elle uniforme ?
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3. SÉRIES DE FONCTIONS

Exercice 14. On considère la série de fonctions de terme général un(x) =
sinnx

x2 + n2
. Etudier

le domaine de convergence ∆ de cette série, et étudier sa convergence uniforme sur ∆. Même

question pour la série de fonction de terme vn(x) =
x2 sinnx

x2 + n2
.

Exercice 15. 1. Quel est le domaine de définition ∆ de la fonction

f : x 7→
∞∑
n=0

(−1)n
e−nx

n+ 1

2. Montrer que f est continue sur ∆.

Exercice 16.

1. Quel est le domaine de définition ∆ de la fonction

g : x 7→
∞∑
n=0

(−1)n
e−nx

n2 + 1

2. Montrer que g est de classe C1 sur ∆.

Exercice 17. On considère la série de foncions de terme général

un(x) =
1√
n

(x2n − x2n+1)

1. Montre qu’elle converge uniformément sur [0, 1].
Soit f sa somme.
2. Monter que f est continue sur [0, 1].
Soit la série de terme général u′n(x).
3. Etudier la fonction u′n(x) pour x ∈ [0, 1].
4. En déduire que la série u′n(x) converge uniformément sur tout intervalle [0, a] pour tout
a < 1.

5. En déduire que f(x) est dérivable sur [0, 1[.

Exercice 18. Démontrer que les séries de fonction un(x) =
cosnx

nα
et vn(x) =

sinnx

nα
sont

uniformément convergentes pour x ∈ [a, 2π − a] pour tout a ∈]0, π[.


