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Le probléme de la modélisation d'effets dissipatifs au niveau quantique

» Une équation dissipative au niveau classique :

q(t) = =V« V(q(t)) —~a(t), v>0.

> Le probléme au niveau quantique : la procédure de quantification nécessite
|'existence d'un hamiltonien.

> Intérét d'avoir des modéles de dissipations quantiques : 1) tester la validité
de la MQ & des échelles macroscopiques 2) étudier certains phénoménes
de dissipation classique a basse température (supraconducteur) 3) ...

> Une solution proposée par A.O. Caldeira et A.J. Leggett (1982) :
[We] regard the “system” and its environment as together forming a closed
system (the “universe”) which can be described by a Lagrangian or
Hamiltonian [...]. In this picture the phenomenon of dissipation is simply
the transfer of energy from the single degree of freedom characterising
the “system” to the very complex set of degrees of freedom describing
the “environment” ; it is implicitly assumed that the energy, once
transferred, effectively disappears into the environment and is not
recovered within any time of physical interest.

> Le modéle de L. Bruneau et S. De Biévre (2000) : permet d’obtenir de la
friction linéaire.
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Le modéle de L. Bruneau et S. de Biévre

(04 — D) 0(t,x,2) = =N oa(2)o1(x — g(t))
(BdB)a,c | @[Y](t,x) // ol(x —y)o2(z)y(t,y,z)dy dz
q(t) = =V V( q(t)) — Va®[v](t, q(t))

> ) = 1h(t,x,z) avec x ER? et z € R" > 01 = 01(x) et 02 = 02(z) sont des

(n > 3) représente I'état du milieu. fonctions C*° a support compact,
positives et radiales telles que leur
profil radial soit décroissant. Elles
représentent les "zones" d'interaction
entre la particule et le milieu.

» q = q(t) € R? représente la position
de la particule.

> c est la vitesse de propagation des
ondes transversales.

> \ est un paramétre du systéme. Dans
la suite les cas A ~ 1 et A ~ ¢ seront
étudiés.
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Une vue d'ensemble des modéles dérivant de (BdB)

Vlasov attractif

(F=oy1%01)
A~ve
c—+oo
(N-BdB)y,c ——— > (Vlasov-Onde) A Transport libre
/ e o
limite
(BdB))"C semi-c:|atssique h—0
(Schrédinger-Onde) x ,c —— (S-O)xc,n :—:1> (Schrédinger linéaire),
oo
A~c
c—+oo
(Hartree);,
(Z=01%01)
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Questions abordées

Question 1. L'asymptotique A ~ ¢, ¢ — 400 conduisant vers Vlasov attractif
ou Hartree attractif suggére que (V-O) et (S-O) admettent des solutions
stationnaires. Est-ce le cas? Ces solutions sont elles stables? En quel sens?

Question 2. Est-il possible de comparer le "déplacement" d'une solution
stationnaire stable de (V-O) ou (S-O) auquel on aurait donné une impulsion au
déplacement d'une particule classique de (BdB) ? Est-il possible de justifier un
effet de friction du milieu sur la solution stationnaire stable ?

Question 3. Les fonctions spatialement homogeénes sont des solutions
stationnaires de (V-O). L'asymptotique avec Vlasov attractif améne a se poser
la question de |I'amortissement Landau. Est-ce que I'interaction avec le milieu
change la géométrie des équilibres stables ? Est-ce qu'elle permet d'obtenir de
meilleurs taux de convergence? ou est-ce que au contraire les taux sont
dégradés?
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I- Existence et stabilité orbitale d’ondes
solitaires pour le systéme Schrodinger-Onde



Le systéme Schrodinger-Onde

(0 — AL (1, x, ) = —c%02(2) o1 % |u(t, )2 (x)
(5-0) (,at + 2A )u (01 *X/UZ 2)0(t, 2)dz) (x) u(t, %)
(¥(

u(0,x) = uo(x) et )(0,x,2), 0:9(0, x, z)) = (Yo(x, z),¥1(x, 2))

Théoréme. Pour tout ug € Hy et (o, 11) € L2HY x 1212, (S-O) admet une
unique solution globale (u, ) dans

CO(Ry; HY) x (CO(RA; L2HY) N CY(R,; LiLi)).

De plus cette solution est telle que

> (conservation de la masse) ||u(t)||?. = ||uol|Z2
X X

> (conservation de I'énergie) £(t) = E(u(t), v (t),d:b(t)) = £(0) avec
1 1 1
B, 000 = 3 IVeoll+ [ (o [ oadz) o a3V 0t 5

(), 0:0(t)) = P(0) avec

)
‘ _ 1
P(u,,x) :Im/VYuudx— g//Tﬂuxdxdz

» (conservation de I'impulsion) P(t) = P(u(t
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L'équation limite de type Hartree

. 1 _ 2
(Ha) (,at+§Ax)u_ H(Z*\u\ )u
K= HVZFHf?, A T(z)=02(z) et L =o01%01

Quantités conservées :
> (masse) [|u(t)[% = u(0)%

> (énergie) H(t) = H(u(t)) = H(0) avec

1 K
H(w) = 319l = 5 [ (2w af?) ol ax

> (impulsion) Im/ Vyu(t)o(t)dx = Im/ Vxu(0) u(0) dx
Remarques supplémentaires :

> Il'y a mieux que la conservation de I'impulsion, (Ha) est invariant par
transformations galiléennes.

» Les fonctionnelles E et H sont liées par la relation

H(u) = E(u,T o1 % |u|2,0).
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Ondes solitaires

On cherche des solutions particuliéres (u, 1) de (S-O) sous la forme
u(t,x) = Q(x)e™" et oY(t,x,z) = V(x,2).
On obtient que (Q, V) doit étre solution du systéme

AV =05 01 % Q2
1
—EAXQ+wQ+ (01*/01WdZ)Q:0

ce qui conduit a
V(x,z) =T(z)o1 % Qz(x)

—%AXC\H—wQ CR(EZx@)Q=0 (C).

Remarque importante : si Q est une solution de (C)., alors u(t,x) = Q(x)e™*

est également une solution de (Ha).
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Minimisation de |'énergie sous contrainte de masse
On étudie les trois problémes de minimisations suivant

In = inf{E(u,w,x) t.q. (u,%,x) € Hx x LiH; x L2313 et |juf < M}
Ju = inf { EQu,,x) ta. (u,0,x) € HE x LZHE x 22 et ||ulfy = M}
Ky = inf{H(u) tq. ueH et |uff = M}

Théoréme. A
» Pour tout M > 0, Iy est atteint.

> Si Iy < 0 est atteint en (u, 1), x) alors
x=0,v¢=To1x|uf? |[ul?Pa=Met
Jw > 0 t.q. u est solution de (C).,. Mo

» Pour tout M >0, Iy = Juy = Ky <0. 0

> |l existe Mo > 0 t.q. Iy = 0 pour
M € [0, Mo] et In < O et strictement
décroissant sur (Mo, +0).

»Sid=1 My=0etsid>2 My >0. Iy =Jdu=Ku \

<y
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Stabilité orbitale (approche variationnelle)
Notation
Su={(Q.¥) € H: x L2} ta. ||Qlf: =M et E(Q,¥,0) = Ju}

Théoréme. Soit d > 2, M € (Mo, 2Mo) et (Q, V) € Sy. Pour tout £ > 0 il
existe 8. > 0 tel que pour tout wy € HY, 1o € L2ZH} et 1 € L212 satisfaisant

luollf2 = M et [luo — QI[F + [l — ‘U||f§,yzl + [¢alfaie <0,
I'unique solution (u, 1) de (5-O) de donnée initiales (uo, ¥o,11) vérifie

sup _inf  (flu(e) = QliZ + (t) = WI%aps + N0b(B)lF2s2) < e
t>0 (Q,V)ESy Xz

Remarque. Lors de |'application du lemme de concentration compacité, la
discrimination du scénario dichotomie repose sur une propriété de sous
additivité pour Jy : pour tout « € (0,1),

Iv < Jam + J1—aym-

Comme Jy = 0 pour M € [0, Mo] et est strictement décroissant lorsque
M > Mo, cette propriété est au moins satisfaite pour M € (Mo, 2Mo).
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Le probléme de I'unicité (modulo les symétries de I'équation)

Ce que nous savons : Pour tout M > M il existe (Q, V) tel que

> @ est positive, a symétrie sphérique, de profil radial décroissant et de
masse M,

> U(x,z) =T(2) o1 x Q@*(x),
> E(Q,V,0) = Ju.

Remarque : pour tout o € R et xp € R?
(v(x), o(x, z)) = (Q(x — xo)e"'m, V(x — xo, z))
est encore un minimiseur de Jy.

Question : existe-t-il d'autres minimiseurs ?

Théoréme [Lieb '77]. Si d = 3 et X(x) = |x| ™! alors Ky admet un unique
minimiseur (modulo les invariances de I'équation).

Théoréme [Ma Zhao 2010]. Si u est un minimiseur de Ky alors (modulo
changement de phase et translation) u est strictement positif, a symétrie
sphérique et de profil radial strictement décroissant.

10/25



Satbilité orbitale (approche par linéarisation) |

Soit M > Mo et (Q, W) € Sy. On sait que W =T o1 * Q? et qu'il existe w > 0
t.q. Q est solution de (C),,.

Notation : W (u,,x) = E(u, 9, x) +wllulliz

Calcul : En notant u = f + ig (f,g € R),

W(Q+ u,V +1,x) = W(Q,V,0)

f f 1 ,
A ’ +(L-g, +
< B (7/)) <w>>L§><L§L§ < g g>L§ 202 ||X||L§L§

+O([lu,v?)
ou
_EAX_H,J.;_(Ul*/az\Udz) My Mw—(o— * o¢dZ>Q
Ly = 2 1 avec RO :
M 30 Maf = 02 (01 % QF)
et 1
Liz—an+w_K(Z*Q2)
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Satbilité orbitale (approche par linéarisation) I
Lemme [Weinstein '85]. Il existe u > 0 tel que pour tout g € Hy

X

1
(L-g.8)iz = pllgliy = - (& Q|

Condition (H) : Il existe v > 0 tel que pour tout (f,) € H: x L2H?

F\ (f
<L* (w) ’ <¢)>Lgx% > v(IIFllEe + 1911z )
1 2 d )
- <!<f, Q2|+ [(F,05Q) 2] >
j=1

"Théoréme". Sous la condition (H) et avec |luol|2 = [|Q|l.2- Il existe g0 >0
tel que pour tout e € (0,e0) on peut exhiber n(e),d(¢) > 0 t.q.

1
luo— QI +llvo—WI|2 CijIHingSn(E)Z et W(uo,o,%1)-W(Q,V,0) < i(e)

2
implique I'existence de deux fonctions t + ~(t) € R et t + x(t) € R? t.q.

. 1
SUP (H - - X(f))eW(t)HzHg + Hd’(t) - V(. - x(t))Hif,-_,; + ;!Iatw(t)llf§@> <e?
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Etude de 'opérateur £

. 1
Notation : L f = —2 Axf +wf — k(T Q°)f — 26(T * Qf)Q
Remarque : En introduisant W(u) = H(u) + w||u||?2 nous avons la
décomposition (v = f + ig)

W(Q + u) = W(u) + {Lyf, iz + (L_g, &)z + O(|lul®).

Condition (H’) : Il existe 7 > 0 tel que pour tout f € Hy

d
1
(Lef, Fhiz = PlFllRe — = <|<f7 Qul* + D[, 6X,-Q>Lg|2> :

j=1

Proposition. (H) < (H’)
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Etude de 'opérateur L

Théoréme [Lenzmann 2009, D'Avenia & Squassina 2014]. Si d = 3 et

¥ =|-|7! alors pour tout M > 0 I'unique (modulo symétries) minimiseur Q°
de Ky est tel que

Ker(L;) = Vect{0y,Q°, j =1,2,3}
et (H’) est satisfait.
A partir de maintenant d = 3.

Notations :
> (X). suite convergeant vers £° = | - |~ dans le sens suivant : pour tout
R>0
1(Z° = Z2) 1<kl 372 + I(Z = Z0)1 1 skllize — 0.
X e—0

> (Q°)c suite de minimiseur de Ky (X¢) (ot M > sup, Mo(X)) positifs, a
symétrie sphérique, de profil radial décroissant et (w°). suite de
multiplicateurs de lagrange associés aux (Q°).

» Q° unique minimiseur de Ky (X°) positif, & symétrie sphérique et de profil
radial décroissant. w° le multliplicateur de Lagrange correspondant.
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Etude de I'opérateur L, (suite)

Proposition. (i) Pour tout § > 0 il existe o > 0 t.q. pour tout € € (0, o)
1Q° = Q% + o —w’[ <6

(i) Il existe & > 0 tel que pour tout € € (0, &) et tout Q°, il existe
v(X€, Q°) > 0 t.q. (H’) soit satisfait avec v = v(X°, Q°).

Remarque : € dépend a priori de la suite (Q°). considérée alors que € est le
méme pour toutes les suites (Q°)..

Question : Que se passe-t-il pour des solitons Q de masse proche de M ?

—Ix|

Un exemple instructif : ¥(x) = e|x|
L
> X) = ——— = ex(ex).
Ix|
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Etude de I'opérateur L : le cas ¥(x) = e X /|x|

—elx|
e
> T(x) = —— = €X(ex)
x|
> Q° minimiseur de Ku(Z¢) <= P(x) = ¢ 2Q°(e”'x) minimiseur de
Ke-1y(X).
c A
1o * f 4 /7
| A
\ : -
| /o7 - _
A s
L/ s - -
AV -7
€O |rrreeeeninens Y s - e
s -
Ve e
-7
M M/&o Masse
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Etude de I'opérateur L, : le cas ¥ = y(ax|-|71)

a( Aty

TIH(x) = AT X(/LX)/ dy

v

- () = () jf_yy" y

> EM(x) = pEM ()

> QM minimiseur de Ky(ZM*) <= P(x) = p2Q™*(1~x) minimiseur de
K, —1(X°) avec € = Ap.

> |l existe Ao, 1o > 0 t.q. la condition (H’) est satisfaite pour tout

minimiseur de Ky (Z**) lorsque 0 < A < o et 0 < g < puo.

Proposition. Soit € € (0, Aojo). La condition (H’) est satisfaite par tous les
minimiseurs de Km(X€) avec m € (ug M, doe™*M).

Remarque. Pour s'assurer que X peut se décomposer sous la forme X = o1 x 01
on applique la stratégie précédente avec

o1 = x(ax|-|7?).
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Prise de recul

» d =3 :sio; est tel qu'il existe un changement d'échelle \, i1 t.q.
TMH(x) = pX(Ax) est "proche" de |- |71, alors il existe un intervalle de
masse | d'intérieur non vide t.q. la condition (H’) est satisfaite par tout
minimiseur de Ky (X) avec M € I.

(i& + %Ax)u = 7():* \u|2)u

d=1 d=2 d=3
> =do L? sous critique [? critique LZ sur critique
Y= \’1 L? sous critique | L? sous critique

Proposition. Soit d = 1. Pour tout o1 positif, pair et de profil décroissant, il
existe M > 0 t.q. la condition (H’) est satisfaite par tous les minimiseurs de
Ku(X) avec M € (0, M).

Remarque : si d = 1 alors My = 0.
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II- Etude numérique du "déplacement” d’un
état fondamental



Paramétres pour les simulations

1 1
> o1(x) = 3exp ( — Q)IMSIV 02(z) = 3exp ( — 177|z\2)1|1|§1'
M = 2.

» Calcul de Q en résolvant numériquement |'équation de la chaleur

Orv — 18fxv—|—ou( v — k(X * |v|2)v =0

wlv) =~ ”2 (3 [ 19vP ax = [ [ IWPeE( = v axdy)

» Données initiales

u(0,x) = Q(x)e' M, (0, x,2) = [(2)o1 * Q*(x), (0, x,z) = 0.
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Des calculs heuristiques
Notation : q(t) = & [ x|u(t)|*dx et p(t) = Im [ V,u(t) a(t)dx.

Mq(t) = p(t) (1a)
p(t) = —/vx <al*/az(z)¢(t,-,z) dz) (lu(t, 0 dx (1b)
u(t,x) = Q(x — x(t))e"® + e-term (1c)
(9% — D) P(t, x,2) = —c*oa(2) o1 % |u(t)[* (x) (1d)

Hypothése (non vérifiée) : le soliton se déplace sans déformation, ie
e-term = 0. Dans ce cas x(t) = q(t) et

Mg’ (t) = —/vx (01*/02(z)¢a(t,-,z)dz> (x)Q*(x — ¢°(t))dx  (2a)

(8t2t — C2Az)1/)a(t,x, z) = ,C202(Z) o1 * Qz(x) (2b)

Remarque : (2a)—(2b) est I'équation (BdB) pour une particule avec
51 =01 % Q% car

/vx (01*/02wa(t) dz) (x)Q%(x — ¢°(¢)) dx
_v, ([gl N / o2 (1) dz) (¢(2))
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Des calculs heuristiques (suite)

La phase : par analogie avec |'expression de la phase dans |'invariance
galiléenne on introduit

a 1 t a 2
fy(t):thrm/o |p(s)|" ds

Solution heuristique approchée :

w(£3) = Qx— a'(1) e (1) (x — 4'(1) ) exp (i7°(1))
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I1l- Amortissement Landau pour le systéme
Vlasov-Onde



Le systéme Vlasov-Onde

(8@ — CZAZ)’z;(t,x, z) = —)\202(2) (0’1 * / F(t)dv ) (x)
(V-0)
(0 + v - Vi) F(t, x,v) = Vs (01 */Uz(z)c:(t. £ Z) dz) (x)- V. F(t,x,v)
Ré-écriture du potentiel d’interaction :

U = Yu[to, 1] + Ynn[F], (Ul */02(Z)L‘(f: '-Z)dz> = ®ulto, a] + OnnlF]
Onu[FI(t) = =X« (/:pc.x(t — T)p(T)dT) , T=o01%01, p(t)= /F(t)dv

Le noyau pc x : pca(t) = / 02(z)T(t,z) dz avec T solution de
(0% — D) T(t,2) =0, (T(0,2),8:7(0,2)) = (0, \’02(2)).
Ré-écriture de I'équation
(0 +v - Vi) F(t, x,v) = Vi (¢H(t) — X% (/0 Pex(t —7)p(7) dT)) (x)- V F(t,x,v)
o) = / F(t)dv
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Amortissement Landau pour le systéme Vlasov-Onde

Solutions particuliéres : Si Fo(x,v) = .#(v) et

(Yo(x, z),¥1(x, 2)) = (Vo(2), \Ill(z)) alors F(t,x,v) = .#(v).

"Théoréme." Si ./ est suffisemment réguliére et vérifie un certain critére de
stabilité linéaire (L), alors il existe £ > 0 t.q. pour toutes données initiales de la
forme

Fo(x,v) = A (v) + fo(x,v), [l <e,
(¢0(X,Z),w1(X,Z)) = (WO(Z) +@0(X,Z),W1(z)+4p1(x,z)), H<P07<P1|| <e,

la solution F de (V-O) associée a cette donnée initiale est t.q.
(i) 3G tq. ||F(t,x+ tv,v) — G=(x, v)]| o 0
—+o0
(i) 3p* eRtaq. lp(t) —p=| —— 0
t—+oo

(i) Hv (Z*/tpc,\(th)p(T dT)H .0

Cadre :
Norme o1 Pe taux de cv
x € R? | Sobolev [o1(K)| < (k)= lp(O[ S ()" (t)~?
x € T? | Gevrey |31(k)| < exp(—A1lk|) | a support compact | exp(—A|t|*)
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Le cas linéaire

> F(t,x,v) = 4(v)+ f(t,x,v) et (po,1) =0

t
(O + v - Vi) f + Vs (Z*/ pcy,\(th)Q(T)dT) NV =0
0

> Intégration en vitesse le long des caractéristiques du transport libre +
passage en Fourier

t
o(t, k) = fo(k, tk) + / K(t — 7, k)o(r, k)dr
0
avec

K(t, k) = /tpc,A(t —71)K(r, k)dr, K(t k)= |k|2f(k)t(//{\(tk)1t20.

» Formellement, en appliquant la transformée de Laplace

L[(k,-k)]

Llo(, k)] = 1= L[ K]

LIK(-, k)] = L[pes] LIK (-, k)]
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Le critére de stabilité linéaire
(1) inf |1 = £lpea) (@L[K(- ] @)] >0, Re(w) = -

» Si X ~ ¢, alors dans la limite ¢ — +00 on retrouve le méme critére de
stabilité que dans le cas Vlasov : pcx — do.

» Si A~ 1, alors pour ¢ > 1, le critére de stabilité est vérifié :

)\2

[L[pen] (@LIK( R)](@)] <

> SiA~ 1, Lper](0) = k/c®. De plus si d > 3 et .# # 0 est & symétrie
sphérique, L[K(-, k)](0) > 0. On en déduit qu'il existe co < 1 pour lequel
le critére de stabilité n'est pas satisfait.
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