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Planche 4
Relations d’ordre

EXERCICE 17

Dans chacun des cas suivants préciser, en justifiant rigoureusement, si la relation R sur I’ensemble E est réflexive,
symétrique, antisymétrique, transitive, relation d’ordre. Si R est une relation d’ordre, préciser s’il s’agit d’un
ordre total ou partiel.

1. E=Cet zR wssi Re(z) < Re(w) et Im(z) < Im(w).

REPONSE. Cette relation est réflexive, antisymétrique et transitive, donc une relation d’ordre. Les démonstrations
utilisent la réflexivité, la antisymétrie et respectivement la transitivité de la relation d’ordre usuel sur R. Par exemple,
pour l'antisymétrie, soit z = x + iy, w =u+iw e Ctelsque z Rwet wR z. llenrésulte z < u, y <v,u <z, v<y,
donc x = u et y = v, c’est & dire z = w.

R est une relation d’ordre partiel. En effet, en choisissant z = 1, w = i on constate que z R w (parce que Re(z) > Re(w))
et w R z (parce que Im(w) > Im(2)).

2. E=Net xRy ssiz divise y.

REPONSE. R est une relation d’ordre (voir le cours et la question ?? de I'exercice ?77). C’est une relation d’ordre partiel.
En effet, il suffit de remarquer que (par exemple) 2% 3 et 3R 2.

3. E=RetxRuyssiz>y.

REPONSE. R est transitive et antisymétrique, mais n’est pas réflexive. La transitivité et ’antisymétrique résultent en
utilisant la a transitivité et I’antisymétrique de la relation d’ordre standard sur R.

4. E=RetxRyssiy=—zx.

REPONSE. Nous avons 1 R 1 (parce que 1 # —1), donc R n’est pas réflexive.

Nous avons 1 R —1 et —1 R 1, mais 1 R 1, donc R n’est pas transitive.

Nous avons 1 R —1 et —1 R 1, mais 1 # —1, donc R n’est pas antisymétrique.
D’autre part, y = —x = x = —y, donc ¢ R y = y R yx, c’est a dire R est symétrique.

5. E=RetaxRuyssiz?+y? =1

REPONSE. Nous avons 0 R 0 (parce que 0% + 02 # 1), donc R n’est pas réflexive.
Nous avons 0 R 1 et 1 R 0, mais 0 R 0, donc R n’est pas transitive.

Nous avons 0 R 1 et 1 R 0, mais 0 # 1, donc R n’est pas antisymétrique.

La relation R est évidement symétrique. En effet, il suffit de remarque que

V(z,y) eRxR (2* +y° =1=9> +2° = 1).

EXERCICE 6
Soit E un sous ensemble de R et r un réel, écrire avec des quantificateurs les propriétées suivantes :

1. 5 est un minorant de E.

REPONSE.
VreFE, 5<x.

2. 5 est le plus petit élément de E.

REPONSE.
(beE)A(VzeE, 5<).

3. 5 est la borne inférieure de E.

REPONSE. ...bientot!

4. r n’est pas un majorant de F.
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REPONSE.
dre b, r<cx.

5. FE n’admet pas de minorant.

REPONSE.
VYmeRdzxe E, x<m.

6. E n’est pas minoré.

REPONSE. Condition équivalente a la précédente. "E n’est pas minoré" signifie "E n’admet pas de minorant". Donc la
réponse est :
VmeR3Ixe E, x <m.

EXERCICE 7
Etudier 'existence du plus grand élément, du plus petit élément, de la borne inférieure et de la borne supérieure
des ensembles suivants, regardés comme sous-ensembles de R muni de relation d’ordre usuelle <.

1. By =[-2,2].

REPONSE.
min(E;) = —2, max(E1) = 2.

2. By =[-2,2] nN.

REPONSE. Nous avons Ey = {0, 1,2}, donc min(E3) = 0, max(Ez) = 2.

3. E3 = [—27 7[ M Q

REPONSE. Nous avons min(Es3) = —2. Nous allons démontrer que E3 n’a pas de maximum.

Supposons par l'absurde que le maximum de F3 existe, et soit m € E3 ce maximum. Puisque m € [—2,7[ il en résulte
—2 < m < 7. Par la propriété de densité de Q, il existe ¢ € Q tel que m < g < 7. Mais alors q € [-2,7[nQ = E3, et
q > m ce qui contredit le fait que m est le maximum de Ejs.

4. By={1— 1 neN*}

REPONSE. Nous avons
Vn e N*, 1—321—1=0,
n 1
donc 0 = min(E;4). Nous allons démontrer que F4 n’a pas de maximum.
Supposons par I'absurde que le maximum de E, existe, et soit u € E4 ce maximum. Donc il existe N € N* tel que

nw=1-— % Mais alors

1 1
Baslogg=l-y=m

ce qui contredit le fait que p est le maximum de FEj.
EXERCICE 12
Pour les fonctions suivantes dire si elles sont minorées, majorées, bornées sur leur domaine de définition respectif ?

f(z) = sin(z), g(z) = zcos(2rz), h(z) = —

sin(z)’
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REPONSE. Le domaine de définition de f est R et
VzeR, —1 <sin(z) <1,
donc la fonction f est bornée sur son domaine de définition.

Le domaine de définition de g est R. Remarquer que tout k € Z nous avons cos(27k) = 1, donc g(k) = k. Puisque Z n’est
ni minoré ni majoré, il en résulte que g n’est ni minorée, ni majorée sur son domaine de définition.

Le domaine de définition de h est
Dy ={zeR: sin(z) # 0} = R\Zr.
Remarquer que pour k € N* nous avons lim, ~ok. h(z) = —o0 (parce que, pour z_~2km, sin(z) tend vers 0 par des valeurs

négatives) et limg~ 2kx h(z) = 00 (parce que, pour z~2km, sin(z) tend vers 0 par des valeurs positives). Il en résulte que
h n’est ni minorée, ni majorée sur son domaine de définition.

EXERCICE 13
Soit f(z) = T=X&

VT
1. Donner le domaine de définition de f.

REPONSE. Le domaine de définition de f est ]0, 0o].

2. f est elle monotone ?

REPONSE. Sur le domaine de définition 0, o[ de f on peut écrire f(z) = y/x — 1. L’application z — +/z est strictement
croissante (méme sur [0, 00[), donc f est strictement croissante sur son domaine.

3. f admet elle un minorant, majorant 7
REPONSE. Nous avons Vz €]0, [, 4/ > 0, donc
vz €]0,0[, f(z) > —1.
1l en résulte que —1 est un minorant de f sur son domaine. D’autre part f n’est pas majorée sur |0, o[. Pour le démontrer

on peut utiliser deux méthodes :

(1) Méthode directe : il suffit de montre que pour tout m € R il existe x €]0, 0] tel que f(z) > m. L’inégalité f(z) > m
est équivalente & \/z > m + 1. Si m + 1 < 0 cette inégalité est satisfaite pour tout z €]0, o[, donc on peut supposer
m 4+ 1 > 0. Dans ce cas l'inégalité /z > m + 1 est équivalente & = > (m + 1), qui est satisfaite pour tout
z €](m +1)? ool

(2) Méthode analytique : nous avons limg_.o f(z) = 00, ce qui implique que f n’est pas majorée.

EXERCICE 14

Soit f(x) = Vj;%‘l.
1. Donner le domaine de définition de f.

REPONSE. Le domaine de définition de f est défini par le systéme d’inéquations

dr—4 = O
{ r+1 > 0~ (%)

donc coincide avec 'intersection [1,00[n] — 1, 00[= [1, o0[.

2. La fonction f admet elle un minorant, un majorant ?

REPONSE.
Sur son domaine de définition on a f(z) = 2 i—jr}, donc on va commencer par étudier I’application
r—1
1 [1,00 R = .

g:[Lw[-R, g(z) = ——

Nous avons ( D 3 )
r+1)—(r—
Ve e [l,0[, ¢(x) = = >0
vel [, (@) (x +1)2 (z+1)2

donc g est strictement croissante sur [1,00[. Il en résulte

Vze[l,0[, 0=g(1) < g(x) < lim g(z) =1,

x—00
donc Vz € [1,0[, 0 < g(z) < 1. Puisque f(x) = 24/g(z), il en résulte
Ve e[l,of, 0< f(zx) <2,

donc 0 est un minorant de f et 2 est un majorant de f sur son domaine.
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Remarque. On peut démontrer la monotonie croissante stricte de g avec la définition, sans utiliser la dérivée. En effet,
sotent 1 < x1 < x2. Alors

1’2—1 1’1—1 1 1 T2 — X1
- —1- —1+ -
T2+ 1 T+ 1 x2 + 1 x1 + 1 (m1+1)(m2+1)

g(x2) — g(x1) = >0,

(parce que (x1 + 1)(xz2 + 1) > 0) donc g(z1) < g(z2).



