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Planche 4
Relations d’ordre

Exercice 17
Dans chacun des cas suivants préciser, en justifiant rigoureusement, si la relationR sur l’ensemble E est réflexive,
symétrique, antisymétrique, transitive, relation d’ordre. Si R est une relation d’ordre, préciser s’il s’agit d’un
ordre total ou partiel.
1. E “ C et z R w ssi Repzq ď Repwq et Impzq ď Impwq.

Réponse. Cette relation est réflexive, antisymétrique et transitive, donc une relation d’ordre. Les démonstrations
utilisent la réflexivité, la antisymétrie et respectivement la transitivité de la relation d’ordre usuel sur R. Par exemple,
pour l’antisymétrie, soit z “ x ` iy, w “ u ` iv P C tels que z R w et w R z. Il en résulte x ď u, y ď v, u ď x, v ď y,
donc x “ u et y “ v, c’est à dire z “ w.

R est une relation d’ordre partiel. En effet, en choisissant z “ 1, w “ i on constate que z /R w (parce que Repzq ą Repwq)
et w /R z (parce que Impwq ą Impzq).

2. E “ N et x R y ssi x divise y.

Réponse. R est une relation d’ordre (voir le cours et la question ?? de l’exercice ??). C’est une relation d’ordre partiel.
En effet, il suffit de remarquer que (par exemple) 2 /R 3 et 3 /R 2.

3. E “ R et x R y ssi x ą y.

Réponse. R est transitive et antisymétrique, mais n’est pas réflexive. La transitivité et l’antisymétrique résultent en
utilisant la a transitivité et l’antisymétrique de la relation d’ordre standard sur R.

4. E “ R et x R y ssi y “ ´x.

Réponse. Nous avons 1 /R 1 (parce que 1 ‰ ´1), donc R n’est pas réflexive.
Nous avons 1 R ´1 et ´1 R 1, mais 1 /R 1, donc R n’est pas transitive.
Nous avons 1 R ´1 et ´1 R 1, mais 1 ‰ ´1, donc R n’est pas antisymétrique.
D’autre part, y “ ´xñ x “ ´y, donc x R y ñ y R yx, c’est à dire R est symétrique.

5. E “ R et x R y ssi x2 ` y2 “ 1.

Réponse. Nous avons 0 /R 0 (parce que 02 ` 02 ‰ 1), donc R n’est pas réflexive.
Nous avons 0 R 1 et 1 R 0, mais 0 /R 0, donc R n’est pas transitive.
Nous avons 0 R 1 et 1 R 0, mais 0 ‰ 1, donc R n’est pas antisymétrique.
La relation R est évidement symétrique. En effet, il suffit de remarque que

@px, yq P Rˆ R px2 ` y2 “ 1ñ y2 ` x2 “ 1q .

Exercice 6
Soit E un sous ensemble de R et r un réel, écrire avec des quantificateurs les propriétées suivantes :
1. 5 est un minorant de E.

Réponse.
@x P E, 5 ď x .

2. 5 est le plus petit élément de E.

Réponse.
p5 P Eq ^ p@x P E, 5 ď xq .

3. 5 est la borne inférieure de E.

Réponse. ...bientôt !

4. r n’est pas un majorant de E.
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Réponse.
Dx P E, r ă x .

5. E n’admet pas de minorant.

Réponse.
@m P R Dx P E, x ă m.

6. E n’est pas minoré.

Réponse. Condition équivalente à la précédente. "E n’est pas minoré" signifie "E n’admet pas de minorant". Donc la
réponse est :

@m P R Dx P E, x ă m.

Exercice 7
Étudier l’existence du plus grand élément, du plus petit élément, de la borne inférieure et de la borne supérieure
des ensembles suivants, regardés comme sous-ensembles de R muni de relation d’ordre usuelle ď.
1. E1 “ r´2, 2s.

Réponse.
minpE1q “ ´2, maxpE1q “ 2 .

2. E2 “ r´2, 2s X N.

Réponse. Nous avons E2 “ t0, 1, 2u, donc minpE2q “ 0, maxpE2q “ 2 .

3. E3 “ r´2, 7r XQ.

Réponse. Nous avons minpE3q “ ´2. Nous allons démontrer que E3 n’a pas de maximum.
Supposons par l’absurde que le maximum de E3 existe, et soit m P E3 ce maximum. Puisque m P r´2, 7r il en résulte
´2 ď m ă 7. Par la propriété de densité de Q, il existe q P Q tel que m ă q ă 7. Mais alors q P r´2, 7rXQ “ E3, et
q ą m ce qui contredit le fait que m est le maximum de E3.

4. E4 “ t1´
1
n , n P N

˚u.

Réponse. Nous avons
@n P N˚, 1´

1

n
ě 1´

1

1
“ 0 ,

donc 0 “ minpE4q. Nous allons démontrer que E4 n’a pas de maximum.
Supposons par l’absurde que le maximum de E4 existe, et soit µ P E4 ce maximum. Donc il existe N P N˚ tel que
µ “ 1´ 1

N
. Mais alors

E4 Q 1´
1

N ` 1
ą 1´

1

N
“ µ ,

ce qui contredit le fait que µ est le maximum de E4.

Exercice 12
Pour les fonctions suivantes dire si elles sont minorées, majorées, bornées sur leur domaine de définition respectif ?

fpxq “ sinpxq, gpxq “ x cosp2πxq, hpxq “
x

sinpxq
.
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Réponse. Le domaine de définition de f est R et

@x P R, ´1 ď sinpxq ď 1 ,

donc la fonction f est bornée sur son domaine de définition.

Le domaine de définition de g est R. Remarquer que tout k P Z nous avons cosp2πkq “ 1, donc gpkq “ k. Puisque Z n’est
ni minoré ni majoré, il en résulte que g n’est ni minorée, ni majorée sur son domaine de définition.

Le domaine de définition de h est
Dg “ tx P R : sinpxq ‰ 0u “ RzZπ .

Remarquer que pour k P N˚ nous avons limxÕ2kπ hpxq “ ´8 (parce que, pour xÕ2kπ, sinpxq tend vers 0 par des valeurs
négatives) et limxŒ2kπ hpxq “ 8 (parce que, pour xŒ2kπ, sinpxq tend vers 0 par des valeurs positives). Il en résulte que
h n’est ni minorée, ni majorée sur son domaine de définition.

Exercice 13

Soit fpxq “ x´
?
x

?
x

,

1. Donner le domaine de définition de f .

Réponse. Le domaine de définition de f est s0,8r.

2. f est elle monotone ?

Réponse. Sur le domaine de définition s0,8r de f on peut écrire fpxq “
?
x´1. L’application x ÞÑ

?
x est strictement

croissante (même sur r0,8r), donc f est strictement croissante sur son domaine.

3. f admet elle un minorant, majorant ?

Réponse. Nous avons @x Ps0,8r,
?
x ą 0, donc

@x Ps0,8r, fpxq ą ´1 .

Il en résulte que ´1 est un minorant de f sur son domaine. D’autre part f n’est pas majorée sur s0,8r. Pour le démontrer
on peut utiliser deux méthodes :
(1) Méthode directe : il suffit de montre que pour tout m P R il existe x Ps0,8r tel que fpxq ą m. L’inégalité fpxq ą m

est équivalente à
?
x ą m` 1. Si m` 1 ă 0 cette inégalité est satisfaite pour tout x Ps0,8r, donc on peut supposer

m ` 1 ě 0. Dans ce cas l’inégalité
?
x ą m ` 1 est équivalente à x ą pm ` 1q2, qui est satisfaite pour tout

x Pspm` 1q2,8r.
(2) Méthode analytique : nous avons limxÑ8 fpxq “ 8, ce qui implique que f n’est pas majorée.

Exercice 14

Soit fpxq “
?
4x´4
?
x`1

.

1. Donner le domaine de définition de f .

Réponse. Le domaine de définition de f est défini par le système d’inéquations
"

4x´ 4 ě 0
x` 1 ą 0

, pSq

donc coïncide avec l’intersection r1,8rXs ´ 1,8r“ r1,8r.

2. La fonction f admet elle un minorant, un majorant ?

Réponse.
Sur son domaine de définition on a fpxq “ 2

b

x´1
x`1

, donc on va commencer par étudier l’application

g : r1,8rÑ R , gpxq “ x´ 1

x` 1
.

Nous avons
@x P r1,8r , g1pxq “

px` 1q ´ px´ 1q

px` 1q2
“

2

px` 1q2
ą 0

donc g est strictement croissante sur r1,8r. Il en résulte

@x P r1,8r , 0 “ gp1q ď gpxq ă lim
xÑ8

gpxq “ 1 ,

donc @x P r1,8r , 0 ď gpxq ă 1. Puisque fpxq “ 2
a

gpxq, il en résulte

@x P r1,8r , 0 ď fpxq ă 2 ,

donc 0 est un minorant de f et 2 est un majorant de f sur son domaine.
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Remarque. On peut démontrer la monotonie croissante stricte de g avec la définition, sans utiliser la dérivée. En effet,
soient 1 ď x1 ă x2. Alors

gpx2q ´ gpx1q “
x2 ´ 1

x2 ` 1
´
x1 ´ 1

x1 ` 1
“ 1´

1

x2 ` 1
´ 1`

1

x1 ` 1
“

x2 ´ x1
px1 ` 1qpx2 ` 1q

ą 0 ,

(parce que px1 ` 1qpx2 ` 1q ą 0) donc gpx1q ă gpx2q.
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