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Planche 4
Relations d’ordre

EXERCICE 2
Soit E un ensemble et R une relation d’ordre sur F. Montrer que la relation R°® sur F définie par :

x R°P y si et seulement si y R x

est aussi une relation d’ordre sur E.

REPONSE. Réflexivité : soit x € E. Puisque R est réflexive, nous avons R z, donc = R°° z.

Transitivité : soient xz, y, z € E tels que z R°? y et y R°? z. En utilisant la définition de R°® on obtient y R x et z R y.
Puisque R est transitive, il en résulte z R z, c’est & dire x R z.

Antisymétrie : soient x, y € E tels que x R°® y et y R°? x. En utilisant la définition de R°® on obtient y R x et x R y.
Puisque R est antisymétrique, il en résulte x = y

En conclusion, étant réflexive, transitive et antisymétrique, R°® est bien une relation d’ordre.

EXERCICE 4
On définit une relation binaire < sur R par :

r<y < IneN y=2z".

Montrer que < est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total 7

1

REPONSE. Réflexivité : soit € R*. Nous avons z' = z, ot 1 € N, donc z < z.

Transitivité : soient z, y, z € R¥ tels que z < y et y < 2. Soient m, n € N tels que y = z™

z=(z™)" =2™", oumneN, donc z < z.

, z = y". Il en résulte

Antisymétrie : soient z, y € RY tels que z < y et y < z. Solent m, n € N tels que y = 2™, z = y™. Il en résulte z = z™".
Nous distinguons deux cas :
1) x = 1. Dans ce cas la relation y = 2™ nous donne y = 1, donc dans ce cas x =y = 1.

2)ze Ri‘\{l} Dans ce cas 'application exponentielle de base x est injective. En effet, cette application est strictement

croissante si x > 1 et strictement décroissante si  €]0, 1[. En utilisant I'injectivite de I’exponentielle de base z, la relation

z = ™" implique mn = 1, donc (puisque m, n € N) on am =n = 1. Mais y = 2™, donc z = y.

La relation d’ordre < n’est pas une relation d’ordre total. En effet, soit x €]0, 1[ et y €]1, 0[. Avec ces choix nous avons
z™ €]0,1] pour tout m € N, et y™ € [1,0[ pour tout n € N. Donc Vm € N, y # 2™, et Vn € N, = # y". Il en résulte

rXyetyXuz.
Autre exemple : soit x = 2, y = 3. En comparant les décompositions en facteurs premiers on constate que Ym € N, 3 # 2™,
et Vne N, 2 # 3". Il en résulte 2 £ 3 et 3 X 2.

EXERCICE 5
Soit R la relation définie sur |1, +oo[ par :

Y

Ry e —— >
TRy 1+227 1+92

Montrer que R est une relation d’ordre total.
REPONSE. L’application f :]1,0[— R définie par f(z) = 11,7 est strictement décroissante. En effet

142?22 1—2°

fi(x) =

(14 22)2 (1+22)2’
donc Vz €]1,0[, f'(z) < 0. D’aprés la remarque ??(2) nous avons 1’équivalence f(z) > f(y) < = < y, c’est a dire

z Y
=
1+ 22 1+ 92

ST <Yy.

Donc R coincide avec la relation d’ordre standard sur |1, +o0[, qui est bien une relation d’ordre total.



