Université Aix-Marseille Portail Descartes
Semestre 1 2020-2021

Planche 4
Relations d’ordre

EXERCICE 6 (suite et fin)
Soit E un sous ensemble de R et 7 un réel, écrire avec des quantificateurs les propriétés suivantes :
QUESTION 3. 5 est la borne inférieure de FE.

REPONSE. Nous avons deux maniéres d’exprimer cette conditions :
(V:ceE, 5<:c) A (VmeR(VmeE, mgz):>m<5),

(VzeE, 5<z) A (YmeR((5<m) =3z E, z<m)).

EXERCICE 7 (correction intégrale)
Etudier 'existence du plus grand élément, du plus petit élément, de la borne inférieure et de la borne supérieure
des ensembles suivants, regardés comme sous-ensembles de R muni de relation d’ordre usuelle <.

REPONSE. Rappelons que, si un sous-ensemble E d’un ensemble ordonné admet un maximum (minimum), alors ce
maximum (minimum) est aussi la borne supérieure (respectivement la borne inférieure) de E. Rappelons aussi que
pour tout sous-ensemble non-vide majoré (respectivement minoré) F < R (muni de la relation d(ordre standard) la
borne supérieure sup(E) (respectivement la borne inférieure inf(E)) existe. En particulier sup(F;), inf(E;) existent pour
1<i<4.

1. By =[-2,2].

REPONSE.
min(E;) = inf(E1) = —2, max(E:1) = sup(F1) = 2.

2. By =[-2,2] nN.
REPONSE. Nous avons E> = {0, 1,2}, donc

min(E;y) = inf(E2) = 0, max(E3) = sup(Ez) = 2.

3. E5=[-2,71nQ.

REPONSE. Nous avons min(Es3) = inf(E3) = —2. Nous allons démontrer que

(1) E3 n’a pas de maximum.

(2) sup(Bs) = 7.

Pour (1) supposons par l'absurde que le maximum de E existe, et soit m € F3 ce maximum. Puisque m € [—2,7[ il en

résulte —2 < m < 7. Par la propriété de densité de Q, il existe ¢ € Q tel que m < ¢ < 7. Mais alors g € [—2,7[nQ = E3,
et ¢ > m ce qui contredit le fait que m est le maximum de Es.

Pour (2) remarquons d’abord que 7 est un majorant de E3. Nous devons démontrer que 7 est le plus petit majorant de
Es5. Supposons par absurde qu’il existe un majorant m de Es tel que m < 7. Il en résulte max(—2,m) < 7 et, par la
propriété de densité de Q, il existe ¢ € Q tel que max(—2,m) < g < 7. Il en résulte g € [—2,7[nQ = E3 et ¢ > m, ce qui
contredit le fait que m est un majorant de Fs.

4. By ={1- 1 nen*}.
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REPONSE. Nous avons 1 1
VneN* 1—-=->1—->-=0,
n 1

donc 0 = min(Ey) = inf(E4). Nous allons démontrer que

(1) E4 n’a pas de maximum.

(2) sup(Es) =1.

Pour (1), supposons par I’absurde que le maximum de E, existe, et soit x4 € F4 ce maximum. Donc il existe N € N* tel
que p=1-— % Mais alors

1
Bi3l— ——>1—— =
43 N+1> N M’

ce qui contredit le fait que p est le maximum de Fj.

Pour (2), remarquons d’abord que 1 est un majorant de E4. Nous devons démontrer que 1 est le plus petit majorant de
E,. Supposons par I’absurde qu’il existe un majorant u de Ey4 tel que u < 1. Nous affirmons qu’il existe N € N* tel que

1

—<1l-pu. 1

N I (1)
En effet, cette inégalité est équivalente & N > ﬁ, donc il suffit de prendre N = [ﬁ} +1. L’inégalité (1) est équivalente

apu<l-— % ; mais 1 — % € E4, donc cette derniére inégalité contredit le fait que p est un majorant de Ejy.

EXERCICE 8
Soit E un ensemble, et soit (Z(FE), <) 'ensemble des parties de E ordonné par l'inclusion.

1. Démontrer que le maximum de Z(FE) est E, et le minimum de & (FE) est .

REPONSE. En effet, par la définition de &?(E) nous avons
VAe #(E), AC E,

donc E est le maximum de £Z(FE). En plus, par la définition de ¢ nous avons
VAe Z(E), Jc A,

donc & est le minimum de Z(E).

2. Supposons que E a au moins deux éléments, et posons Z*(E) = P (E)\{, F}. Préciser les éléments
minimaux et les éléments maximaux de (£*(E),c). Est-ce que les éléments minimaux (maximaux) de cet
ensemble ordonné sont des minimums (respectivement maximums) ?
REPONSE. On va démontrer que les éléments minimaux de &% (E) sont les singletons de la forme {z} ot x € E :
1. Pour tout z € E, le singleton {z} est un élément minimal de 2*(E).
En effet, soit z € E, et soit A € Z*(FE) tel que A = {z}. Il en résulte card(A) < card({z}) = 1 donc card(A) € {0, 1}.

Le cas card(A) = 0 implique A = &, ce qui contredit A € 2*(F). Donc card(A) = 1, c’est & dire A est un sous-
ensemble de cardinal 1 de {z}, donc A = {z}.

2. Tout élément minimal de 2*(E) est un singleton.

Soit A € #*(E) un élément minimal. Puisque J ¢ 9*(E), A contient au moins un élément. Si, par ’absurde, A
n’était pas un singleton, A va contenir deux éléments distincts a, b. Mais alors 'inclusion {a} c A est stricte, ce
qui contredit le fait que A est un élément minimal de 22*(E).

Les éléments maximaux de Z*(E) sont les complémentaires des singletons, c’est & dire les parties de la forme E\{x} ou
x € E. Pour le démontrer il suffit de remarquer que A est un élément maximal de 2*(E) si et seulement si “A est un
élément minimal de £*(E). La démonstration utilise le fait que I'application

P*(E)3 X — X e Z*(E)
est bijective et, pour X, Y € #*(E), nous avons I’équivalence
XcYeYcX.

Est-ce que les éléments minimaux (maximaux) de cet ensemble ordonné sont des minimums (respectivement maximums) ?

Aucun élément minimal de 2*(E) n’est le minimum de &2*(E). En effet, soit {x} un élément minimal de £*(E) ou
z € E. Puisque E a au moins deux éléments, il existe y € E tel que = # y. Nous avons {z} ¢ {y}, donc le singleton {z}
n’est le minimum de £*(E).

De méme, en passant au complémentaire, on montre qu’aucun élément maximal de 22*(F) n’est le maximum de 2*(E).

EXERCICE 9
On considére N* muni de la relation de divisibilité définie par : a | b 8’il existe k € N* tel que b = ka.

1. Vérifier que la relation de divisibilité est une relation d’ordre sur N*.
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REPONSE. Réflexivité : Pour tout a € N* on aa =a-1, donc a | a.

Transitivité : Soient a, b, c € N* tels que a | b et b | ¢, et soient k, [ € N* tels que b = ka et ¢ = [b. Il en résulte ¢ = lka
(ot Ik € N*), donc a | c.

Antisymétrie : Soient a, b € N* tels que a | b et b| a, et soient k, | € N* tels que b = ka et a = Ib. Il en résulte a = lka,
c’est a dire a(1 — lk) = 0, donc (puisque a # 0!) on a lk = 1. Ceci implique k =1l =1,doncb=a-1=a.

2. Soient a et b € N*. Préciser les bornes sup{a, b} et inf|{a,b} de I'ensemble {a,b} dans I'ensemble ordonné
(N*, ).
REPONSE. On a

sup, {a,b} = ppem(a, b), inf| {a,b} = pged(a,b).

Dans N* on peut calculer pged(a, b), ppem(a, b) en utilisant les décompositions de a et b en produit de facteurs premiers.
Rappelons aussi que, pour a, b € N*, pged(a, b) (respectivement ppcm(a, b)) coincide avec le plus grand commun diviseur
(respectivement le plus petit commun multiple) de a et b au sens de I'ordre usuel < sur N*.

3. L’ensemble A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} admet-il un plus grand élément ou un plus petit élément par rapport
a la relation de divisibilité 7 Quels sont les éléments minimaux et les éléments maximaux de A par rapport a
cette relation ?

REPONSE.
Nous avons Va € A, 1| a, donc 1 est le plus petit élément (le minimum) de A par rapport a |. Etant le minimum de A,
il est aussi I'unique élément minimal de A.

Les éléments maximaux de A par rapport a | sont 6, 7, 8, 9 et 10.

En effet, soit z € {6,7,8,9,10}. Tout élément de A qui est divisible par x coincide avec z, donc z est bien un élément
maximal de A par rapport & |. Réciproquement, soit m un élément maximal de A. Nous avons m ¢ {1,2,3,4,5} parce
que pour tout z € {1,2,3,4,5} il existe a; € A tel que z | az et © # a. Il suffit de prendre a, = 2z.

L’ensemble A n’admet pas un plus grand élément par rapport a |. En effet, pour tout a € A il existe b, € A qui ne divise
pas a. Par exemple on peut prendre big = 3, bg = 5, bg = 3, by = 2, bg = 5.

On peut aussi utiliser un argument général : si un ensemble ordonné (F, <) admet un maximum, alors ce maximum sera
le seul élément maximal de (E, <). Il en résulte que, si un ensemble ordonné admet deux éléments maximaux différents,
il n’admet pas de maximum.

4. L’ensemble ordonné (N*,|) admet-il un plus grand élément ?

REPONSE. La réponse est NON. En effet, supposons par I’absurde que le maximum N € N* existe. Nous avons
N* 32N | N, ce qui contredit le fait que N est le maximum de N* par rapport & |.

Attention & la question analogue formulée pour ’ensemble ordonné (N, |) (voir la question ?7).

5. L’ensemble ordonné (N*,|) admet-il un plus petit élément ?

REPONSE. La réponse est OUIL En effet, pour tout n € N* nous avons 1 | n, donc 1 est le plus petit élément de N* au
sens de la relation d’ordre |.

EXERCICE 10
Soit E un ensemble. On considére ’ensemble &?(E) des parties de E muni de la relation d’inclusion c. Soient
A et B deux éléments de Z(F).

1. Sous quelle condition le maximum max{A, B} existe ? Sous quelle condition le minimum min{A, B} existe ?

REPONSE. Supposons que le maximum U = max{A, B} existe. Par définition le maximum d’une ensemble ordonné est
élément de I’ensemble considéré, donc dans notre cas on a U = A ou U = B. Dans le premier cas la condition "U est
maximum" devient B < A, et dans le deuxiéme cas la condition "U est maximum" devient A c B. Réciproquement si
A c B ou B c A le maximum max{A, B} évidemment existe.

En conclusion :
Le maximum max{A, B} existe si et seulement si A < B ou B c A.
De méme :

Le minimum min{A, B} existe si et seulement si A € B ou B c A.

2. Montrer que les bornes sup{A, B}, inf{A, B} existent et préciser ces bornes.
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REPONSE. Nous allons démontrer que
(1) sup{A,B} =AU B.
(2) inf{A,B} = AnB.
L’égalité (1) est équivalente a la conjonction des conditions :
(la) A uU B est un majorant {A, B}, c’est a dire Ac Au B et Bc Au B (évident par la définition de la réunion).
(Ib) A U B est le plus petit majorant {A, B}, c’est a dire

VXeZ(E) (AcX)A(Bc X)=(AuBcX)).

Soit donc X € Z(FE) tel que A X et B < X. On va démonter A U B c X. En effet, pour tout z € A U B nous
avons € A ou x € B. Dans le premier cas 'inclusion A < X donne x € X, et dans le deuxiéme cas I'inclusion
B < X donne aussi x € X. L’inclusion A U B © X est démontrée.

L’égalité (2) est équivalente a a la conjonction des conditions :
(2a) A N B est un minorant {4, B}, c’est a dire An Bc A et An B c B (évident par la définition de I'intersection).
(2b) A n B est le plus grand minorant {A, B}, c’est a dire

VXe Z(E) (XcA)A(XcB)=(XcAnB)).

Soit donc X € Z(FE) tel que X ¢ A et X < B. On va démonter X < A n B. En effet, soit € X. L’inclusion
X < A donne x € A et 'inclusion X < B donne x € B, donc x € A n B. L’inclusion X ¢ A n B est démontrée.

3. Considérons le cas particulier E = {1,2,3}, A = {1,2} et B = {2,3}. Préciser sup{A4, B}, inf{A, B}. Est-ce
que max{A, B}, min{A, B} existent ?
REPONSE. D’aprés la question 2 :

sup{A,B} = Au B ={1,2,3}, inf{A,B} = An B = {2}.

Nous avons A ¢ B et B ¢ A donc, d’aprés la question 1, ni max{A, B}, ni min{A, B} n’existe.



