LANGAGE MATHEMATIQUE — PLANCHE 2 — Vocabulaire de la théorie des ensembles

EXERCICE 11
Soient A, B, C' des sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer les affirmations suivantes :

1. AUBUC=(ANB)UB~NC)U(CNAUANBNQO).
REPONSE. La fagon la plus simple de montrer 1’égalité est a ’aide d’une table de vérité (ici 1 signifie qu’un élément de

E appartient a I’ensemble considéré et 0 qu’il n’y appartient pas). On va noter D I’ensemble (A~ B) U (B~ C)U (C ~\
A)UANBNCQC):

A B C AuBUC A~B B~NC C~A AnBNC D
1 1 1 1 0 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0 1
1 0 O 1 1 0 0 0 1
0o 1 1 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 1 0 0 1
0o 0 1 1 0 0 1 0 1
0o 0 O 0 0 0 0 0 0

On constate que la colonne correspondant & AU B U C et celle correspondant & D coincident, ce qui assure que les deux
ensembles sont le méme.
2. SAUBCAUC et ANB C ANC alors B C C. Que peut-on dire de 'autre implication réciproque ?

REPONSE. Supposons AUB C AUC et ANB C ANC et montrons que B C C. Soit b € B. On a deux possibilités :
be Aoub ¢ A. Dans le premier casonab € ANB C ANC C C. Dans le deuxiéme, puisque b € AUB C AUC, on
voit b € AU C. Du fait que b € A on doit avoir b € C.

La réciproque est aussi vraie : il suffit de considérer B C C et faire 'union et l'intersection avec A ce qui préserve
Iinclusion.

EXERCICE 13
Soient p, n € N tels que p < n. Rappelons que le coefficient binomial (;) est défini par

() = =

Ce nombre a une interprétation importante : c¢’est le nombre des sous-ensembles & p éléments d’un ensemble &
n éléments. Démontrer, éventuellement par récurrence

1. (La formule de Pascal) : Pour tous p, n € N tels que p + 1 < n nous avons 'égalité :

n n n+1
+ = .
D p+1 p+1
REPONSE. 1l suffit de remplacer :

n n n! n!
<p> " <p+ 1) P! ot Din— (D)

_ n! " )] = (n+1)! _[n+1
BRI I R PR I (RS VR )T <p+1>'

2()-G)

k=p

2. (La formule itéréee de Pascal) :

o n = p. En déduire une formule explicite pour la somme Y_;_, kP pour p € {1,2,3}.

REPONSE. On va raisonner par récurrence sur n > p. Sin = p on a sz)::p (I;) =1= (iﬁ) Supposons maintenant

I’égalité vraie pour n > p et montrons qu’elle I’est aussi pour n + 1. ZZ:; (;) = hep (;) + (":1). Par hypothése de
, . . s (n+1 n+1 PP . (n+1 n+1\ _ (n+2\ _ ((n+1)+1

récurrence ceci est égal a (p+1) + ( N ) La formule de Pascal permet d’écrire : (erl) + ( N ) = (pH) = ( ol )

Pour p = 1, la formule itérée de Pascal devient :

(3)-20) -5~
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Pour p =2, la formule itérée de Pascal devient : (”;rl) =3 (’;) =3 k(kgl). Puisque pour k =1 @ =0, on
peut écrire : (”H) = Zk 1 k? — k. En développant et en utilisant I’égalité S k= (";rl), on obtient
Zk2 n(n+1)(2n + 1)
—6 .

Pour p = 3, la formule itérée de Pascal devient : ("I') = 37 (%) = 37, M Puisque pour E =12
W = 0, on peut écrire : (”Il) =35 Zk | k*—3k*+2k. En développant et en utlhsant les égalités Y ;| k ( ;‘ )
et Sop_ k* = %, on obtient

3. (La formule du bindme de Newton) : Soient z, y € R. Alors

VneN, (z+y)" = Z <Z>mky”_k’.

k=0
En déduire les identités : Y, (3) = 2%, Y _o(=1)*(}) = 0.

REPONSE. On va raisonner par récurrence. Pour n = 0 on a bien (z + y)° = 1 = Zgzo (g)moyo. Supposons
maintenant 1’égalité vraie pour n et montrons qu’elle est vraie aussi pour n + 1. On a (z + v)"™' = (z + y)(z +
)" = (z+y) i (1)z"y"*, ot la deuxi¢me égalité découle de I'hypothése de récurrence. On développe et on a

vo (M Ty 3 (M) 2Ry k. En posant k = k + 1, la premiére somme devient 771 (,",)2z"y" T 7*. On a
alors (a:—l—y)"+1 (M + 30 () T R+ (D) 2%y + 30, () 2y F. En réordonnat les termes on a :
(z+y)" = ()" T+ 0 () + () y R4 (1) 2™y, En utilisant la formule de Pascal et le fait que (7)) =
() = 1 pour tout mon (54 9y = (1222874 S, (7)o 4 (11)an ol = Yt ()0
En prenant x = y = 1 dans la formule du binéme de Newton on obtient :

2" = (1+1)" = Zn: (Z) 11k = Zn: (Z)

k=0 k=0
En prenant z = —1 et y = 1 dans la formule du binéme de Newton on obtient :
0=(-1+1)"Y (Z) (—DF1 = 3 ()t (Z)
k=0 k=0

4. * (La formule du bindéme de Vandermonde) : Soient m, n, p € N tels que p < m + n. Alors

Dans cette égalité nous avons utilisé la convention suivante : si k > m on définit (Z’) en posant (7;) =0.
Indication : Utiliser lidentité (1 +2)™ (14 x)™ = (1 + 2)™*™ et la formule du binome de Newton.

REPONSE. Comme suggéré on considére (14 z)™(1+2)" = (1 +2)™"". La formule du binéme de Newton donne alors

Pégalite : > (")’ >0 ( ol = ZZ'*‘S” (n';m) 2P. 11 suffit alors de développer le produit :

22 (105 2 00)-%-20)00)

<i<m

0<jsn

ol 'on a posé k =i et j =p—i=p— k. En identifiants les coefficients du polynéme en x on a pour tout p < m+n
m-+n - m n

1. Montrer par récurrence qu'un ensemble & n éléments posséde 2™ sous-ensembles.

EXERCICE 14
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REPONSE. On va raisonner par récurrence sur n. Si n = 0 ’ensemble est vide et il est son seul sous-ensemble. Montrons
maintenant que si un ensemble a n + 1 élements alors il a 2”71 sous-ensembles si ’on suppose la propriété vraie pour
les ensembles avec n éléments. Un ensemble E avec n + 1 > 1 éléments contient au moins un élément zg. Si A est
une partie de E ou bien elle contient xp ou bien elle ne le contient pas. On peut alors considérer les sous-ensembles de
P(E)suivants : X = {ACE |xo€ At et Y{ACE |20 € A}. Ona XNY =0 et X UY = P(E). Le nombre de
sous-ensembles de E sera alors égal a la somme du nombre des éléments de X et de Y. Observons maintenant qu’il y
a autant d’éléments dans X que dans Y. En effet pour tout A € X, I’ensemble A U {zo} appartient & Y tandis que si
B €Y alors BN\ {zo} € X. Par ailleurs si A, A’ € X avec A # A’ alors AU {zo} # A" U{xo} et de méme si B,B’ € Y
avec B # B alors B\ {z0} # B’ ~ {z0}.

Il suffit maintenant de remarquer que X = Z(E \ {zo}). Puisque E \ {zo} est un ensemble avec n éléments, on a que
X et Y on 2" éléments et E a 2 x 2" = 2"T! sous-ensembles.

2. Montrer par récurrence qu'un ensemble a n éléments posséde (2) sous-ensembles ayant k éléments, k =
" . , A n

0,...,n. En déduire I'égalité >, (Z) = 2",

REPONSE. - Nous avions déja fait la premiére partie de la question sur zoom (démonstration "combinatoire".)

- L’égalité dit simplement que Z(FE) est I'union disjointe des ensembles de parties de E avec k éléments, pour k de 0 &
n, nombre d’éléments de F.



