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Exercice 1 (Dualité dans les espaces euclidiens - théoréme de représentation
de Riesz.)

Soit (E, < |>)un espace euclidien.
1. Soit xog € E. On note @,, l'application telle que :

Oyt B — R
r o= <z | x>

Montrer que ¢,, est une forme linéaire.

2. Montrer que l’application

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

3. (Théoréeme de Riesz.) En déduire que si f est une forme linéaire sur
E, alors il existe un unique xg € E vérifiant : Ve, f(x) =<x | o > .

4. (Application : description des hyperplans.) Soit H un hyperplan de E.
Montrer qu’il existe v € E\{0} tel que H = v*.

5. (Application : ezistence de l’endomorphisme adjoint.) Soit u € L(E).
Montrer qu’il existe un unique endomorphisme v € L(E) tel que
Ve,y € B, <u(x) | y>==<z | v(y) = .

Exercice 2 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.)

On se propose de démontrer le théoréme suivant : Si (eq, ..., €,) est une base
d’un espace euclidien FE, alors il existe une base ortho-normée (g, ..., 9»)
vérifiant : Vk € {1,...,n}, vect(gi, ..., gr) = vect(ey, ..., ). De plus, on peut
construire explicitement une telle base.

1. Soit E un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de E admettant
une base ortho-normée (g, ..., gr). Soit x € E. Montrer qu’il existe un
unique xp € F vérifiant v — xp € FL; donner ses coordonnées dans

la base (g1, ..., gr)-



2. Prouver le théoreme par récurrence sur la dimension n de E.

3. Soit E euclidien et (e, ..., e,) une base de E. En déduire une procédure
pour orthonormaliser (ey, ..., €y).

4. (Exemple.) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt a la famille de vec-
teurs e; = (1,2,1), es = (2,3,0), e3 = (0,1,0), pour obtenir une base
orthonormée de R® muni du produit scalaire usuel.

5. (Application.) Soit E un espace euclidien, et F un sous-espace vectoriel
de E. Montrer que F @ F+ = E. En déduire la dimension de F*.

Exercice 3 Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont orthogonales ?

0 -1 0 1 2 2
A:%(i g),B:(i 11) cC=[1 0 o0 ,D:% 2 1 =2
1 0 -1 2 =2 1
Exercice 4 Déterminer, sans calculs, les inverses des matrices suivantes :
NAZERZEE 2 0 0
A=—1| V2 -V3 1 et B=|(0 V3 -1
e\ 0 0 1 V3
Exercice 5 Soit A une matrice réelle de taille (2n + 1) x (2n + 1).
1. Soit PAo(X) le polynéme caractéristique de A. Quel est son degré ¢
2. On note (Iy,1-) = (limyo Pa(X),lim_o, Pa(X)). Quelles sont les va-
leurs possibles du couple (I,,1_) ¢ En déduire que A admet au moins
une valeur propre réelle.
3. Montrer que si A € O(2n+ 1), alors 1 ou —1 est valeur propre de A.
4. En déduire une décomposition de O(2n + 1) comme Z /27 x O(2n).
5. Montrer que si A € O(3), il existe une base ortho-normée de R® dans
1 0 0 -1 0 0
laquelle A est de la forme : | 0 cosf —sinf |, ou: 0 cosf —sinf
0 sinf cosé 0 sin€ cosé

Exercice 6 Dans R?, on note (x,y) les coordonnées d’un point courant dans
la base canonique. Etant donnés deux angles 6 et o, on note Ry la rotation
vectorielle d’angle 0, et S, la symétrie orthogonale par rapport & la droite
d’équation y = xtan(§).



1. Ecrire les matrices de Ry, et de S,.
2. Calculer et caractériser : RgSy, SaRg, SaSs, SSa; RoRy, RyRy.

Exercice 7 Soit A = ((a;;)) € O(n). Montrer que ’Z?:l > i1 ij| < .
(Indication : on pourra utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec un vecteur
bien choisi.)

Exercice 8 Soient E un espace vectoriel euclidien, w € L(E). On notera
A la matrice de v dans une base orthonormée. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. u est une symétrie orthogonale.

2.TAA =1 et'A = A.
Cela reste-t-il vrai si A est la matrice de u dans une base qui n’est pas ortho-
normeée ¢

Exercice 9 Soient E un espace vectoriel euclidien, p € L(E). On notera
P la matrice de p dans une base orthonormée. Montrer que les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. p est une projection orthogonale.

2. PP=Pet'P=P.

Exercice 10 Soient E un espace vectoriel euclidien, et S € L(E) une sy-
métrie orthogonale.

1. Quelles sont les valeurs propres de S ¢

2. Ecrire, en fonction de S, 'expression des projecteurs orthogonaux sur
chacun des sous-espaces propres de S.

Exercice 11 Soient E; et Ey deux sous espaces vectoriels d’un espace eucli-
dien E, tels que E = E, &+ Es. (Somme directe orthogonale.) Soient Py et
Py les projecteurs orthogonaux sur Ey et Ey respectivement.

1. Montrer que P, + P, =1, PP, = PP, = 0.

2. Ecrire les symétries orthogonales Sy et Ss, par rapport a Ey et a Es,
en fonction de Py et Ps.



3. On considere E = R3, muni de sa base canonique B, et du produit
scalaire euclidien. Soit Fy = R.(1,1,1). Déterminer Es, ainsi que
[’expression des matrices de Fy, Iy, Py, P, dans B.

Exercice 12 Soit A un matrice réelle, n X n, antisymétrique. Montrer que :
1. A—1 est inversible.

2. (A+1)(A—1)"" est une matrice orthogonale.

Exercice 13 Montrer que les matrices suivantes sont orthogonales, et préci-
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Exercice 14 Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des appli-

3 1 6
1 3 -6 |,
-6 6

1

cations linéaires définies par les matrices suivantes : A = ;

-2 -1 2 -8 4 1
B = —% 2 =21 |,C= % 4 7 4
1 2 2 1 4 -8
Exercice 15 Dans R3, on considére les vecteurs 0y = (1,1,0), et Up =

(1,0,1). Déterminer l'aze et I’angle d’une rotation p, de R3, telle que p(¥) =
Uy. Donner une base orthonormée de R dans laquelle la matrice de p est de
1 0 0
la forme : | 0 cosf —sinf
0 sinf cos#d



