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s’attachent a développer des outils et des techniques mathématiques originaux en

veillant a maintenir un lien constant entre les aspects les plus théoriques et les
applications concrétes.
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UNE THEORIE DES CHEMINS?

» Gregory Lawler (1987)

/\* Vi V2 %
-0

» Factorisation en cycles et chemins simples
Pour w, w' des cycles
cycles simples sont premiers 'y\fw.w’ = 'y|’w ou ")/‘”w/

’@7\\ Une théorie des nombres pour les chemins ?!
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

1) Formaliser l'observation de Lawler
» Cartier & Foata (1969)

Mots sur les arétes €jj d'un graphe, on impose
€jj Cik # €ijk €ijj €jj €kl = €jj €kl

Classes d'équivalences forment un monoid M
RANDONNEES: H & M, autant d'arétes entrantes que sortantes (cycles)
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

1) Formaliser l'observation de Lawler
» Cartier & Foata (1969), Viennot (1987)

Mots sur les arétes €jj d'un graphe, on impose
€jj Cik ¥ €jk €jj €jj €kl = €jj €kl

Classes d'équivalences forment un monoid M
RANDONNEES: H & M, autant d'arétes entrantes que sortantes (cycles)

THEOREME

H = empilements de cycles simples

h=m7%: "
h.h/ — h/h < V(h) ﬂ V(h/) — @ Une randonnée |

~|lh.h' = ~|h ou ~|h'
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

Le bestiaire des randonnées
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

2) Comment construire une théorie?
» Rota et al. (1964-1974):
Théorie des nombres a partir de posets!

Poset de randonnées ordonnées par divisibilité Py 1= (7’[, S)
hlh = h < h

» Algébre d'incidence I ( Py ): matrices Q indexées par H

[h f h = Qh,h’ = 0, h < h = Qh,h’ h,h — ]
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

2) Comment construire une théorie?
» Rota et al. (1964-1974):
Théorie des nombres a partir de posets!

Poset de randonnées ordonnées par divisibilité Py 1= (7’[, S)
hlh = h < h

» Algébre d'incidence I ( Py ): matrices Q indexées par H
[h Lh'= Qupp =0, h<h = Qnp Qnp =1 J

Zh,h’ =1 <— h< h'

Matrices triangulaires, 1 sur la diagonale!

M =71
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

2) Comment construire une théorie?
» Doubilet, Rota (1972)
Débarrassons nous des matrices!

hy < hy, hg < hy, |h1,ha] ~ |hs, ha]| <= ha/h1 = hy/hg

th,hg — th,h4 — Q(hQ/hl)

» Réduction:
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

2) Comment construire une théorie?
» Doubilet, Rota (1972)
Débarrassons nous des matrices!

hy < hy, hg < hy, |h1,ha] ~ |hs, ha]| <= ha/h1 = hy/hg

th,hg — th,h4 — Q(hQ/hl)

» Réduction:

Algebre des séries
formelles sur le poset

Q — Z q(h)e s4Mp, 7 — Z e S Mh = ((s)

heH heH
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

2) Comment construire une théorie?
» Doubilet, Rota (1972)

Iy
h
MANIP. ALGEBRIQUES RESPECTENT LA RELATION D’ORDRE
» R
TOUT S’EXPRIME VIA LA MATRICE D’ADJACENCE ETIQUETTEE
Wz’j — Gz‘j
& — Z q(h)e’s“’”h 4 — Z e TVIh = ¢(s)

heH heH
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UNE EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

» Sitout les cycles commutent

THEOREME
R( Py, ~) — Séries de Dirichlet

Théorie des nombres cas spécial

Randonnées

Théorie des nombres

Randonnée h
h, h' disjointes

h auto-évitante

Entier n
n,m copremiers

n sans facteur carré

h cycle simple n premier
h chemin n = pk
Mais...
h.h' #£ h'.h nm=mn
h primitive orbit n premier
h auto-commutante n entier
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UNE EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

0, sinon.

Randonnées Théorie des nombres
Zéta (=81=) enh Cr(S) = 2 ns0 #
_ 1
C — det(I-W)
—1)%™ b auto-évitante —1)%™  n sans facteur carré
Mobius p(h) = {( ) p(n) = (() )

sinon.

Von Mangoldt

h chemin, p|h a droite
sinon.

{(p),
0,

SA =T [(1-wW)~']

Alr) = {1og<p>, n=p"

0, sinon.

Liouville

Ah) = (=10

S\ = 1

perm(I-W)

Ah) = (~1)%

Zéta, Mobius déja connues Cartier & Foata (1969), Viennot (1987) pas le reste!
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UNE EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

Randonnées Théorie des nombres
Nombre de 2 2
S
diviseurs C CR( )
Log Zéta log ¢ = 3, Sth log Cals) = X, s =
Log-Mangoldt ((h) = Zh/|h A(R) log(n) = de A(n)
Fonctions
totalement = u(h) f(h)h =3 %
multiplicatives
f'1f == Ah) f(h)h f1f =y, Mo
Fonctions f(p), h chemin, p|h a droite f(p), n=7p"
totalement (f ’ ,u) (h) = {O sinon (Fx)n) = 0 sinon
additives ’ ' ’ '
CI/C via les B ), det(l — W\fy) B I s
premierS Cydg:sunple (f)/) det(l o W) Zp gp 1—p—s
1 Q(n
séie 0 > wedat-wYamn | > L=l 2 2
w: chemin heH p,n p n
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PLAN

1. Pourquoi?

4 : Combinatoire algébri
2. TheOrle ombinatoire algébrique

Théorie des nombres

il bros & id

Enumération des premiers
Cribles

3 . Ap p I i Cati ons Zéta & graphes cospectraux
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

Projections
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

Dénombrer les premiers

P(z):= » 20

~: cycle simple

d
el [Hl 1 _ [N (H)|
'uOA_dzP HZ;; Tr ((zAp)"(1 = 2Ag) )
H connecté
d
Ao,u—— Zdet —2Ag) perm(|+zAG_H)

» Combinatoire algébrique + théorie des nombres = 70 formules (!!)

Giscard, Rochet, Wilson “A Hopf algebra for counting cycles”, Discrete Math. accepté, a paraitre (2017)
Giscard, Rochet, “Enumerating simple paths from connected induced subgraphs”, arXiv:1606.00289 (2016)
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Les premiers IongS « A widely open problem » Flajolet & Sedgewick

Combien de polygones auto-évitants?

Asymptotique ¢ —> 0O ?

,ue g11/32

Extension semi-commutative du
théoréme des nombres premiers

» Idempotents algébriques, Abelianisation, cribles @
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Polyominos

[ 1
’

Z f("}/) Zg(,y) _ Z Ty ((ZAp)Aire(p) (I o ZAp) Périmétre(p))

Polygones Polyominos

auto-évitants \

T JL geelh
nn A o PP L

La croissance asymptotique des deux cotés de
cette équation est inconnue!
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APPLICATIONS

Zéta: un invariant parfait

THEOREME

Graphes non-orientés connectés:

Le poset des randonnées Py
Invariants
La fonction zéta ¢ = 1/ det(l — W) I> 07(:\:)

parfaits
L'ensemble des commutateurs entre premiers Exception

ET SON CONTRAIRE. ..

Graphes orientés: Py tout entier ne suffit plus (méme G fortement connecté)

» Transformations de G préservant { = graphes algébriquement identiques

* Transformations de G préservant ((z) = 1/ det(l — zA) = paires cospectrales

Giscard, Rochet, “Algebraic Combinatorics on trace monoids. extending number-theory to walks on graphs”,
SIAM J. Discr. Math. 31(2) (2017) 1428-1453
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APPLICATIONS

Génération de graphes

» Probleme: générer des graphes ‘semblables’

» Solution:

Transformations de G préservant { = graphes algébriquement identiques

1. Al

Méme spectre, mémes immanants, mémes couleurs de Weisfeiler-Lehman & plus !

Transformations de G préservant {(z) = systématique via expansions of A(z)

©<g e
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PLAN

1. Pourquoi?

Combinat Igéb
2 TheOrle ombinatoire algébrique

Théorie des nombres

Bialgébres-&idempotents

3. Applications

Calcul matriciel
Calcul différentiel
Inférence statistique
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APPLICATIONS

Calcul Matriciel

» Probléme: M une matrice, calculer f(M)

Observez (Mn)w — Z pOldS(IU)

f(M) = Z fnM" = série de chemins

» Idée: on somme les chemins via les premiers

» Ca marche! f(M) fraction continue finie sur les premiers! Demo?

Giscard, Thwaite, Jaksch, “Evaluating Matrix Functions by Resummations on Graphs: the Method of Path-Sums”,
SIAM J. Mat. Anal. Appl., 34(2), 445-469, (2013)
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APPLICATIONS

Calcul Différentiel
» Probléme: M(t) une matrice dépendant du temps [M(t), M(t')| # 0

d
Trouver U(t,t") tel que M(¢)U(¢t,t') = EU(t, t')

» Central en dynamique quantique et RMN

» U(t,t") admet une expression finie et exacte en terme de chemins
premiers!

Egs. différentielles fractionnelles & plus

Giscard, Lui, Thwaite, Jaksch, “An Exact Formulation of the Time-Ordered Exponential using Path-Sums”, J.
Math. Phys., 56, 053503 (2015).

Giscard, “A Graph Theoretic Approach to Matrix Functions and Quantum Dynamics”, PhD thesis, ORA (2014).
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APPLICATIONS

Inférence

» Données: un vecteur X de variable aléatoires, certaines corrélées et
connues a partir d'observations imparfaites Y

Probléme: Trouver les marginales de X |V’

X1
J =
Matrice d’information X2

Champ de Markov aléatoire

» Marginales de X |Y admettent une expression finie et exacte a l'aide
des premiers! “Belief propagation” est une version perturbative.

Giscard, Choo, Thwaite, Jaksch, “Exact Inference on Gaussian Graphical Models of Arbitrary Topology using
Path-Sums”, J. Mach. Learn. Res. 17 (2016) 1-19.
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PLAN

1. Pourquoi?

2 T Combinatoire algébrique
2. Théorie tombinatoire algébria

Théorie des nombres

il bros & id

3. Applications

Algorithmique
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Y
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APPLICATIONS

Algorithmique

» Probléme: compter cycles/chemins simples
Tous: #P-complet
Jusqu'a la longueur £: #W[1]-complet

» Utiliser une de nos formules?

ip(z): > T ((zAp)!I (1 = 2Ay) VU

dz
H<G

H connected
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APPLICATIONS

Algorithmique
» Algorithme: compter jusqu’a / colite O(V + E + (£~ + 5A)|Se\)

» Graphes creux ¥ = O(V)algorithme est linéaire en V

» Meilleure algorithme général si (1 + fw_l/A) S| < w(4)
“Moins de sous-graphes induits connectés que de cycles”

... sinon recherche directe et exhaustive gagne

Matlab File Exchange « CycleCount, PathCount, CyclePathCount »

Giscard, Kriege, Wilson, “A General Purpose Algorithm for Counting Simple Cycles and Simple Paths of Any
Length”, Algorithmica,, accepté, a paraitre (2017).
Zeppini et al., “Technology networks: the autocatalytic origins of innovation”, arXiv:1708.03511 (2017)
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APPLICATIONS

Apprentissage automatique

» Probleme: classer des graphes

Graphe A — ensemble X 4 d'objets

Noyau: “une mesure de similarité”

K(AB)= Y Y k{ci,xj)

noyau de base,

7 |
L \
¢

+ H3

MUTAG: quelle molécule est
mutagéne?

compare des objets individuels



P.-L. GISCARD, P. ROCHET, ET AL.

APPLICATIONS

Apprentissage automatique

» Borgwardt, Kriegel (2005):
Proposent : X 4 = ensemble des chemins simples et leurs labels

B. & K. : c'est encore plus dur que compter !

“Calculer le noyau tous-chemins est NP-hard”

Regardons les géodésiques shortest-path kernel

Succes notamment pour la classification de protéines

» |dée: utilisons notre algorithme avec des labels!
Matlab File Exchange « CycleCount, PathCount, CyclePathCount »

K. M. Borgwardt and H. Kriegel, “Shortest-path kernels on graphs,” in Proceedings of the 5th IEEE International
Conference on Data Mining (ICDM 2005), 27-30 November 2005, Houston, Texas, USA, 2005, pp. 74-81.
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APPLICATIONS

Apprentissage automatique

Giscard, Wilson, “The All-Paths and Cycles

Graph Kernel”, arXiv:1708.01410 (2017)

/

Kernel

Dataset

/

All Paths & Cycles 89.8

62.2

80.0

79.9

MUTAG PTC-MR NCI1 NCI109 ENZYM‘ES

53.3

ShortestPath 85.1 61.2 75.6 75.1 44.8
Graphlets! 85.2 54.7 70.5 69.3 30.6
WL 90.8 63.5 85.4 85.7 50.2
WL-OA » 393 65.1 86.0 85.8 56.6

Table 1: Classificat
curacies are =+0.

0 except for the Graphlets kernel

Meta-méthode (optimal-assignment)

Kriege, Giscard, Wilson, “On Valid Optimal Assignment Kernels and
Applications to Graph Classification”, 30th Conference on Neural

Information Processing Systems (NIPS 2016), pp. 1615-1623.

0.16

0.14

0.12

0.1

Time(s)

0.04

0.02

n accuracies (%) on standard graph datasets. The ac-

Time to evaluate paths to length 4

10 20 30 40 50

60
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PLAN

1. Pourquoi?
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APPLICATIONS

Analyse de réseaux

Noeuds —> Gens

Arétes —— Relations

Signe +—— +/- = Amis/Ennemis O O
+ + + -
» Conjecture [Heider 1946]: Les cycles Q- @

équilibrés sont prédominants L= 4 44—

“Vérifier la conjecture de Heider est NP-hard”

» Idée: comptons les cycles simples selon leurs signes

(+ pincée de Monte-Carlo)

Matlab File Exchange « CycleCount, PathCount, CyclePathCount »
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APPLICATIONS

Analyse de réseaux

» Réponse: Heider avait raison ... jusqu‘a un certain point

50

40

Gama-Gahuku

--e- Null hypothesis

30
Ry(%) —=— Exact Ry
20 —~— R
10 - B
----- Fit Ry
0
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Cycle length
Slashdot
60
50p e
a0t~
%
Re(%) 30 --e-- Null hypothesis
20 — R
—— R
10

0
23 45 6 7 8 910111213 141516 1718

Giscard, Rochet, Wilson, “Evaluating balance on social networks from their simple cycles”, Oxford Journal of

Simple cycle length

WikiElections

YA
50 —”___’___:,__,..--—-==:::r.::::2'.'.__:‘:;
40 T
R(%) 3
/ --e- Null hypothesis

20 / — R

’ —~— R
10 —— R;mlk

0
123 45 6 7 8 910111213 14 1516 17

60
50

40
Re(%) 44

Simple cycle length

Epinions

20
10"

..........
.............
______
o

--e-- Null hypothesis
— R

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Simple cycle length

Complex Networks. (2017) 10.1093/comnet/cnx005

N

130 000+
20
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APPLICATIONS

Biologie des systémes

?

enes:
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» Probleme: quelles protéines sont cibl

Araidsis thaliana
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APPLICATIONS

Biologie des systemes

» Model: les cibles sont des hubs (Mukhthar et al., Science. 2011, 333(6042): 596-601.)

“orotein targeting by ™ 3 .
pathogens cannot be
explained merely by
the high connectivity of w o
those target [proteins]” “
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APPLICATIONS

Biologie des systemes

» Faits: Pathogénes stimulent I'immunité
Les protéines les plus centrales sont liées a I'immunité

» Hypothese: Triades “Cible - Centrale - Immune” (CCl) existent et
celles qui sont ciblées interceptent le plus de flots sur le
réseau

Flots de réactions entre protéines passant par % = nb. de chemins multiples de %/

Crible non-commutatif de Brun !

» Numériquement idéale () S f S 1

* Induit la “eigenvector centrality"!

» Model: cibles sont dans des triades CCl et sont f- dominantes



P.-L. GISCARD, P. ROCHET, ET AL.

APPLICATIONS

Biologie des systemes

» Ca marche !!

ROC curves

= hubs”

1 T T T - /‘"‘
“pathogenes veulent |
perturber la plus 08¢ P ]
grande fraction -7 X
possible de flots de o PP
, i . Ay R 798 _
réactions dans I’hote T 06 e cibles =
= s
: |
| 7 W
goar) /o L |
= r e
r
Bonus: nous avons ¢
identifié 2 protéines 0.2 I ]
voisines de 70% de toutes |
les cibles . /| | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

False Positive Rate

Giscard, Wilson, “Loop-centrality in Complex Networks", arXiv:1707.00890 (2017).
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VISION GLOBALE

Bialgebres &
idempotents

Combinatoire algébrique

Théorie des nombres Posets

. \
Cribles Monoids des traces

| /

Théorie des chemins

\ \ Paires cospectrales

Polyominos

] . Premiers longs
Fonctions de matrices

Dynamique quantique
y Ique quantiq Formules exactes &

Systémes complexes algorithmes d'énumération
Grands réseaux

Mes collegues et moi-méme sommes toujours partant pour des collaborations!



