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Combinatoire algébrique des chemins
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« A WIDELY OPEN PROBLEM > (FLAJOLET & SEDGEWICK)
)

—_—
gl
- 2 3
Rac o il
e
%
%
) »
\ N
WL

Chemin auto-évitant (SAW)

25 nm
yRna P

Chaines de polymeéres

PROBLEME (~1947)

Nombre 7(/) de polygones auto-évitants de Polygone auto-évitant (SAP)
longueur ¢ ?

w(0) ~ 657 5 o
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UNE STRATEGIE « PROBABILISTE »

SAWSs et SAPs générés aléatoirement
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Frontiére de phases dans un modéle d'Ising Bordure d’'un mouvement Brownien

» Travaux de Schramm, Smirnov, Werner, Lawler, Duminil-Copin ....

" ‘ ‘ Prix Wolf 2019  EMS Prize 2016

Conjecture : il existe une unique loi de probabilité décrivant tous ces modeéles, la loi
SLEK et SLE(g/3)permet de compter les polygones auto-évitants.
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UNE THEORIE DES CHEMINS?

» G. Lawler (1987)

oA pat

» Factorisation en cycles et chemins simples

Pour 1w, w’ des cycles et 7Y un cycle auto-évitant

1 v|w.w' = v|w ou vy|w'

C{YD\\ Une théorie des nombres pour les chemins ?!
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L'EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

» Les randonnées

Une randonnée comprenant deux chemins disjoints

Une randonnée est une classe d'équivalence sur les mots de cycles simples

Deux randonnées commutent si elles n‘'ont aucun noeud en commun

hh =h.h < VR)NVH) =0

Les cycles simples sont les éléments premiers du monoide des randonnées

~|h.h' = ~|h ou ~|h'
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L'EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

THEOREME (6. & ROCHET 2016)

Les randonnées obéissent a une extension semi-commutative de la
théorie des nombires.

Il existe des graphes sur lesquels la combinatoire des randonnées se
réduit a la théorie des nombres.

Randonnées Théorie des nombres
Randonnée h Entier n
h, h' disjointes n, m copremiers
h auto-évitante n sans facteur carré
h cycle simple n premier
h chemin n = p"
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L'EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

SA=Tr |(1-W) ™"

Randonnées Théorie des nombres
Zéta, (=381= ZheH h CR(S) — Zn>0 #
1
C — det(1I-W)
—1)%"M) b auto-évitante —1)®¥™)  p sans facteur carré
e R A ulny = { LT
0, SInon. 0, sinon.
¢(p), h chemin, p|h a droite log(p), n =p"
von Mangoldt A(h) = (») : ‘ Aln) = 2 :
0, sinon. 0, sinon.

Liouville

M) = (~1)20

S\ = ]

perm(I—W)

Ah) = (~1)%
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L'EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

Randonnées Théorie des nombres
Nombre de 2 2
S
diviseurs C CR( )
Log Zéta log ¢ = Zh A(h)h log Cr(s) =, lé\gf?n)) %
Log-Mangoldt E(h) — thh A(h ) 10%(”) — Zd|n A(”)
Fonctions
totalement — Zh U(h)f(h)h = Zn %
multiplicatives
I'/f ==y M) F(h)h fIIf =3, e
Fonctions f(p), h chemin, p|lh a droite f(p), n=pk
totalement (f * “)(h) - {O sinon (f*p)(n) = 0 sinon
additives ’ ' ’ .
(/¢ via s . oy detll =W e
premiers . CYCIGZSimple (/Y) det(l L W) Zp ng 1—p—s
1 Q(n
Série S w=dell-W)Y ok | Y =) Y
w: chemin heH p,n p n n
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PROBLEME (~1947)

Nombre 77(/) de polygones auto-évitants de
longueur { ?

w(0) ~ 657 5 o

C'est I'extension du théoréeme des nombres premiers !



P.-L. GISCARD VISITE HCERES

EXTENSION DU CRIBLE D"ERATOSTHENE-LEGENDRE

THEOREME (G. 2018)

Soit p un polygone auto-évitant de longueur £(p) et B, une matrice décrivant p

Alors la probabilité P(w +— p) de trouver p en effacant les boucles d'un
chemin aléatoire w égale a

1

P(w — p) = XS

v'. adj (C.Bp) u

ou C dépend du graphe. Sur le réseau carré on a
1 00 1 o\ MmN . 1 m-—+n
’ T™Jo T T+1 T+ 1

COROLLAIRE (G. 2018)

Construction explicite d'une série convergente de limite [l .
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L'EXTENSION DES PRODUITS EULERIENS
THEOREME (5. & THWAITE 2013

Soit S une série de chemins. Alors il existe une unique représentation de S en
Fraction Continue Finie (FCF) dont chaque terme correspond a un cycle simple

Z Zﬁ(w) — | 1 >3

w chemin 22
X 1—
de 1al 1—z—23

COROLLAIRES (6. & THWAITE 2014, 6. 2015, 6. 2017)
Soit M une matrice
» Toute fonction f(M) admet une représentation en FCF

Soit M(¢)H(t) = H(t) un systeme d'EDOs d'inconnue H(t)
» H(t) admet une représentation en FCF
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LA THEORIE

» Aspects algébriques

Projet ANR ALCOHOL & Projet PEPS (accepté)
Collaborateurs : L. Foissy (LMPA), M. Ronco (U. Talca, Chili)

» Combinatoire des polygones auto-évitants

Projet ANR ALCOHOL & Projet PEPS (accepté)
Collaborateurs : P. Rochet (Nantes)

ET SES APPLICATIONS

» Analyse des réseaux & apprentissage automatique
Collaborateurs : N. Kriege (Dortmund), R. Wilson (York)

» Dynamique quantique
Collaborateur : C. Bonhomme (UPMC)
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MERCI !



