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Combinatoire algébrique des chemins   



Chaines de polymères

Polygone auto-évitant (SAP)

Chemin auto-évitant (SAW)

« A WIDELY OPEN PROBLEM » (FLAJOLET & SEDGEWICK)

Nombre           de polygones auto-évitants de 
longueur     ?
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UNE STRATÉGIE « PROBABILISTE »
SAWs et SAPs générés aléatoirement

Frontière de phases dans un modèle d’Ising
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Bordure d’un mouvement Brownien

PRESQUE

‣ Travaux de Schramm, Smirnov, Werner, Lawler, Duminil-Copin ….
Prix Wolf 2019

Conjecture : il existe une unique loi de probabilité décrivant tous ces modèles, la loi 
SLE𝜅 et SLE(8/3) permet de compter les polygones auto-évitants.

EMS Prize 2016



▸ G. Lawler (1987) 
    

▸ Factorisation en cycles et chemins simples 
                     Pour                des cycles et       un cycle auto-évitant  
             

×2

w ρ
γ1 γ2 γ3

UNE THÉORIE DES CHEMINS? 

�|w.w0 ) �|w ou �|w0

w, w0

 Une théorie des nombres pour les chemins ?!

�
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�|h.h0 ) �|h ou �|h0

Une randonnée comprenant deux chemins disjoints

h.h0 = h0.h () V(h) \ V(h0) = ;

×2

h = �1�2 · · · �n

‣ Les randonnées 

L’EXTENSION DE LA THÉORIE DES NOMBRES

Deux randonnées commutent si elles n’ont aucun noeud en commun

Une randonnée est une classe d’équivalence sur les mots de cycles simples

Les cycles simples sont les éléments premiers du monoïde des randonnées 

[ ]



Randonnées Théorie des nombres

Randonnée h Entier n

h, h0 disjointes n,m copremiers

h auto-évitante n sans facteur carré

h cycle simple n premier

h chemin n = pk

Mais...

h.h0 6= h0.h nm = mn

h primitive orbit n premier

h auto-commutante n entier

...
...

L’EXTENSION DE LA THÉORIE DES NOMBRES

Les randonnées obéissent à une extension semi-commutative de la 
théorie des nombres.  
Il existe des graphes sur lesquels la combinatoire des randonnées se 
réduit à la théorie des nombres.

P.-L. GISCARD                                                                                                                                    VISITE HCÉRES

THÉORÈME (G. & ROCHET 2016) 
                                 



L’EXTENSION DE LA THÉORIE DES NOMBRES

Randonnées Théorie des nombres

Zêta ⇣ = S1 =
P

h2H h ⇣R(s) =
P

n>0
1
ns

⇣ = 1
det(I�W)

Möbius µ(h) =

(
(�1)⌦(h), h auto-évitante

0, sinon.
µ(n) =

(
(�1)⌦(n), n sans facteur carré

0, sinon.

Von Mangoldt ⇤(h) =

(
`(p), h chemin, p|h à droite

0, sinon.
⇤(n) =

(
log(p), n = pk

0, sinon.

S⇤ = Tr
h�
I�W

��1
i

Liouville �(h) = (�1)⌦(h) �(h) = (�1)⌦(n)

S� = 1
perm(I�W)

...
...
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L’EXTENSION DE LA THÉORIE DES NOMBRES
Randonnées Théorie des nombres

Nombre de

diviseurs
⇣2 ⇣R(s)2

Log Zêta log ⇣ =
P

h
⇤(h)
`(h) h log ⇣R(s) =

P
n

⇤(n)
log(n)

1
ns

Log-Mangoldt `(h) =
P

h0|h ⇤(h
0) log(n) =

P
d|n ⇤(n)

Fonctions

totalement

multiplicatives

f�1 =
P

h µ(h)f(h)h f�1 =
P

n
µ(n)f(n)

ns

f 0/f = �
P

h ⇤(h)f(h)h f 0/f =
P

n
⇤(n)f(n)

ns

Fonctions

totalement

additives

�
f ⇤ µ

�
(h) =

(
f(p), h chemin, p|h à droite

0, sinon.
(f ⇤ µ)(n) =

(
f(p), n = pk

0, sinon.

⇣ 0/⇣ via les
premiers

�
X

�: cycle simple

`(�)
det(I�W\�)

det(I�W)
�
P

p log p
p�s

1�p�s

Série ⌦
X

w: chemin

w = det(I�W)
X

h2H

⌦(h)h
X

p,n

1

p�ns
= ⇣R(s)

�1
X

n

⌦(n)

ns

...
...
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Nombre           de polygones auto-évitants de 
longueur     ?

` ! 1µ` `�5/2

PROBLÈME  (~1947)  
                                 

⇡(`) ⇠

⇡(`) ⇠
` ! 1

C’est l’extension du théorème des nombres premiers !



THÉORÈME (G. 2018) 
                                 

EXTENSION DU CRIBLE D’ÉRATOSTHÈNE-LEGENDRE
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Soit     un polygone auto-évitant de longueur          et       une matrice décrivant

1

�`(p)
vT. adj

�
C.Bp

�
.u

`(p)

Alors la probabilité                       de trouver     en effaçant les boucles d’un 
chemin aléatoire      égale à

P(w 7! p) =

COROLLAIRE (G. 2018) 
                                 

Cm,n = � 1

⇡

Z 1

0

1

⌧

 
1�

✓
⌧ � i

⌧ + i

◆m�n✓⌧ � 1

⌧ + 1

◆m+n
!

d⌧

où     dépend du graphe. Sur le réseau carré on a

Construction explicite d’une série convergente de limite      .

P(w 7! p) =

µ` `�5/2

P(w 7! p) =

P(w 7! p) =

1

�`(p)
vT. adj

�
C.Bp

�
.u P(w 7! p) =

P(w 7! p) =

1

�`(p)
vT. adj

�
C.Bp

�
.u



 

L’EXTENSION DES PRODUITS EULÉRIENS
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1

2

3

4

6

5

X

w chemin
de 1 à 1

z`(w) =
1

1� z � z3

1� z2

1�z�z3

THÉORÈME (G. & THWAITE 2013) 
                                 

Soit S une série de chemins. Alors il existe une unique représentation de S en 
Fraction Continue Finie (FCF) dont chaque terme correspond à un cycle simple

M(t)H(t) = Ḣ(t)

M
f(M)

COROLLAIRES (G. & THWAITE 2014, G. 2015, G. 2017) 
                                 

Soit      une matrice 
         ▶︎  Toute fonction           admet une représentation en FCF 
 

Soit                               un système d’EDOs d’inconnue H(t)  
         ▶︎  H(t) admet une représentation en FCF



‣ Analyse des réseaux & apprentissage automatique

‣ Dynamique quantique

Collaborateurs : N. Kriege (Dortmund), R. Wilson (York)

Collaborateur : C. Bonhomme (UPMC)
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LA THÉORIE

Projet ANR ALCOHOL & Projet PEPS (accepté)
Collaborateurs : L. Foissy (LMPA), M. Ronco (U. Talca, Chili)

‣ Aspects algébriques

‣ Combinatoire des polygones auto-évitants
Projet ANR ALCOHOL & Projet PEPS (accepté)
Collaborateurs : P. Rochet (Nantes) 

ET SES APPLICATIONS
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MERCI !


