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PLAN
1. Contexte

2. Un crible simple!
!

3. Sous le plancher
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UNE EXTENSION DE LA THfORIE DES NOM

| Randonnées = empilements de cycles simples

| Extension-semi-commutative de la théorie des nombres

Randonnées Théorie des nombres
Randonnée h Entier n
h, h' disjointes N, M copremiers
h auto-évitante N sans facteur carré
RandonnZe Auto-Zvitante h cycle simple N premier

% % h chemin n = p*

Chemin Premiere
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| ES PREMIERS <k {iadN€rfepilem » Fiajolet & Sedgewick

dempotents a

gZbriquegfonctions-L

Combien de polygones auto-évitants?

Asymptotique | " ?

,LLE 5_5/2

Extension semi-commutative du
thZoreme des nombres premiers

1!1"1E) #
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Mz = T Tz, T
auFt)g-Z\g/i(t)gr?tz Polyominos
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an A A o P
d

Polygones

auto-evitants H ‘<G

" Une dizaine de formules au total. ASYMPTOTIQUE ?

1 zZA,

Prerimétre( p)

(") 2\ _ Z det(—zAg) y —perm(l + zAg_g)
2
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Asymptotique | " ?
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Extension semi-commutative du
thZoreme des nombres premiers
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Abelianisation(homologie de Hochschild de ! )
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| ES PREMIERS <k {iadN€rfepilem » Fiajolet & Sedgewick

Combien de polygones auto-évitants?
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dempotents a
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| ES PREMIERS <k {iadN€rfepilem » Fiajolet & Sedgewick

Combien de polygones auto-évitants?

Asymptotique | " ?

,LLE 5_5/2

Extension semi-commutative du
thZoreme des nombres premiers

dempotents algZbriquesfonctions-L, I, ", E) 1 ¥

Abelianisation(homologie de Hochschild de ! ) 'ﬂt

Cribles dOErathostenes-Legendre, Brun, Selberg
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PLAN
1. Contexte

2. Un crible simple!
!

3. Sous le plancher
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OBSERVATIONS GfNfRALES

Principe:
on connait un ensemble P de premiers!
Quel genre dOensemble?

on dispose d’'une ensemble fini A de randonnées

A priori, aucune raison que A soit spZcial

on veux le nombre S(A,P) déléments de A qu'aucun élément de P ne divise

DivisibilitZ droite ou gauche: crible plus faible ?

Ex. si 2 & 3 ne commutaient pas alors 2! (3! 2! 3)
Si p & pO divisent h alors ppOlh  p & pO commutent
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OBSERVATIONS GfNfRALES

Principe:

on connait un ensemble P de premiers!
Quel genre dOensemble?

on dispose d’'une ensemble fini A de randonnées

A priori, aucune raison que A soit spZcial

on veux le nombre S(A,P) déléments de A qu'aucun élément de P ne divise

DivisibilitZ droite ou gauche: crible plus faible ?

Ex. si 2 & 3 ne commutaient pas alors 2! (3! 2! 3)
Si p & pO divisent h alors ppOlh  p & pO commutent

ldentité de base: _
. . | |S(A7P): p(d)|Aql A
pproxime les premiers ! 4l psa Nombre de multiples !
inconnus / \: Card(Ad) de d dans A
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CRIBLE: PREMIERS PAS

S(AP) = pu(d)Ad

di psa

Dans l'esprit de |la théorie des nombres on cherche
| Aa| = prob(d)|Af + r(d)
Telle que prob(d) soit multiplicative sur! (ce choix sera justifié plus tard)

pp = pp! prob(pp) = prob( p)prob(p)

REMARQUE

Si I'on peux identifier prob(d) et r (d)tels que r (d) reste borné quand
Al '™ alors prob(d)est la probabilité qu’'un membre de A tiré
uniformément au hasard soit multiple de d
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CRIBLE: PREMIERS PAS

S(.A, 73) = |A| Z u(d) prob(d) + Z H(d) I‘(d) Pas plus de simplibcations !

\ / sans plus dOhypotheses
dE’}DS.CL deps.a

T

Totalement multiplicative

" Reste & déterminer prob(p) pour p premier
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CRIBLE: PREMIERS PAS
S(A,P)= |A] Y p(d)prob(d)+ > w(d)r(d)

N— ——
dE’IDS.CL T deps.a

7133

Totalement multiplicative

" Reste & déterminer prob(p) pour p premier

DfFINITION
Soit g une gradation sur! et $un entier. Soit A, I'ensemble des

randonnées de grade g(h) =$ (ou g(h) < $), appelé $-section de !

par
rapport a g.

RESTRICTION 1
Onprend A! A, une $sectionde! parrapportag.
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CRIBLE: PREMIERS PAS

L'ensemble des multiples d'un premier p dans! est
{ph, ht H}#  {h! H, g(h)$ g(p)}

Donc le nombre de multiples de p dans une $-section est |Art ()l

(p) Ay o)
A A

Il s'en suit prob(p) +
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CRIBLE: PREMIERS PAS

L'ensemble des multiples d'un premier p dans! est
{ph, ht H}#  {h! H, g(h)$ g(p)}

Donc le nombre de multiples de p dans une $-section est |Art ()l

(p) Ay o)
A A

Il s'en suit prob(p) +

HYPOTHéESE TEMPORAIRE
r(p)

On peux trouver pProb(p) “optimale”, c’est a dire hm m =0

" prob(p) est la probabilité qu’un élément de rang $soit multiple de p

Ar_
prob(p) = lim Ar—gp)

I'—o0 |AF|
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DfNOMBRER LES RANDONN{fES
HYPOTHESE

Soit g une gradation sur! .Soit 4, I'ensemble des randonnées de

grade g(h) =$ (ou g(h) = $). On suppose l'existence d'une fonction sur

les entiers { : N — R bornée, dont la limite lim f(' ) existe, et
7 F—>OO
d'une constante X telle que

! card(4, ) =!" f(T)

REMARQUE

Vraie pour la longueur et le nombre de diviseurs premiers sur les

graphes finis. Pour la longueur, A est la plus grande valeur propre de G
(c'est a dire de A)
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CRIBLE: PREMIERS PAS

" On identifie

prob(p) = lim

|1 #90F 11 g(p)

(1)

= 1 #9(p)

" On vérifie 'hypothése temporaire

(p) = [Ar_ | — [Ar]A=#0) = X™90)(§ (1 — g(p)) —  (I))

R e
= lim 1 ~)g(p) Ag(;o)([;;(F)
=0

Existence de la limite de f
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COMPRENDRE LBRABGLTAT
THfORIE DES NOMBRES

Puisque la longueur des randonnées correspond au logarithme des
entiers, nous avons card(A, ) !" card([1, X¢]) ou logzy = I'.

Donc card(A,) — card([L,e ]) = |€ | et ainsi

le' "
Ces résultats vérifient notre hypothese, et peuvent également s'obtenir
via l'asymptotique de card(Ar. )/ card(Ar) =!
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COMPRENDRE LBRABGLTAT
THfORIE DES NOMBRES

Puisque la longueur des randonnées correspond au logarithme des
entiers, nous avons card(A, ) !" card([1, X¢]) ou logzy = I'.

Donc card(A,) — card([LLe ]) = |€ | et ainsi

le' "
Ces résultats vérifient notre hypothese, et peuvent également s'obtenir
via l'asymptotique de card(Ar. )/ card(Ar) =!

COROLLAIRE
Quand = — oo, la fraction d’entiers de [1, ¢*| multiples d'un premier p

tend vers
AHP) ) logp =

g
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CRIBLE: PLUS LOIN

S(Ar, P) = [Ap| D W(d)! gD+ Y " p(d) 9 (f (T—g(d) —f (T))

d! Ps.a. d] 'Ps.a.

Pas plus de simplibcations sans plus dOhypotheses sur les premiers
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CRIBLE: PLUS LOIN

S(Ar, P) = [Ap| D W(d)! gD+ Y " p(d) 9 (f (T—g(d) —f (T))

d! Ps.a. dl ’ps.a.

Pas plus de simplibcations sans plus dOhypotheses sur les premiers

" Deux choix 'naturels’: sections et sous-graphes
PROPOSITION

P = {ppremier : g(p) <O}  calculer le déterminant
correspondant est #P-complet!

Identiques en thZorie
dans le cas de la longueur

des nombres !

P = {ppremier: V(p) C H < G}
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CRIBLE: DEUX EXEMPLES

RESTRICTION 2
On choisit une gradation! Choix typiques: !, €2, 1, ), a¢

Etudions deux gradations explicitement:
" La longueur
" Le nombre de diviseurs premiers

Nous verrons qu'il est aussi judicieux de choisir une gradation qui
dépends d'un premier donné
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LA LONGUEUR

RESTRICTION 2

Choisissons la longueur !

1333

Combien de randonnZes de longueur I nGont aucun diviseur dans H?

S(ALP) ~ A Y ud) @t ST ) O(f (=) —F ()

dl p s.a. dl P s.a.

a ) 5 K1Y
det (I! !}AH) f It f(1)= N [kl](') 1 (d) (K)
> N
k
S(Ar,P) ~ Al det (1= Ag) 173 . [,f.]m det® (1 = ZAy)
. k>1 cék' l " .#Y
X Kdet 11 2A,
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LA LONGUEUR
REMARQUE

Si P comprends des premiers plus longs que | alors de tels premiers
ont exactement O multiples de ce rang.

" Ceci conduit a une troncation des déterminants

S(Ar, P) ~ |Ar| Tr (det = lAH)> +AT Y Ve Tr (det<k>(| —~ %AH))

A k!
K1
_ ) 1 # Y0
avec Ji det |! I_AH = U-(d)! I 1(d)
' dl psa
L(d)" !
" Puisque ! I'" la troncation est non-triviale uniquement sur les graphes

infinis, ou elle joue un réle crucial
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LA LONGUBNRESUME

S(Ar, P) ~ |Ar| Tr (det (1- %AH)) +AT Y Vk[{(!](! n (det(’“) (1- %AH)>

k! 1

" Limite de f existe

1
S(Ar,P) ~ |Ap| 7}<det (- )\AH)) pour ! 1"

" Qualité du crible dépend des variations non-multiplicatives V[f ](! ) de !
I'ensemble des randonnées au rang !
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UN CAS BIEN CONNU
H! G\p

" Enléve les randonnées dont tous les diviseurs & droite commutent avec p

" Il reste les randonnées dont aucun diviseurs a droite commute avec p

RAPPEL

Un chemin a un unique diviseur premier a droite.!
Une pyramide a une unique piéce a son sommet

" Celles ci, multipliZs par p sont des chemins

Wy (2)[V ] = S(Ar—uy), P)
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UN CAS BIEN CONNU
H! G\p

" Enléve les randonnées dont tous les diviseurs & droite commutent avec p

" Il reste les randonnées dont aucun diviseurs a droite commute avec p

RAPPEL

Un chemin a un unique diviseur premier a droite.!
Une pyramide a une unique piéce a son sommet

" Celles ci, multipliZs par p sont des chemins

Wy (2)[V ] = S(Ar—uy), P)

FORME ASYMPTOTIQUE DU LEMME DE VIENNOT

W, (z)[T" + ¢(p)] ~ (det(l 1_ ZA)) INwA (det (I — %Ag\p)) pour | "
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LE LEMME DE VRZ\NMRET)

LEMME (X. G. VIENNOT 1986)
Soit p un premier.

Soit Wy(z) = 2™ la fonction générative ordinaire des chemins
wW:p|rw
multiples a gauche de p. Alors

det(1! zAa,)
W, (z) = det(11 zA) 4 preuves

En théorie des nombres, ce lemme donne

Hq ;;i;ne (1 I q—S) 1

— —sk
= p
Hq prime (l ! q—s) 1! p—s zk:

Série de Dirichletdes 1, p, %, p°, p*. ..

Rappel: les chemins de la théorie des nombres sont les entiers de la forme pk



P.-L. GISCARD, PFI ROCHE 18/33

LE NOMBRE DE DIVISEUR PREMIERS

RESTRICTION 2

Choisissons le nombre de diviseurs premiers

Combien de randonnZes ayant | diviseurs premiers nOont aucun diviseur dans H?

S(ALP)YL AL (@A DN g @A @D T Q@) (D)

dePS.a. dePS.a.

/

det(l! Ay )*)\ Convolution sur les sous-graphes induits

N\

S(Ar,P) ! |Apldet(1™ A+t (@) FED fr @ d)t (1)

/

Peut aussi s'écrire avec des différences
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PLAN
1. Contexte

2. Un crible simple!
!

3. Sous le plancher
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UN PEU DE THfORIE DES NOMBRES
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SOUS LE PLANCHER: PARTIAL SUMS INMRIOVITIE

# 70 70 Souvenons-nous

|
Ax|Tx det ! “Ag, "# H(n)e 'e&" P

m<Xx n<m

In

% % p(n)

n

m<xX n<m
o p'n

Mais les chemins sont faciles a compter! Rappelons que w = plC
“logx _ logx

| . — K — —
{n! x:n=p} ogp ogp

+ O(1)
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SOUS LE PLANCHER: PARTIAL SUMS INMRIOVITIE

Donc la forme asymptotique du lemme de Viennot...

1 - 7V " | #04
W,(2)]! +7¢ ! . # V] Tr det 1" —Ag
... implique
I X

llogx 1-° = u(n)

X10gPp X oin
0.010— T T T T 0.005 me \

p=2 e p=13

0.0081 1 0.004 1
0.006 1 0.003r
0.004 1 0.002r
0.002F 1 0.001F
R 0 10600 20600 30600 40600 R 0 10600 20600 30600 EOO
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SOUS LE PLANCHER: PARTIAL SUMS INMRIOVITIE

Et alors? Chemins multiples de p

GRANVILLE & SOUNRBAKRARAJAN \

xZM—JF Z'“ 10g1/5 Z 1

| Ar| 7'r<det (I - iAH)) +AT Y Vk[fk.]( ) Tp<d 5 (1 = iAH)>

k! 1

Nous pouvons trouver les autres termes!

" Fonctionne pour H arbitraire "  tout semigroupe multiplicatif d’entiers

These inequalities [E] may be of some value in obtaining effeestienates in sieve theory or in
exponential sums over the prim€E. Tao 2009)
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SOUS LE PLANCHER: LE PNT

Et alors?
! pu(n)
Fy(z) = Z ) done Fp(x) ! —Fp< Xip#) =) ==
n<x
Mais d’apres la forme asymptotique du Lemme de Viennot :
llogz = 1° ~ ~— i(n)
1 g . Fp(m) ) >4 o n ~ C
L ng X m<z m! x n! m \
- p(n) T AN
Ainsi -~ ne peux diverger quand X ! ~ A f\v/\\/[\\///
nsw si converge: vers 0 g e

RH se cache ici
oscillations ?

PNT




P.-L. GISCARD, P. ROCHET

25933

-

LES POLYGONES AUTO-fVI'T




P.-L. GISCARD, P. ROCHET 26/33

RELATION CHEMINS - PREMIERS

Tous les chemins fermés de # a # sont multiples de premiers passant par #

! /(p) det(l — ZAG\p)

Wa(z) — 2 =1,
ol P, det(l — ZAg)
Cut-off au rang |
! det(1! 2Aq,) "
1 ]1 t(p) P/ — " (I
Wa(2)[V]! . 2 det(IT 2A) o+ 1] (! +1)

"(p)" !

Sil I N alorsonauneformule pour compter les premiers
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SOUS LE PLANCHER: LES GRAPH

HYPOTHESE (DE BASEE)

Soit g une gradation sur! . Soit. A I'ensemble des randonnées de
grade g(h) =$ (ou g(h) = $). On suppose l'existence d'une fonction
f :N! N bornée, dontla limite lim f(' ) existe, et d'une

I'=o0
constante A telle que
|

card(4,)=!" ()

NON VERIFIEE x

card(Arq1)
card(Ar)

Naivement card(Ar) =! etméme
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SOUS LE PLANCHER: LES GRAPH

u

Solution: redéfinir les déterminants en déterminants de Fredholm, les
rendre invariant sous |'action du groupe d'automorphisme de G

222 4F3 (1,1,%,%;2,2,2;1622)

Randonnées enracinés o.g.f € (coeffs. entiers!)
. oI\ % ! | ac
On a alors card(A, ) ! (F) T oua=4e T | 1246 pour I'"#

" Etdonc! =4 etf(!)! HYPOTHESE OK !

2! 2

Ok a quoi ressemble le crible ?
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Asymptotiquement, nous avons, quand | |

II(2T") e | R T ”d $I 1A n O” !
~TT T o — 5 largp) detp | — —-Agp + =3
T Ty W e e O T
1
On aimerait oc 1@ — —_11®) (1 /1IN bour avoir TI(T) ~ ul T 2
) )~

PEUT ON UTILISER CE RESULTAT?

1 ,
Oublions Fredholm, la troncation, etc.: det(l ! ZAG\p) dépend de pE
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SOUS LE PLANCHER: LES GRAPH

On utilise A !

| 1 . ! 1 1 -
det |! I—AG\p = det |! |_AI |_Bp

# " $

= Ilirrll/' det I! zA + zTr(adj(1! zA)B,)+ 444
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SOUS LE PLANCHER: LES GRAPH

On utilise A !

D - 4 g -
det ! ~Ag, =det I! FAl =B,

# " $

= ||irr11/l det I! zA + zTr(adj(1! zA)B,)+ 444

" Aestvaleur propre de A

=04 2Tr(P\By) +4aé ou n= J[ @-A/N
4 NSO
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SOUS LE PLANCHER: LES GRAPH

On utilise A |

|

D - 4 g -
det ! ~Ag, =det I! FAl =B,

&

|
= IIirrll/' det I'! zA + zTr(adj(1! zA)B,) + daa

-~ Aestvaleur propre de A

=04 2Tr(P\By) +4aé ou n= J[ @-A/N
)\ )\,L'GSp(G)
. X £
A est la plus grande valeur propre et G est régulier

s = Diep)] + - -

\ LOimportance des ordres
supZrieurs en 1/! k peut
etre rZduite "~ la Brun !

S "%




P.-L. GISCARD, PFI ROCHE 31/33

Graphes bnis

"IC=N: A =maxSp(G) " termes d'erreur dominent a cause des V[f |(! )
| #maxSp(G) " déterminant difficile & calculer!
Formule pour #($) est inexploitable

" [" co: \ = max Sp(G)
Pas de formule pour #($)!
Si G régulier, nous avons une relation entre chemins et somme des premiers!

! ! e R R
! W] ! |Ar_p)| |"(np)|+0 —= T0 T3

-

Graphes inbnis

" G/%infini: pas de crible possible

" G/%fini, e.g. transitif & " e \ = max Sp(G)
Formule pour MN(I), exploitable une difbcultZ reste
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La difbcultZ

" Le graphe G\ P peux avoir un groupe d'automorphisme trivial!

COMMENT CALCULER UN DETERMINANT DE FREDHOLM SUR UN TEL GRAPHE?

' Equivalent a des problémes d’extensions analytiques des fonctions zétas



P.-L. GISCARD, PFI ROCHE 3333

SOUS LE PLANCHER: LES GRAPH

DOautres approches

" Mieux choisir sa gradation, le sous-graphe H, cribler sur les randonnées

1,(h) = # total de fois que h passe par un noeud de p

Wip := {W chemin, q,w et V(q) =n}
O.g.f. Wn,p (Z) O.g.f chemins fermés partant d'un noeud donné
Graphes transitifs: /()W (Z) = | an,p(Z) = det(| — zA) 7 gp(h)zf(h)
| N h
Wo(2) = exp  Wop(2)
N\ n

O.g.f chemins multiples de p
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MERCI

SOUS LE PLANCHER:
APPLICATIONS DE CRIBLES EN THfORIE DES NOEUDS ET BIOLOG
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UN INVARIANT DE LA THf ORIE DES NOEUDS
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NOEUD DE TRéFLE

Polyn™me dOAlexander

ro
c1 "1 Co
T4
T3 r2
c3




P.-L. GISCARD, P. ROCHET

SOUS LE PLANCHER: L'INVARIANT

Collaboration avec I0Zquipe SPOC (Univ. Dijon)
PROPOSITION

Soit" un noeud, # sa chaine de Markov associée, avec matrice d'adjacence A.

Soit Prob¢(L,t) la probabilité de faire un cycle sur # en L sauts. Soit 2Proby(L,t) la
somme des probabilités portées par les randonnées de longueur L. Alors

Probo(lt) |y 4y quand L"#
“Proby (L, t)

PREUVE

On montre que pour tout i sur # , l'invariant est donné par

A(t) = det(l — Ay)

Puisque sur# onal=1,le crible indique que quandL — 00 on a

(aeiza ) [LIA®) ~ W(L) = SProb(L, 1) A(t) ~ Probe(L, )
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NOEUD DE TRéFLE

Polyn™me dOAlexander

1.0/

0.0

0.8
0.6
0.4
0.2

~A(t) =t —t* 4+t

. Probc(6, t)
>Proby (6, 1)

Probc(6,t) =t 1 2t*+2t31 2t*+ t> ! Proby(6,t) =1 — 3t + 6t* — 5t + t°
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NOEUD DE TReFLE.. .

Polyn™me dOAlexander | ny ! Proba(20,0)

m! }‘ o

e ) | g3
f ~At)=t—t>+t

"% |

g

I"# -

m e vs rw re
Probc(20,1) = !
t — 9t° + 6513 — 304* + 960¢° — 2094° + 3113’ — 29238 + 1243¢°
+561t0° — 973 + 236112 + 329112 — 2471 + 4411 — 4516 + 65417 — 21418 + 19 — 420

Y. Proby(20,t) =
11 10t +90t%! 509t3 + 1953t* 1 5271t% +9979t8 1 12645t 4+ 9099t8 1 747t°

l 4575t10 + 2676t + 1028121 1159t23 1 162t + 159t1° + 178t18 1 87t 4+ 10t18 1 7t1°
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NOEUD DE TRéFLE
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COMMENT LES CHAMPIGNONS ATTAQUENT ILS LES PLAN
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SOUS LE PLANCHER: LES PATHO(C

" Probleme: quelles protéines sont ciblées par les pathogénes?

o 09, .' =
0/ ..
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, %a ..0... * oo

oy
e SAN,
= 5 °® @
o . .o. Sj°:
% -y -\'. » : 1 ~.’.‘.;° ° .
A.- ‘.. : L .o‘-.o. o..f.‘,
Arabidopsis thaliana  * _ ¢ ez e
s ° e
S * e
o "{o
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o.. s kY
..° oo o
{ Hyaloperonospora arabidopsidis
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SOUS LE PLANCHER: LES PATHO(C

" Model: les cibles sont des hubs muknthar et al., science. 2011, 333(6042): 5960601.)

Oprotein targeting by : :
pathogens cannot be
explained merely by o
the high connectivity of %
those target [proteins]O . -
4 oo’:\’:\"!
b
PPl
L=
¢ e, :-0*.00
:;.“ .O’%
L .../cv.c..

Y ¢ Tl P Hyaloperonospora arabidopsidis
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SOUS LE PLANCHER: LES PATHO(C

" Faits: Pathogénes stimulent lI'immunité!
Les protéines les plus centrales sont liées a I'immunité

" Hypotheése: Triades “Cible - Centrale - Immune” (CCl) existent et !
celles qui sont ciblées interceptent le plus de flots sur le !
réseau!

Flots de réactions entre protéines passant par % = nb. de chemins multiples de %/
Crible !!

- 1 " Numériquementidéale QI f | ]
f=det I FAcy )

" Induit la "eigenvector centrality"!

" Model: cibles sont dans des triades CCl et sont f - dominantes
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SOUS LE PLANCHER: LES PATHO(C

" Ca marche !!

ROC curves

1 x ‘ ——=
Opathogenes veulent |~  _-7 7
perturber la plus O_Bf e 4
grande fraction T X
possible de [3ots de o o .
rZactions dans IOh™teQ = 06¢ e Ocibles = hubs"
o
% oar| /L 4
= r
Bonus: nous avons (/ ““““““
identifié 2 protéines 0.2 *, """""" |
voisines de 70% de toutes |
les cibles /[ | | | |
0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

False Positive Rate

Giscard, Wilson, “Cycle-centrality in Complex Networks “, 6th Inter. Conf. Compl. Net. Appl. (2017)



